ALGEBRA AND ELEMENTARY CALCULUS 


Ka sc 4 a a =D 4 — ie . » ೬ 
ಬೀಜಗಣಿತ ಮೆತು ಸುಲಬ ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ 


A BANGALORE UNIVERSITY PUBLICATION 


(4) 

(ಈ) 

PREUNIVERSITY MATHEMATICS 
ಸ್ತೀಯುನಿನರ್ಸಿನಿ ಗಣಿಕಕಾಸ್ಸ 


PART | 
ALGEBRA AND ELEMENTARY CALCULUS 
ಭಾಗ 1 | 


ಬೀಜಗಣಿತ ಮತು, ಸುಲಭ ಕಲನಠಾಸ 


rk 


A BANGALORE UNIVERSITY PUBLICATION 


(C) 1968, BANGALORE UNIVERSITY 


BANGALORE UNIVERSITY 
MATHEMATICS TEXT BOOK COMMITTEE 


Prov. F. J. NORONHA (Chairman) 
De C. N. SRINIVASIENGAR 

Sai G. T. NARAYANA RAO 

Sri D. V. RAMANNA 

Sri K. R. SRIKANTIAH 

Sri D. 8. CHANDRASEKHARIAH 


Pries: Rs 4 


FOREWORD 


A Committee for Kannada Textbooks has been 
Set up by this University to prepare textbooks 
for courses of study in Arts, Science and 
Commerce, since there is a persistent need 
experienced by quite a few students to study 
the various subjects in the regional language. 
This book on Algebra and Elementary Calculus 
is the first in the serles to be published 
by the University. It is expected that many 
more will follow. The University is grateful 
to Prof. F. J. Noronha and his colleagues 
for having prepared this book. It is easy to 
nave a textbook in Mathematics both in Englisb 
and in the regional language. This may not 
necessarily be the pattern for books on other 
subjects. This bilingual production is, 
nowever expected to serve a useful purpose. 


Bangalore University, 
Bangalore, 
Dated lst December 1967 


V. K. GOKAK, 
Vice-Chancellor 


PREFACE 


This book has been written to meet the requirements of the 
aew syllabus in Mathematics for the Preuniversity Course «+ 
recommended by the Mathematics Reforms Committee of the 
University Grants Commission 1966. This syllabus, with slight 
modifications, has been approved by the Boards of Studies in 
Mathematics of the Mysore, Karnatak and Bangalore Universities. 


This text book is published in two parts. Part I consists of 
Algebra and Elementary Calculus while Part II comprises Geometry 
and Trigonometry. Important new topics included are: Ele- 
mentary Set Theory, Number Systems, Determinants, Elemcots 
of Differential Calculus and Analytical Geometry. These wil 
provide a stronger mathematical background for students procced- 
ing to Degree Courses in Mathematics, Physics and Engineering 


A special feature of this book is the simultaneous presentation 
of the subject matter in English and Kannada. At each page the 
student has ready access to both English and Kannada versions 
of the same topic. This, we believe, will be of great help to the 
vast majority of the students of the Mysore State whose mother 
tongue is Kannada. It is found by experience that by reading 
the subject in both languages they will grasp more easily the new 
mathematical concepts. 


The text has been prepared by a Committec appointed by the 
Bangalore University. The members of the Committe: are 
grateful to the Vice Chancellor, Padmashri Dr V. K. Gokak and 
the University Authorities for their approval and support in this 
venture. We also thank Dr R. S. Mugali Chairman of the 
Kannada Textbook Committee, for initially sponsoring the 
proposal. 


I take this opportunity to thank Sri M. A. Srirama, Director, 
sri B. N. Ramamurthy, Senior Deputy Director, and all concerned 
in the Government Press for the speed and efficiency with which 


they have produced this book. The diagrams were drawu by 
Sri K. N. Gopala Rao of the Department of Civil Engineering. 
University College of Engineering. 


[ also wish to express my sincere gratitude to my colleagu’* 
on the Committee for their enthusiastic cooperation in the arduons 
work of preparing the text in both languages. I particularly 
thank Dr C.N. Srinivasiengar, Retired Professor of Mathematics. 
who read every word of the manuscript and offercd valuable 
suggestions. Sri G. T. Narayana Rao, in addition to writing 
parts of the text, played a major role in reading the proofs and 
assisting the Press. Sriyuths D. V. Ramanna, K. B. Srikantiah 
and D. S. Chandrasekhariah made valuable contributions in both 
English and Kannada. 


{ conclude with best wishes to all the young students of the 
Prcuniversity Course who will be using this text book. I hope 
that their interest in the New Mathcmatics will be greatly 
stimulated bv the bilingual presentation of the subject in this 
Bangalore University Publication. 


F. J. NORONHA, 
Chairman, 
Mathematics Text Book Committee. 
Bangalore University 


CENTRAL COLLEGE, 
BANGALORE, 
Ist March 1968 
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ALGEBRA 
ಬೀಜಗಣಿತ 


CHAPTER 1 
Elementary Theory of Sets 


1.1 Definition of a set—The idea of a set 1s 
quite simple and common. A set is a collection of 
objects of any kind which are grouped together because 
of some property which they have in common. 


Here are some familiar examples of sets :— 


: The set of students in your class 

: The set of teachers in your College 

: The set of books in your College library 

: The inhabitants of your town 

: The States in India 

: The set of numbers {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 

: The set of counting numbers {1, 2, 3,....! 

: The set of integers; ....—3,-2, —1, 0, 1, 2, 3,..} 


ರ್ಗ by 


The last two sets are very important in mathematics 
and will be referred to often in the next chapter. Unless 
otherwise stated, N will denote the set of counting 
numbers, or natural numbers, and J will denote the set of | 
integers. 


1.2 Elements—A set is determined only when we 
know definitely which objects it contains. There must 
be no ambiguity or doubt in the definition, For example 
the statement : “The set of tall boys in the class” does 
not define a set in the mathematical sense, for there will 
always be some doubt as to which boys are to be con- 
sidered tall! 


ಅಧ್ಯಾಯ 1 
ಸುಲಭ ಗಣ ಸಿದ್ಧಾಂತ 


L-1 ಗಣ [ಎಂದರೇನು 2 


ಗಣ ಎಂಬ ಭಾವನೆ ಅತಿ ಸುಲಭವೂ ಸಾಮಾನ ವೂ ಆಗಿದೆ. ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣ 
ವಿರುವ ವಸ್ತುಗಳ ಒಂದು ಸಮುದಾಯವೇ ಗಣ. ಬಳಕೆಯಲ್ಲಿರುವ ಕೆಲವು 
ಗಣಗಳ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 


ನಿಮ್ಮ ತರಗತಿಯ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಗಣ 


ಆಅ 


ನಿಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ ಉಪಾಧ್ಯಾಯರುಗಳ ಗಣ 
ನಿಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ ಪುಸ್ತಕ ಭಂಡಾರದ ಪುಸ್ತಕಗಳ ಗಣ 
ನಿಮ್ಮ ಪಟ್ಟಣದಲ್ಲಿ ವಾಸಿಸುವ ಜನರ ಗಣ 

ಭಾರತದ ಸಂಸ್ಥಾನಗಳು 

ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 10, 1, 2, 3, 4, 5. 6,7, 8 9! 
ಎಣಿಕೆಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ 11, 2,3......... 


ಲ ರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣ ಮ 3,—2,—I1, 0, ke pe \ 


¢ 


s2SS OQ yh 


ಈ ಗಣಗಳಲ್ಲಿ ಕೊನೆಯ ಎರಡು ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಬಹು ಮುಖ ವಾದುವುಗಳು. 
ಮುಂದಿನ ಅಧಾ "ಯದಲ್ಲಿ ಅವುಗಳನ್ನು ಆಗಿಂದಾಗೆ” ಉಲ್ಲೆ ಖಸಾಗಿದೆ. ಬೇರೆ 
ಏನೂ ಹೇಳದಿದ್ದ ರೆ, N ಎಂಬುದು ಎಣಿಕೆಯ ಅಥವಾ ಸ್ಟಾ ಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಗಣವನ್ನೂ, 
1 ಎಂಬುದು ಎಲ್ಲಾ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣವನ್ನೂ ಸೂಚಿಸುವುವು. 


1°2 ಗಣಾಂಶಗಳು 


ಒಂದು ಗಣಕ್ಕೆ ಕವ ವಸ್ತುಗಳು ಯಾವುವು ಎಂಬುದು ನಮಗೆ ಸ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ 
ತಿಳಿದಾಗ BAS, “ಆ ಗಣವು ನಿಶ್ಲಿ ) ತವಾಗುವುದು. ಗಣದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ಸಂಶಯ 
ವಾಗಲೀ ಅಥವಾ 'ಡ್ತ ದಾ ರ್ಥವಾಗಲೇ ಇರಕೂಡದು. 


ಎದಗ « " ಒಂದು ತರಗತಿಯಲ್ಲಿ ಎತ್ತರವಾಗಿರುವ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಗಣ” 


ಎನ್ನುವ ವಾಕ್ಯವು ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರದ ದೃಷ್ಟಿ ಯಿಂದ ಒಂದು ಗಣವನ್ನು ನಿರೂಪಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 
ಕಾರಣ, ಯಾವ Bee, ರ್ಥಿಗಳುು ಎತ್ತ “ರಔೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸುವ ಸಂಶಯವು ಯಾವಾಗಲೂ 


ಬರುವುದು! 


The objects which make up a set are called its 
elements. In the examples of para 1.1, the elements of 
the set A are the students of your class, the elements of 
the set C are the books in your College library, and so on. 


You will notice that the number of elements in each 
of the sets A,B,C, D,E and F is finite. Theset F has 10 
elements and the number in each of the preceding sets 
can be counted. Such sets are called finite sets. 


On the other hand we cannot count the number of 
elements in the sets N and J. Such sets are called 
‘nfimte sets. 


1.3 The Sign of “Belonging to ‘—<=—We usually 
denote sets by capital letters and elements by small 
letters. Let abe an object and E a set. If a@ is an 
element of KE we denote this by writinga © EF. The 
symbol © is read as “‘is an element of” or “belongs to’. 


If a is not an element of E, we denote this by writing 
a € E. We read this as: “a is not an element of E” 
or “a does not belong to £”. 


Thus for the set of natural numbers N. we can write : 


2EN, 5CN, -2EN, EN 


We now state an important relationship between 
objects and sets. If Eis a given set and x any object, 
then one and only one of the following statements is 
true :— 

Either zx CE or c€E 


1.4 Methods of defining and representing sets— 
There are two methods commonly used to define a set — 


(1) the Tabulation Method (or “Roster” Method) and 
(11) the Rule Method. 


ಒಂದು ಗಣವನ್ನು ರಚಿಸುವ ವಸ ಸ್ತುಗಳಿಗೆ ಗಣಾಂಶಗಳೆಂದು ಹೆಸರು. |. 1ರಲ್ಲಿ 
ಹೇಳಿರುವ ಉದಾಹರಣೆಗಳಲ್ಲಿ, ನಿಮ್ಮ ತರಗತಿಯ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳೆಲ್ಲರೂ A ಗಣದ 


ಗಣಾಂಶಗಳು, ನಿಮ್ಮ ಪುಸ್ತ ಕ ಭಂಡಾರಿ ಪುಸ್ತಕಗಳೆಲ್ಲವೂ 0 ಗಣದ ಗಣಾಂಶಗಳು, 
ಇತ್ಯಾದಿ. 


A. B.C, DD. EDD, F BZ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣದಲ್ಲಿಯೂ ಇರುವ 
ಗಣಾಂಶಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು Bers, ರ್ರೈವೆಂಬುದನ್ನು ನೀವು ಗಮನಿಸುವಿರಿ.' F ಗಣದಲ್ಲಿ 
10 ಗಣಾಂಶಗಳಿವೆ. ಇದಕ್ಕೆ ಹಿಂದಿನ ಎಲ್ಲ ಗಣಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಇರುವ ಗಣಾಂಶಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಯನ್ನು ಎಣಿಸಿ ಬಿಡಬಹುದು. ಇಂತಹ ಗಣಗಳಿಗೆ ಪರ್ಯಾಪ್ತ ಗಣಗಳು ಎಂದು 
esis, 


ಆದರೆ, N ಮತ್ತು J ಗಣಗಳಲ್ಲಿರುವ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ಎಣಿಕೆ ಮಾಡುವುದು 
ಸಾಧ ಧ್ಯವಾಗದು. ಇವುಗಳನ್ನು ಅಪರ್ಯಪ್ತ ಗಣಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


1:38 © ಚಿಹ್ನೆಯ ವಿವರಣೆ 


ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಗಣಗಳನ್ನು A, B,C ಮುಂತಾದ ದೊಡ್ಡ ಅಕ್ಷರಗಳಿಂದಲೂ 
ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು a, b, ¢ ಮುಂತಾದ 'ಚಿಕ್ಕ ಅಕ್ಷರಗಳಿಂದಲೂ ಸೂಚಿಸುತ್ತ ಆವೆ. 
ಜಲವು E ಗಣದ ಒಂದು ಗಣಾಂಶವಾದರೆ ಶಿದನ್ನು a<— Eಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತ, ಅವೆ. 
= ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು "", , . ಎಂಬುದರ ಗಣಾಂಶ ”’ ಅಥವಾ es. . ಇದಕ್ಕೆ ಸೇರಿದೆ = 
ಎಂದು ಓದಬೇಕು ಆಯು E ಗಣದ ಗಣಾಂಶವಲ್ಲದಿದ್ದಲ್ಲಿ et ಎಂದು 
ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು gq ಯು ಔ ಎಂಬುದರ ಗಣೌಂಶವಲ್ಲ > ಅಥವಾ 
“<q Cho ಹಔಗೆಸೇರಿಲ್ಲ > ಎಂದು ಓದಬೇಕು. 


ಹೀಗೆಯೇ ay” ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ N 'ಎಂಬುದನ್ನುಕ್ಸೆ ಪರಿಶೀಲಿಸಿದರೆ 


ಈಗ ನಾವು ವಸ್ತುಗಳಿಗೂ ಮತ್ತು ಗಣಗಳಿಗೂ ಇರುವ ಒಂದು ಮುಖ್ಯ 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ನಿರೂಪಿಸೋಣ. PY ಎಂಬುದು ಒಂದು ಗಣವೂ, gx ಎಂಬುದು 
ಒಂದು ವಸ್ತುವೂ ಆಗಿದ್ದರೆ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉಕ್ತಿಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಮಾತ್ರ ಸರಿಯಾಗಿರುವುದು: 


2 CEOS 2 EE 


1-4 ಗಣಗಳನ್ನು ಹೆಸರಿಸುವ ಮತ್ತು ನಿರೂಪಿಸುವ ವಿಧಾನಗಳು 


—— — 


ಗಣಗಳನ್ನು ಹೆಸರಿಸುವ ಎರಡು ವಿಧಾನಗಳು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಬಳಕೆಯಲ್ಲಿವೆ. 
(1) ಪಟ್ಟಿ ವಿಧಾನ ಮತ್ತು (ii) ಗುಣ ವಿಧಾನ, 


3 


In the Tabulation method, all the elements are written 
down within curly brackets 1...--------: |}. If there 
are too many elements, the first few are written down in 
such a way as to indicate clearly what the others are. 


Examples : 
G=11,"3, 5) 7,9). C8 Tie wet consisting of the 
5 numbers appearing within the brackets. 


Oil} & 9). .-.- EO consists of all odd 
positive integers. The dots indicate that there is 
no last element to the set. 


In the Rule method, we specify the set by stating 
a characteristic property which all the elements of the set 
possess and which no other object possesses. 


Examples : 


(i) “A isthe set of students of our class’. 


This {statement can be written symbol cally 
as follows : 


A= {x | x is a student of our class! 


We read the above as: °A is the set of elements x 
such that x is a student of our class’. The vertical line 
within the brackets stands for ‘“‘such that”. The student 
must become familiar with this notation. 


(1) G= {x | @ is a positive odd integer less than 10' 


“G is the set of elements x such that x is a posi- 

tive odd integer less than 10”’ We easily compute the 
elements of G as the numbers 1, 3. 5. 7, 9. Hence we 
may also represent G by the tabulation method as 
follows: G={1, 3, 5, 7, 9! 


4 


— ಪೆಟ್ಟಿ ವಿಧಾನದಲ್ಲಿ ಎಲ್ಲ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನೂ ಪುಷ್ಟಾವರಣದಲ್ಲಿ |... 
ಬರೆಯಲಾಗುವುದು. ಗಣಾಂಶಗಳು ಬಹಳವಾಗಿದ್ದರೆ ಅವುಗಳೆಲ್ಲವನ್ನೂ ಊಹಿಸಲು 


| ಶಕ್ಕವಾಗುವಂತೆ ಮೊದಲಿನ ಕೆಲವು ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ಮಾತ 3, ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


| ಉದಾಹರಣೆಗೆ F=11, 3, 5, 7, 91. ಯು ಆವರಣದಲ್ಲಿರುವ 
5 ಸಂಖೆ ಗಳ ಗಣ. 
0=|1,3,5,7,...1. 0 ಗಣವು ಎಲ್ಲಾ ಧನ ವಿಷಮ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳನ್ನೂ ಹೊಂದಿರುವುದು. ಅಲ್ಲಿರುವ wo ಗಳು ಗಣದಲ್ಲಿ ಕೊನೆಯ ಗಣಾಂಶ 
ಯಾವುದೂ ಇಲ್ಲವೆಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸುವುವು. 


ಗುಣ ವಿಧಾನದಲ್ಲಿ, ಇತರ ಯಾವ ವಸ್ತುಗಳೂ ಹೊಂದಿರದ, ಗಣದ ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ಗಣಾಂಶ ಮಾತ್ರ ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದು ವಿಶಿಷ್ಟ ಗುಣದಿಂದ ಗಣವನ್ನು 
ನಿಷ್ಕರ್ಷಿಸಲಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ: (1) “ A ಎಂಬುದು ನಮ್ಮ ತರಗತಿಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲಾ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಗಣ ''. 


ಈ ವಾಕವನೇ ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 
der |e |x ನಮ್ಮ ತರಗತಿಯ ಒಬ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ! 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು, ಇದನ್ನು ಒದುವ ಕ್ರಮ: " A ಎಂಬುದು 
ನಮ್ಮ ತರಗತಿಯ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯಾಗಿರುವಂಥ ೫ ಎಂಬ ಗಣಾಂಶಗಳ ಗಣ’. ಆವರಣ 
ದಲ್ಲಿರುವ ಊರ್ಧ್ಯ ರೇಖೆಯು ‘BoP’? ಎಂಬುದನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು 
ಈ ಸಾಂಕೇತಿಕ ನಿರೂಪಣಾ ಕ್ರಮವನ್ನು ಬಳಕೆ ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳ ಬೇಕು. 


(11) G= {ax | x ಎಂಬುದು 10ಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿರುವ ಧನ ವಿಷಮ ಸಂಖ್ಯೆ) 


66( ಎಂಬುದು, 10ಕಿ ೦ತ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿರುವ ಧನ ವಿಷಮ ಸುಖೆ ಯಾಗಿರುವಂಥ ೫ 
ಗಣಾಂಶಗಳ ಗಣ”. 6 ಯಗಣಾಂಶಗಳು 1,3,5,7, 9 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೆಂಬು 
ದನ್ನು ನಾವ್ಹಸುಲಭವಾಗಿ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ನಾವು 6 ಯನ್ನು 
ಪಟ್ಟಿ ವಿಧಾನದಿಂದಲೂ ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 


Es, 7, 9} 


(iii) H=iv | «EN and 2 divides 15} 


‘Hl is the set of elements x such that 2 belongs 
to the set of natural numbers and x divides 15. 


To identify the elements of H, we have to find those 
natural numbers which divide 15. These are obviously 
1,3, 5,15. Hence we can also write H= (1, 3, 5,15!. 


1.5 Equal Sets —Two sets A and B are said to be 
equal if each element of A is also an element of B, and 
each element of B is also an element of A. We denote 
equality by writing A=B. 


Example : 
Let A= {1, 0, -2, 5,7, -3 and B= {=3. -2, 0,1, 5, 7‘. 
It is easy to verify that A=B. 


The following are three important properties of 
equality of sets :— 


(1) For every set A, we have A=A. 
This is called the ieflexive property. 


(i) If d=B, then B=A. 
This is the symmetric property. 
(i) If A=B and B=C, then A=C. 
This is called the transitive property. 


Proof of the transitive property :— 


Given A=B and B=C. To prove that A=C. 
Let x be any element of A. 

Since A=B, - «EB. 

Again since B=C, :. z€0. 
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(ili) H='eia © N WS, ೪ ಎಂಬುದು 15ನ್ನು ಭಾಗಿಸುವುದು! 


(6 FT ಎಂಬುದು, 15ನ್ನು ಭಾಗಿಸುವಂಥ ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸ ಸಂಖ್ಯೆ ೫ ಎಂಬ ಗಣಾಂಶ 
ಗಳ ಗಣ.'' ಗನ ಗಣಾಂಶಗಳೆನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಲು, 15ನ್ನು ಭಾಗಿಸುವ ಸಜ್ಜ ಭಾವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳು ಯಾವುವು ಎಂಬುದನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. ಇವು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ 
ly, 3. 5, 15 ಎಂಬುವುಗಳು. ಆದ್ದರಿಂದ ನಾವು H= ‘1,3, 5, 15: ಎಂದೂ 
ಬರೆಯಬಹುದು. 


1-5 ಸಮಗಣಗಳು 


A ಮತ್ತು B ಎಂಬ ಎರಡು ಗಣಗಳಲ್ಲಿ 4 ಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣಾಂಶವು 
B ಯ ಗಣಾಂಶವಾಗಿಯೂ, ಔB ಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣಾಂಶವು A ಯ ಗಣಾಂಶ 
ವಾಗಿಯೂ ಇದ್ದರೆ ಅವುಗಳನ್ನು ಸಮಗಣಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಇವುಗಳ ಸಮತ್ವವನ್ನು 4=B ಎಂದು ಬರೆಯುವುದರ ಮೂಲಕ ಸೂಚಿಸು 
ತ್ತೇವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆ: A={1, 0,—2,5,7,—3}, 
B= {—3,—2, 0, 1, 5, 7} 
A=B ಎಂದು ತಾಳೆನೋಡುವುದು ಬಹು ಸುಲಭ, 


ಗಣಗಳ ASO ಮೂರು ಮುಖ ಗುಣಗಳನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿದೆ : 
(1) ಎ ne A ಗೇ ಆಗಿರುವುದು. ಇದಕ್ಕೆ ಪ್ರತಿಫಲನ 
ಗುಣವೆಂದು ಹೆಸರು. 
(ij 2=—B ಆದರೆ, B=A ಆಗಿರುವುದು. ಇದಕ್ಕೆ ADIN 
ಗುಣವೆಂದು ಹೆಸರು. 


(iii) A= B ಮತ್ತು B=C ಆಗಿದ್ದರೆ 4-0 ಆಗಿರುವುದು. ಇದಕ್ಕೆ 
ವಾಹಕ ಗುಣವೆಂದು ಹೆಸರು. 


ವಾಹಕಗುಣದ ಸಾಧನೆ : 
4A=Bಮತ್ತು B=C ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ, A=C ಎಂದು ಸಾಧಿಸುವುದು. 
£ ಎಂಬುದು AR ಸೇರಿದ ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಗಣಾಂಶವಾಗಿರಲಿ. 
A=B ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, x € B. 
ಪುನಃ B=C ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ೫ CC. 
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Hence every element of A is also an element of C.-(a 


Now let y]be%any element of C. 


Since B=C, .°. y B. 
Again since A=B, .. yCA. 


Henc: every element of Cis a'so an element of A.----(b) 
Combining (a) and (b) we get, by definition, A=C. 


Exercises 1.1 


1 Let S={-3, 1,0 2,-8}. Indicate which of the 
following statements are true and which are false :— 
(1) 8ES (ij) BESS (iii) 32S (iv) -3ES 
(v) -8E8 (vi) 1€©S (vii) OFS (viii) 8€5. 


2 Use both the rule method and the tabulation 
method to specify the following sets :— 


(a) The mathematics teachers in your,College. 


(b) The divisors (or factors) of 12. 


() The natural numbers which are multiples of 
5 and less than 50. 


(A The set of all prime numbers less than 20. 


3 Use the rule method to specify the following 
sets :— 
a The citizens of Ind a. 
(b) The past students of your College. 
(c) Rational numbers between 0 and 1. 
(7) All prime numbers greater than 25. 


Can the tabulation method be used to specify the 
above sets ? Explain the difficulty. if anv. 
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ಆದ್ದರಿಂದ A ಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣಾಂಶವೂ 0 ಯ ಒಂದು ಗಣಾಂಶವಾಗಿರು 


ವುದು. (a) 


ಈಗ y ಎಂಬುದು C ಯ; ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಗಣಾಂಶವಾಗಿರಲಿ, 
B=C ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ue B. 
ಪುನಃ A= ಔ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, y CA 


ಆದ್ದ ರಿಂದ 0 ಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣಾಂಶವೂ Aಯ ಒಂದು ಗಣಾಂಶವಾಗಿರು 


ವುದು, a (>) 
(a) ಮತ್ತು (b) ಗಳೆರಡರಿಂದ 4 =C ಎಂದು ತಿಳಿಯುವುದು. 
#252, % 1-1 
1 S={-—3,1, 0, 2, —8! ಆಗಿರ್ಲಿ. ಈ s¥NSE ovens 


ಯಾವುದು ಸರಿ ಮತ್ತು ಯಾವುದು ತಪ್ಪು ಎಂದು” 7 ಸೂಚಿಸಿ. 


WEES WEES GIES (iv) 3S 
WES IES (iy 0 € S wij 8 ES. 
2 ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಗಣಗಳನ್ನು ನಿಶ್ಚಿತಗೊಳಿಸಲು ಗುಣವಿಧಾನ ಮತ್ತು ಪಟ್ಟಿ 
ವಿಧಾನಗಳೆರಡನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ. 
(a) ನಿಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ ಗಣಿತ ಅಧ್ಯಾಪಕರುಗಳ ಗಣ, 
(b) 12ರ ಭಾಜ ಜಕಗಳು (ಅಪವರ್ತನಗಳು). 


(c) ರರ ಗುಣಕವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು 50ಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಇರುವ ಸ್ವಾಭಾವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳು. 


(4) 20ಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿರುವ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು. 

3 ಗುಣ ವಿಧಾನದಿಂದ ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಗಣಗಳನ್ನು ನಿಶ್ತಿತಗೊಳಿಸಿ 
(a) ಭಾರತದ ಪ್ರಜೆಗಳು. 
(b) ನಿಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ ಹಳೆಯ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು 
(c) 0 ಮತ್ತು 1 ಇವುಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು. 
(d) 25ಕ್ಕಿಂತ ದೊಡ್ಡದಾದ ಎಲ್ಲೂ ಅವಿಭ ಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯ ಗಳು. 


ಮೇಲಿನ ಗಣಗಳನ್ನು ನಿಶ್ಚಿತಗೊಳಿ rie . oe & ಧಾನವನ್ನುಪಯೋಗಿಸ 
ಬಹುದೇ ? ೭ಒನಾದರೂ ತೊಡಕುಗಿದ್ದ ಲ್ಲಿ ವಿವ 
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4 Use the tabulation method to specify the fol- 
lowing sets :— 
(a) A={vl <I and x°=1} 
(b) A= ‘vl visa fraction whose numerator is 1 
and denominator a counting number less than 7} 
(-) A= ‘a | cisaneven counting number less than 
Ii. 
(d) A4={c| zis the square of a counting number 
and 2<“2<40! 
5 In the following sets identify which are equal :— 
ge 2 2). Cen eee D= ja. b, CF 
k= ia2\a2€N and 142<0', Fz=le. o& &, 
Gi 3. 
6 For each of the following sets state which is 
finite and which is infinite :— 
(a) The set of points on a given line. 


(b) The set of points on a given line at a distance 
of one unit from a given point on the line. 


(c) The set of points in a given plane which are 
at a distance of one unit from a given point in that plane. 


(d) The integers between -3 and 3. 


1.6 Subsets —A set 4 is said to be a subset of a 
set B if every element of 4 is also an element of B. We 
denote this relationship symbolically by writing AC B. 


The symbol C is read as ‘‘is a subset of” or ‘‘is contained 
mm. 


The same relationship may be written as B DA, 
which we read as “B contains A.” 
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4 ಪಟ್ಟಿ ವಿಧಾನದಿಂದ ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಗಣಗಳನ್ನು ನಿಶಿ ತಗೊಳಿಸಿ 
(a) A={elae € 1 ಮತ್ತು =; 


(6) A= 22 ಎಂಬ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಲ್ಲಿ ಅಂಶವು 1 ಮತ್ತು ಛೇದವು 
78,03 ಕಡಿಮೆಯಾದ ಸಾ ' ಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ : 


(c) A= ja | x ಎಂಬುದು 11ಕ್ಕಿಂತ ಚಿಕ್ಕದಾದ ಎಣಿಕೆಯ ಸಮ ಸಂಖ್ಯೆ! 


(d) A=‘ax | x ಎಂಬುದು ಒಂದು ಎಣಿಕೆಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವರ್ಗ ಮತ್ತು 
2<r< 40 


5 ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಗಣಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುವು ಸಮಗಣಗಳೆಂದು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ: 


PS Wee Baye a, pl, 
G= {4,2,8}. 


6 ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣವೂ ಪರ್ಯಾಪ್ರವೇ ಅಥವಾ ಅಪರ್ಯಾ 
ಪ್ರವೇ ಎಂಬುದನ್ನು ತಿಳಿಸಿ: 


(a) ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುಗಳ ಗಣ. 


(b) ದತ್ತ ರೇಖೆಯಮೇಲಿನ ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಒಂದು ಮೂಲ 
ಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳ ಗಣ. 


(c) ದತ್ತ ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಒಂದು ಮೂಲಮಾನ 


| ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳ ಗಣ. 


—_ 


(d) —3 ಮತ್ತು 8ಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು. 


"1.6 ಉಪಗಣಗಳು 


A ಮತ್ತು B ಎಂಬ ಎರಡು ಗಣಗಳಲ್ಲಿ Ax ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣಾಂಶವೂ 
Bos ಗಣಾಂಶವಾಗಿದ್ದ ರೆ, 4ಯನ್ನು ಔಯ ಉಪಗಣ ಎಂದು ಕರೆಯುವೆವು. 
=, ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ A  ® ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. C ಎಂಬ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು 

..ಯೆ ಉಪಗಣ ’? ಅಥವಾ :«:........ ಯಲ್ಲಿ ಸೇರಿದೆ ’: ಎಂದು ಓದುತ್ತೆ ಪೆ. 


ಇದೇ ಸಂಬಂಧವನ್ನು BDA ಎಂದೂ ಬರೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು « B 
ಎಂಬುದು 4ಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ ’: ಎಂದು ಓದುತ್ತೇವೆ. 


Referring to the definition of equality of sets, awe 
can restate that definition in the following form. — 


A=B if andZonly if AC Band BC A. 


Examples : 
(i) Let A be the set of students of your class and 
B the set of students of your College. Obviously 
Ace. 
(ii) Let A= jl. 2, 3}, B= jl, 2, 3, 4/'7'. and 
C= 11, B03, 4, 60, 7, Oe 
Then ACC, BCC, and Ac B. 


PROPERTIES OF INCLUSION—(i) For every set A. we 
have Ac A. This is the :eflexive property. 


(ii) If AC Band BC A, then A=B. This is 


called the anti-symmeiric property. 


(ii) If dc Band BC C. then 4c C. Thisis the 
transitive property. 


The student should compare these three proper- 
ties with the corresponding properties of equality of 
sets stated in para 1.5. He wil! notice the difference 
between the symmetric property of equality and the 
anti-symmetric property of inclusion. In the case of 
inclusion, if AC B, it does not necessarily follow that 
BCA, since B may contain elements which are not in A. 


TAC B and B contains elements which are not in 
A, then A is called a proper subset of B. 


Exampie :—Let A be the set of all students of your 
College and B the set of all students of 
your City. Then A is a proper subset of 
BWhy | 


ಎರಡು ಗಣಗಳ ಸಮತ್ವದ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ 
ಪುನಃ ಬರೆಯೆಬಹುದು. 


ಸ್ಲೆಲ B ಮತ್ತು BC A ಆದಾಗಮಾತ್ರ A=B ಆಗಿರುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು : 


(1) Aಯು ನಿಮ್ಮ ತರಗತಿಯ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಗಣವೂ ಮತ್ತು B ಎಂಬುದು 
ನಿಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ ವಿದಾ OF ne ಗಣವೂ ಆಗಿರಲಿ. Ac B ಎಂಬುದು ಸ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ. 


oy MA {1,08 4), Beil, 2,38,417, C=, 2, 3, 
4, 5, 7, 8, 9} ಎಂಬ ಗಣಗಳಾಗಿರಲಿ. 


REC, BCC ACB. 


ಒಳಗೊಳು )ಿವಿಕೆಯ ಗುಣಗಳು 
(i) ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣ AnoAc A ಇದಕ್ಕೆ 
ಎಂದು ಹೆಸರು. 


(ii) ACB ಮತ್ತು BCA ಆದರೆ A=B ಆಗಿರುವುದು. ಇದಕೆ 
ಅಸವಮಾಂಗ ಗುಣ ಎಂದು ಹೆಸರು. 


(ili) AC BOA, BCC ಆದರೆ ACC ಆಗಿರುವುದು. ಇದಕ್ಕೆ 
ವಾಹಕ ಗುಣ ಎಂದು ಹೆಸರು. 


ಪ್ರತಿಫಲನ ಗುಣ 


ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಈ ಮೂರು ಗುಣಗಳನ್ನು 1.5ರಲ್ಲಿ ಹೇಳಿರುವ ಸಮತೆಯ ಗುಣ 
ಗಳೊಂದಿಗೆ ಹೋಲಿಸಬೇಕು. ಸಮತೆಯ ಸಮಾಂಗ ಗುಣಕ್ಕೂ ಒಳಗೊಳ್ಳು ವಿಕೆಯ 
ಅಸಮಾಂಗ ಗುಣಕ್ಕೂ ಇರುವ ವ್ಯತ್ಕಾಸವನ ನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ಒಳಗೊಳ್ಳು ವಿಕೆಯ 
ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ AC B eas; BC A ಎಂಬುದು ಆಗಲೇಬೇಕೆಂದಿಲ್ಲ, ಕಾರಣ, 
Buಲ್ಲಿ ARB ಸೇರದ ಗಣಾಂಶಗಳಿರಬಹುದು. 


Ac B ಆಗಿದ್ದು Boog AR ಸೇರದೆ ಇರುವ ಕೆಲವು ಗಣಾಂಶಗಳಿದ್ದರೆ 
Aಯನ್ನು Boo ಸಹಜ ಉಪಗಣ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ: 400 ನಿಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ ವಿದಾ DENY ಗಣವೂ ಮತ್ತು 
Bಯು Wa, ನಗರದ ಎಲ್ಲ ವಿದಾ DENY ಗಣವೂ ಆಗಿರಲಿ. ತಾಗ 4ಯು Bos 
ಒಂದು ಸಹಜ ಉಪಗಣವಾಗಿದೆ. "ಎಕೆ? 


1.7 The Null Set—Consider the set E= 
‘a. b, c,d}. Wecan form all the subsets of L, (other than 
E itself) by removing one or more elements from £. 


Thus by removing one element at a time, we obtain 
the subsets 


‘a,b, c}. {b,¢c,d}, {e,d,a!, {d, a, 5}. 


Similarly subsets obtained by removing 2 elements are : 


‘e, bt. ia.c'. {a We, (b,e}], |b, a? and (@ @- 


Subsets obtained by removing 3 e.ements are :— 


Are these all the subsets possible? No. We can 
obtain one more subset by removing all the 4 elements 
of E' We thus obtain a set which has no elements! 
This set is really a very important set. It is called 
the empty set or null set, and is usually denoted by 
the symbol ¢. Itis clear from the way we obtained 
it that the null set is a subset of every set, or symboli- 
cally, for any set KE, $C E. 


Note :— The student must be careful to distinguish 
between an element, say a, and the setia'consisting of 
the single element. He must also be careful in using 


the signs © and Cc. Thesign € connects an element 
with a set ; whereas the sign C connects two sets. 


For example, if 
L= {a. b,c, di, thena CE and {a} CE. 
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B= \a, be, d\ now ಗಣವನ್ನು ಪರಿಶೀ EK ಯಿಂದ ಒಂದು ಅಥವಾ 
ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆಯುವುದರ ಮೂಲದ ಸಷ ಎಲ್ಲ ಉಪಗಣಗಳನ್ನೂ 
ಯ ಹೊರತಾಗಿ) "ನಾವು ರಚಿಸಬಹುದು. 


ಹೀಗೆ ಪ್ರತಿಸಲವೂ ಒಂದೊಂದು ಗಣಾಂಶವನ್ನು ತೆಗೆಯುವುದರ ಮೂಲಕ ಬರುವ 
nvo— 


1, b, Cc}, {b, C; d!, CE d, a} ’ {a> d, bp! 


ಪಗ 


3 


ಹೀಗೆಯೇ ಎರಡು ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆಯುವುದರಿಂದ ಬರುವ ಉಪಗಣಗಳು- 
1 b!, 14, c} » ia, aq}, ib, 0; {b, d!, 16; d} 


ಮೂರು ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆಯುವುದರಿಂದ ಬರುವ ಉಪಗಣಗಳು-- 


( ( { 
18, {b}., ae id} 


ಇಷ್ಟುಮಾತ್ರವೇ ? ಅಥವಾ ಇನ್ನೂ ಉಪಗಣಗಳನ್ನು ರಚಿಸಬಹುದೇ ? 
ಗಣದಲ್ಲಿರೆವ ನಾಲ್ಕೂ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆಯುವುದರಿಂದ ಮತ್ತೊಂದು ಉಪ 
ಜಿ” ಪಡೆಯಬಹುದು. ಹೀಗೆ ಗಣಾಂಶಗಳೇ ಇಲ್ಲದ ಒಂದು ಗಣ ನಮಗೆ 
ರೆಯುವುದು. ಇದು ಬಹು ಮುಖ್ಯವಾದ ಗಣ. ಇದರ ಹೆಸರು Bow, Ned. 
ಇದನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಛ ಸಂಕೇತದಿಂದ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಶೂನ್ಯ ಗಣವು ನಮಗೆ 
ಹೊರೆತ ರೀತಿ ಶಿಯಿಂದಲೇ ಅದು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗಣಕ್ಕೂ ಉಪ ಪಗಣದೆಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ 
ವಾಗುವುದು ಅಥವಾ ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ ಯಾವುದೇ ಗಣ ಹಗೆ, ¢ CE. 


ಸೂಚನೆ : ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಗಣಾಂಶ (ಗೂ, a ಮಾತ್ರ ಗಣಾಂಶವಾಗಿರುವ 
ದು ಗಣಕ್ಕೂ ಇರುವ ವ್ಯತ್ಕಾಸವನ್ನು ಜಾಗರೂಕತೆಯಿಂದ ಗಮನಿಸಬೇಕು. 
*ಮತ್ತು ೭ ಚಿಹ್ನೆ ಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸ ುವಾಗಲೂ be ವಹಿಸಬೇಕು. C ಎಂಬ 
ರ ಯು ಗಣಾಂಶಕ್ಕೂ nese. ನ್ಯ ಇವವ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದಾದರೆ C ಎಂಬ 
ಹೆ ಯು ಎರಡು ಗಣಗಳ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ - 
E= (a, b,c, d} ಆದರೆೆಡ © ಔ ಮತ್ತು ja} CE 
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1.8 Operations on Sets, Intersection, Union, Complement- 
The student is familiar with operations on numbers 
addition, subtraction, multiplication and division. By 
performing any one of these operations or two numbers 
we obtain a number. | 


Si:milarly we can perform certain important opera 
tions with sets. We shall define and illustrate th 
operat‘ons of Intersection, Un on and Complementation 


Intersection 


ry The intersection of two sets A and Bis the set o 
elements which belong to both A and B. 


The intersection of A and B is written symbolically a 
AB which is read as “ A intersection B.” The defin 
tion may be neatly written in the form : 


AN B= {jx\|zx CA and zee, 


We read the above equation as: “ A intersection 
is the set of elements x such that z belongs to A and 
belongs to B.” 

Examples : 
(i) bet A = {), 2,8, 4) and 
B= (3) 4,7, 91. 
tien A BW & 
(1) Let 4 = ja, b, c,d} and B =!p.q.r-s}. 
Here A and B have no el: ments in common. 
Hence their intersection is the null set. 


1 AN B=¢ 


Two such sets are said to be disjoint. 
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1-8 ಗಣಗಳ ಮೇಲಿನ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು_- ಛೇದನ, ಸಂಯೋಗ ಮತ್ತು ಪೂರಕ 
——_———————————————— 
ಕ್ರಿಯೆಗಳು 


ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಕೂಡುವುದು, ಕಳೆಯುವುದು, ಗುಣಿಸುವುದು ಮತ್ತು ಭಾಗಿಸು 
ವುದು “ಈ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗೆ ಪರಿಚಯವಾಗಿವೆ. ಈ ಯಾವುದಾದರೂ 
ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಮಾಡುವುದರಿಂದ ಪುನಃ ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯು 
ದೊರೆಯುವುದು. 


ಹೀಗೆಯೇ ಗಣಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಕೂಡ ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ನಾವು 
ಮಾಡಬಹುದು. ಛೇದನ, ಸಂಯೋಗ ಮತ್ತು ಪೂರಕ ಕ್ರಿಯೆಗಳೆಂದರೇನು ಎಂಬುದನ್ನು 
ಉದಾಹರಣೆಗಳ ಸಹಿತ ತಿಳಿದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 


ಛೇದನ 


oe 


A ಮತ್ತು B ಎರಡು ಗಣಗಳ ಛೇದನವು A ಮತ್ತು ಔ ಎರಡು ಗಣಗಳಿಗೂ 
ಸೇರಿರುವ ಗಣಾಂಶಗಳ ಗಣ. A ಮತ್ತು ಔಗಳ ಛೇದನವನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 
ANB ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು A ಛೇದನ B ಎಂದು ಓದಬಹುಯು. 
ಇದನ್ನು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ಅಚ್ಚುಕಟ್ಟಾ ಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


4ANAB={z7lr Amn, az © B} 
" ಈ ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು “A ಛೇದನ B ಎಂಬುದು, Add ಗಣಾಂಶವೂ, 
Bods ಗಣಾಂಶವೂ ಆಗಿರುವಂಥ ೬ ಗಣಾಂಶಗಳ Neo’? ಎಂದು ಓದುತ್ತೇವೆ, 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು - 
B= (3, 4, 7, 9} ಎರಡು ಗಣಗಳಾಗಿರಲಿ 
ಆಗ AN B= {3, 4} 

(ii) A= (a, b,c, d! ಮತ್ತು 3— (p,q, 7,0} ಎಂದಿರಲಿ. 
ಇಲ್ಲಿ A ಮತ್ತು B ಗಳೆರಡಕ್ಕೂ ಸಾಮಾನ್ಯವಾದಿ i occ neg. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಇವುಗಳ ಛೇದನವು ಶೂನ್ಯಗಣ. 

ಅಥವಾ ANB=¢ 
ಇಂತಹ ಎರಡು ಗಣಗಳನ್ನು ಬೇರ್ಪಟ್ಟ ಗಣಗಳೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 
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Union 


i ts 
The union of two sets A and Bis the set of elemen 
that belong to A or to B (or to both A and B). The 
union is written symbolically as AUB, which is read 
as “A union B”. The definition of union may be expressed 
in the form : 


AUB= ‘vlz€Aorz€E B} 


We read the above as: “A union B is the set of 
elements x such that z belongs to A or x belongs to Bb. 


Example: Let A = (1. 2,3, 4) and B =¢3,4:7,9). 
Then A U B=“ 


To write down dA U B, we may first write all the 
elements of A and then those elements of B which are 
not in A. Note that we do not need to repeat the com- 
mon elements found in both A and B. 


Complement. The Universa! Set. 


In any discussion about sets, we are usually concerned 
with subsets of a fixed set U. This set U, consisting 
of all the elements under consideration is called the 
universal set. For example if we are considering sets 
whose elements are natural numbers, then the universal 
set in this discussion is the set 


N = (Ge, . . eee) 


The complement of a set A with respect to the 
universal set U is the set of all elements of U which are 
not elements of 4. The complement of A is usuaily 
denoted by A’ and the definition of the complement 
can be written symbolically : 


A’={az\ce CUTE a 


Ml 


ಸಂಯೋಗ 


A ಮತ್ತು ಔB ಎರಡು ಗಣಗಳ ಸಂಯೆ ANA AN ಅಥವಾ BR 
(ಅಥವಾ ಇವೆರಡಕ್ಕೂ ಸೇರಿರುವ) ಗಣಾಂಶಗಳ ಗಣ. ಸಂಯೋಗವನ್ನು AUB 


ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು «4 ಸಂಯೋಗ ಔ'' ಎಂದು ಓದುತೆ ಶೇವೆ. 
ಸಂಯೋ ಗವನ್ನು ಕೆಳೆಗೆ ತೋರಿಸಿದುತೆ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 


AUB={r|xCA S@m xc B} 


ಇದನ್ನು « 4 ಸಂಯೋಗ B ಎಂಬುದು ಸಗಾಗಲೀ ಅಥವಾ ಔಗಾಗಲೀ 
ಸೇರಿರುವಂತಹ gz ಗಣಾಂಶಗಳ ಗಣ'' ಎಂದೂ ಓದುತ್ತೇವೆ, 


ಉದಾಹರಣೆ : 


A=i1,2,3,4| B={3, 4, 7, 9} ಆದರೆ, 
AUB=j1, 2 3, 4, 7, 9} 


AUB ಗಣವನ್ನು ಬರೆಯುವಾಗ ಮೊದಲು 4ಯ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ಬರೆದಂ 
ಅನಂತರ ಸ4ಯಲ್ಲಿಲ್ಲದ Box ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ಬತೆಂಶುಬಹುಹು. A ಮತ್ತು B 
ಗಳೆರಡರಲ್ಲಿ ಯೂ ಇರುವ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ಪುನಃ ಬರೆಯ ಬೇಕಾಗಿಲ್ಲವೆಂಬುದನ್ನು 


ಗಣಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ವಿಚಾರಗಳಲ್ಲಿ ನಾವು ಸಾಮಾ್ಯಘಾಗಿ Sn 
ಒಂದು ನಿಯತಗಣ YY ಎಂಬುದರ ಉಪಗಣಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸುತ್ತೇವೆ. ಶೀಲನೆ 
ಯಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲಾ ಗಣಾಂಶಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವ U ಗಣವನ್ನು. ವಿಶ್ವ a 
ಕರೆಯುತ್ತೆ ವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಸಾ ಭಾವಿ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳು ಗಣಾಂಶವಾಗಿರುವೆ ಗಣಗಳನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸಿದರೆ, ಇವುಗಳ ವಿಶ್ವ ಗಣಿವು 


N=i|1,2,3.4,5.... | ಆಗಿರುವುದು. 
U “i ವಿಶ್ವ ಗಣಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ A ಗಣದ ಪೂರಕವು Ac ಗಣಾಂಶ 


| meson? ಗಣ. ರೂಢಿಯಲ್ಲಿ Ac ಪೂರಕವನ್ನು A’ ಎಂದು 
ಪೂರಕದ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ ಕೆಳಗೆ ಕಂಡಂತೆ ಬರೆಯ 


ip aL 
bs 


A'=i2\la €U BY 2 € A} 
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which is read as “‘A’ is the set of elements x such that x 
belongs to U and x does not belong to A”. 


Example: Let U = 10,1, 2,8;4y5;6, 7 8.9; be the 
universal set and A = {1,3,5,7,9}. 


Then A’ = {0,2,4,6,8}. 


Note that AU 4’ =U 
and ANA. =¢ 


Are these relations true for any set A and its comple- 
ment A’ ? 


Exercises 1.2 | 


1 Write down all possible subsets of the following 
sets : 
(i) {57,9}, Gi) {a,b}, (iii) {0}, (iv) ¢ 


2 If U={0.1.2,3,4,5,6,7.8,9! be the universal set 
and A = {3,4,5,6', B= {4,6,7,8,0}. C = {0,1,2,5,9} 
find and tabulate the following sets :— 

(i) AUB, (iC, (Gi) BNC. (iv) AUC, 
(v) A’ NC, (vi) (A U BY, (vii) (BN C)’, (vii) BU, 
i= (ns, MAUS, MEF AC 


3 Write formule of inclusion relative to the 
following sets : 
Q is the set of quadrilaterals in a plane 
C is the set of squares. 
T is the set of trapezia. 
R is the set of rectangles. 
P is the set of parallelograms. 
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ದನ್ನು ಓದುವ ಕ್ರಮ : «4' ಎಂಬುದು Uನ ಗಣಾಂಶಮಗಿಯೂ ಮತ್ತು ಸಯ 
ನಂಶವಲ್ಲದೆಯೂ ಇರುವಂಥ ೫ ಗಣಾಂಶಗಳ rico’ 
ಉದಾಹರಣೆ: U=(0,1,3, 4,5,6, 7, 8, 91 
ಎಂಬುದು ವಿಶ್ವ ಗಣವಾಗಿರಲಿ. A=jl, 3, 5, 7, 9 ಆಗಿರಲಿ, 
ಆಗ, A’ = {0, 2,4, 6,8} ಆಗಿರುವುದು. 
AUA =U ಮತು 
Af\ A’ =P ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 


| ಯಾವುದೇ NEA ಮತ್ತು ಅದರ ಪೂರಕ A’ ಇವುಗಳಿಗೆ ಮೇಲಿನ ಸಂಬಂಧಗಳು 
ಅನ್ನಯಿಸುತ್ತವೆಯೇ ? 


ಅಭ್ಯಾಸ 1.2 
1 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಗಣಗಳ ಎಲ್ಲೂ ಉಪಗಣಗಳನ್ನೂ ಬರೆಯಿರಿ, | 
(i) {5,7,9}, (i) {ab}, (iii) {0}, (iv). 


2 U ={0, 1,82, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ಎಂಬುದು ವಿಶ್ವ ಗಣವೂ 
ಮತ್ತು A= (3. 4, 5, 6!, B= (4, 6, a, 8, ™, C=) FE Zo, a, 9} 
ಆದರೆ, ಈ ಕೆಳಗಿನ ಗಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದು ಒಂದು ಪಟ್ಟಿ ಮಾಡಿ 


(i) AUB (ul) 0°, (ii) BAC, (iv) AUC’, 
anc, AUB)’, (vn) (BNC), (vin) BUG, 
(HON, ANB, wi) BIN’. 


3 ಈಕೆಳಗಿನ ಗಣಗಳಿಗೆ ಒಳಗೊಳು )ವಿಕೆಯ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ, 


ಛ ಎಂಬುದು ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವ ಚತುರ್ಭುಜಗಳ ಗಣ. 
0 ಎಂಬುದು ಚಚ್ಹೌಕಗಳ ಗಣ. 

T ಎಂಬುದು ತ್ರಾಪಿಜಗಳ ಗಣ. 

R ಎಂಬುದು ಆಯಗಳ ಗಣ. 

P ಎಂಬುದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜಗಳ ಗಣ. 
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4 Let 7 be the set of triangles in a plane, # the 
set of equilateral triangles, J the set of isosceles triangles, 
R the set of right angled triangles and B the set of obtuse 
angled triangles. Write formul of inclusion relative to 
these sets. 

(Calculate NR, BOR TH A, PUN 

5 If Ais any subset of the universal set U, 
complete the following statements :— 

i) A.U. 0 =" (8) 4a a (ii) AY ges 
iv) AN g= ww) A Uae (vi) Af) 4° 
(vi) AU A= (vm) AN ye 

{9 Venn Diagrams— Relations among subsets 
may be conveniently represented by diagrams called 
Venn diagrams after the English logician John Venn 
(1834—1883). The universal set is usually represented 
by the region inside a rectangle. Then any subset 
may be represented by the region within a closed curve 
drawn inside the rectangle. Figure 1.1 shows the uni- 
versal set U represented by the region within the 
rectangle ; a subset A represented by the area within a 
closed curve ; its complement A’ represented by the 
area within the rectangle but outside the closed curve. 
Figures 1.2, 1.3 and 1.4 show two subsets A and B 
in different relationships which can easily be seen in ¥ 
the figures. i 


4 T ಎಂಬುದು ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವ ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಗಣವಾಗಿಯೊ, 
E ಎಂಬುದು ಸಮಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಗಣವಾಗಿಯೂ, 1 ಎಂಬುದು ಸಮದಿ ಬಾಹು 
ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಗಣವಾಗಿಯೂ, R ಎಂಬುದು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಗಣವಾಗಿಯೂ 
ಮತ್ತು B ಎಂಬುದು ವಿಶಾಲಕೋನ ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಗಣವಾಗಿಯೂ ಇರಲಿ. ಈ ಗಣ 
ಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಇರುವ ಒಳಗೊಳ್ಳುವಿಕೆಯ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


ಇವುಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ HOR, BNE, TOR, TUE 


5 ಷ್ನೆಎಂಬುದು QT NO ಒಂಹು ಉಪಗಣವಾಗಿದ್ದ ರೆ, ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉಕ್ತಿ 
ಗಳನ್ನು ಪೂರ್ತಿ ಮಾಡಿ. 


RUS = (ij ANU = (iii) AUG = 
(iv) ANd = (vy) AUA (vi) AN A= 
(vii) AU A’ = (viii) AN A’ = 


1.9 ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳು 


ಉಪಗಣಗಳಲ್ಲಿ ಇರುವ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳಿಂದ ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿ 
ೋರಿಸಬಹುದು. ಇಂಗ್ಲೆ ೦ಡಿನ ತಕ್ಕ ಶಾಸ್ತ್ರಜ BoE ವೆಪ್‌ (1834- 1383) 
ಎಂಬುವನ ಹೆಸರನ್ನ ಮುಸರಿಸಿ ಇವುಗಳನ್ನು ಕರೆಹೆಲಾಗಿದೆ. ವಿಶ್ವಗಣವನ್ನು ಒಂದು 
ಆಯದ ಒಳಪ ಪ್ರದೇಶದಿಂದ ನಿರೂಪಿಸಲಾಗುವುದು. ಆಗ ಉಪಗಣವನ್ನು ಆಯದ 
ಒಳಭಾಗದಲ್ಲಿನ ಒಂದು ವಕ್ರರೇಖೆಯೊಳಗಿನ ಪ್ರದೇಶದಿಂದ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು. 1-1 
ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ವಿಶ್ವ ಗಣವನ್ನು “ಆಯದೊಳಗಿನ ಪ್ರದೇಶದಿಂದಲೂ ಉಪಗಣ ಯನ್ನು 
ಮುಚ್ಚ. ದ ವಕ್ರ ರೇಖೆಯೊಳಗಿನ ಪ್ರದೇಶದಿಂದಲೂ ತೋರಿಸಿದೆ. eee ಪೂರಕ a 
ಎಂಬದನ್ನು ಈ ಮುಚ್ಚಿ ದ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಹೊರಗಿರುವ ಆಯದ ಪ್ರದೇಶವು ತೋರಿಸು 
ವುದು. 1.2, 1.8, “ಮತ್ತು (" 4, ಚಿತ್ರಗಳು 4 so, B ಎರಡು ಉಷಗಣಗಳು 
wed wed ರೀತಿಯ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ಹೊ ೧ದಿರುವುದನ್ನು ತೋರಿಸುವುವು. 


as 
ANB +9 snaded Porhon 
vepresents and 


Fig. 1.2 


AnB +% Shaded 
represents bs 


ಚಿತ್ರ 1.2 


©” 
_ 


Ans? 
ಚಿತ್ರ 1.4 
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4.10 Simple Applications 


(a) Applications to Logic. By using Venn dia- 
grams, we can test whether a logical argument is vahd. 
We shall illustrate the method by some simple 


examples. 


Examples: (i) Consider the argument 


“ All who study mathematics are intelligent. 


“Some students of our College study mathe- 
matics. | 


‘« Therefore some students of our College are intel- 
ligent. ”” 


The first two sentences are called premises and the 
last is called the conclusion. The argument is valid if 
the conclusion must necessarily follow from the premises. 
To test whether the argument is valid, we represent the 
statements by sets in a Venn diagram. The sets are 
drawn so that the premises are satisfied. If we can 
draw”a Venn diagram in which the premises are true but 
the conclusion is not true, then the corresponding argu- 
ment is not valid. If it is obvious that we cannot do so, 
then the argument is valid.’’ 


In the above example, let 1 be the set of intelligent 
students, M the set of students who study mathematics, 
and; C the set of College students. The first premise 
imphes that MCJ. The second premise implies that 
CNM¥ q. If we represent the sets C, M and J in a Venn 
diagram satisfying these conditions, as in Figure 1.5, we 
see that the portion which represents our College 
students who study mathematics must necessarily lie 
in the area representing 7. Symbolically we have 
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1,10 ಸುಲಭ ಪ್ರಯುಕ್ತಿಗಳು 


(a) ತರ್ಕಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಪ್ರಯುಕ್ತಿಗಳು. 

ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿ, ಒಂದು ತಾರ್ಕಿಕ ವಾದವು ಸುಧುವಾಗಿದೆಯೆೇಃ 
ಎಂಬುದನ್ನು ಪರೀ ts. 

ಈ ಏಧಾನವನ್ನು ಕೆಲವು ಸುಲಭ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ ತಿಳಿದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು: (i) # ಕೆಳಗಿನ ವಾದವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ 


On) 


ಕೆಲವು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ಅಭ್ಯಸಿಸುತ್ತಾರೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಮ್ಮ 


2) 


ಕಾಲೇಜಿನ ಕೆಲವು ವಿದ್ಮಾರ್ಥಿಗಳು ಬುದ್ದಿ ವಂತರು.'' 


NSS ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ಅಭ್ಯಸಿಸುವವರೆಲ್ಲಾ ಬುದ್ದಿವಂತರು. ನಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ 


ABO ಎರಡು ವಾಕ್ಯಗಳಿಗೆ ಪೂರ್ವಪಕ್ಷ ಮೆಂದೂ, ಕೊನೆಯ ವಾಕ್ಯಕ್ಕೆ ತೀರ್ಮಾನ 
ಎಂದೂ ಹೆಸರು. 


ಪೂರ್ವ ಪಕದಿಂದ ತೀರ್ಮಾನವು ಸ್ವಾಭಾವಿಕವಾದ ಪರಿಣಾಮವಾಗಿ ರೂಪಿತ 
ವಾದರೆ, ವಾದವು ಸಾಧುವೆನಿಸುವುದು. ಒಂನು ವಾದವು ಸಾಧುಮಗಿದೆಯೇ ಅಥವಾ 
wade ಎಂಬುದನ್ನು ಪರೀಕ್ಷಿಸಲು ನಾವು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ನಿರೂಪಣೆಗಳನ್ನು ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ 
ಗಣಗಳಾಗಿ ರಚಿಸುತ್ತ: *ವೆ. ಪೂ ೯ಪಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸರಿಹೊಂದುವಂತೆ ಗಣಗಳನ್ನು ರಚಿಸ ಲಾಗು 
ಪುದು. ಪೂರ್ವ ಪಕ್ಷವು ಸರಿಯಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು ತೀರ್ಮಾನವು ಸರಿ ಇಲ್ಲದಂಿತೆಯೂ ವೆನ್‌ 
ಚಿತ್ರಗಳನ್ನು ಬರೆಯಬಹುದಾದರೆ. ಅದಕ್ಕೆ ತಾಳೆಯಾಗಿರುವ ವಾದವು ಸಾಧುವಲ್ಲ. ಹಾಗೆ 


ಮಾಡುವುದು ಸಾಧ್ಯ ವಿಲ್ಲವೆಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ "ವಾದಲ್ಲಿ, ವಾದವು ಸಾಧುವಾಗಿರುವುದು. 


ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ J ಎಂಬುದು ಬುದ್ದಿ ವಂತರಾದ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ 
ಗಣವಾಗಿಯೂ M ಎಂಬುದು ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ವನ್ನು CB, ಸುವ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಗಣ 
ವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು (0 ಎಂಬುದು ಕಾಲೇಜಿನ ವಿದಾ ರ್ಥಿಗಳ ಗಣವಾಗಿಯೂ ಇರಲಿ, 
ಪೂರ್ವ ಪಕ್ಷದ ಮೊದಲ ಭಾಗವು MC I ಎಂಬ ಅರ್ಥ ಕೊಡುವುದು. ಪೂರ್ವ ಪಕ್ಷದ 
ಎರಡನೆಯ ಭಾಗವು CIM => ಎಂಬ ಅರ್ಥ ಕೊಡುವುದು. MAC, M ಮತ್ತು 
N ಗಣಗಳನ್ನು ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಗೆ ಒಳಪಡುವಂತೆ ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿದರೆ, ಚಿತ್ರ 
1-6 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ನಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನಲ್ಲಿ ಗಟಿತಶಾಸ್ತ್ರ ವನ್ನು ಅಭ್ಯ ಸಿಸುವೆ 
ವಿದಾ OF ಗಳನ್ನು ನಿರೂಪಿಸುವ ಭಾಗವು bi ಭಾಗದ ಒಳಗಡೆ ಇರಲೇ “Sedo. 
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CMM) C1, which means that “ some college students 
are intelligent’’. Hence the conclusion 18 valid 


Note :—A logical argument can be valid without 
the statements being true in the usual sense. In the 
above example we may doubt whether the first statement 
is true! However we are only concerned here as to 
whether the conclusion necessarily follows from the 
premises. 


(u) “All who study mathematics are intelligent. 


All our College students are intelligent. 


Therefore some of our College students study 
mathematics.’ 


Using the same notation as in (i). we see 
that the first premise implies MCJ. The second 
premise implies CC J. The Venn diagram Fig. 1.6 shows 
sets C, M, and I satisfying these conditions but such 
that CNM = ¢, which means that in this case “no 
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ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ (0೧ M) cI, ಇದರ ಅರ್ಥ “ಕಾಲೇಜಿನ ವಿದ್ಮಾರ್ಥಿಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವರು 
ಬುದ್ದಿವಂತರು ಇ ಆದ್ದರಿಂದ ತೀರ್ಮಾನವು ಸಾಧುವಾಗಿದೆ. 


ಚಿತ್ರ 1.5 


ಸೂಚನೆ : ಉಕ್ತಿಗಳು ನಮ್ಮ ಬಳಕೆಯ ಅರ್ಥದಲ್ಲಿ ಸರಿಯಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೂ ಒಂದು 
ತಾರ್ಕಿಕ ವಾದವು ಸಾಧುವಾಗಿರಬಹುದು. ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯ 
ಉಕ್ತಿಯು AOE” How ಶಂಕೆ ನಮಗೆ ಬರಬಹುದು. ಅದರೆ, ಪೂರ್ವ ಪಕ್ಷದಿಂದ 
ತೀರ್ಮಾನವು Ad Wesson ರೂಪಿತವಾಗಿದೆಯೇ ಎಂಬುದಷ್ಟೆ ಇಲ್ಲಿ ನಮ್ಮ ಉದ್ದೇಶ. 


(ii) “ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ಅಭ್ಯಸಿಸುವವರೆಲ್ಲಾ ಬುದ್ದಿವಂತರು. 
ನಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ ಎದ್ಮಾರ್ಥಿಗಳೆಲ್ಲಾ ಬುದ್ದಿವಂತರು, 
ಆದ್ದರಿಂದ ನಮ್ಮ ಕಾಲೇಜಿನ ಕೆಲವು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ಯವನ್ನು 
ಅಭ್ಯಸಿಸುತ್ತಾರೆ.'” 


ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿನ ಸಂಕೇತಗಳನ್ನೇ ಉಪಯೋಗಿಸಿದಲ್ಲಿ, ಮೊದಲಿನ 
ಪೂರ್ವಪಕ್ಷವು MCI ಎಂದೂ ಎರಡನೆಯ ಪೂರ್ವಪಕ್ಷವು CC] ಎಂದೂ ಅರ್ಥ 
ಕೊಡುವುವು. 1:6 ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರವು 0, M ಮತ್ತು N ಗಢ ಈ ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಗೊಳ 
ಪಟ್ಟು 0೧೫-4 ಇರುವುದನ್ನು ತೋರಿಸುವುದು. 
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; Ri 
College student takes mathematics ”. This contradicts 
the conclusion and the argument is not valid. 


| 
| 
Fig. 1-6 


(b) Analysis of Composite Data. Venn diagrams 
help us to analyse-certain types of data. 


I 


Examples : 

(1) In a class of 120 studen's, each is required to 
take at least one of the two subjects, chemistry and biology. 
If 65 take chemistry and 22 take both chemistry and biology 
how many take biology ? 


In the figure 1.7, the area marked C represents 
students who take chemistry. and the area marked B 


et ere ee 


ail 


Fig. 1.7 
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ಇದರ UGF_<«<meewss ಯಾವ ವಿದಾ OF ooo ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು 
ತೆಗೆದುಕೊಳು ವುದಿಲ್ಲ. >> ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದು ತೀರ್ಮಾನವನ್ನು ವಿರೋಧಿಸು 
~~ ಮೆದವು 'ಸಾಧುವಾಗಿಲ್ಲ. 


ಚಿತ್ರ 1.6 


(ರ) ಮಿಶ್ರ ದತ್ತಾಂಶಗಳ ವಿಭಜನೆ: ಕೆಲವು ರೀತಿಯ ದತ್ತಾಂಶಗಳನ್ನು ವಿಭಜನೆ 
ಮಾಡಲು ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳು ಸಹಾಯವಾಗುತ್ತವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆ (1) 120 ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿರುವ ಒಂದು ತರಗತಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊ ಬ್ಬ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯೂ ರಸಾಯನ ಶಾಸ್ತ್ರ ಮತ್ತು ಜೀವ ಶಾಸ್ತ್ರ ಇವುಗಳೆರಡರಲ್ಲಿ 
ಕೊನೆಯ ಪಕ್ಷ ಒಂದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳ ಬೇಕು. 65 "ಜನರು ರಸಾಯನ 
ಸ್ತ್ವ್ರ್ಯವನ್ನೂ 22 ಜನರು ರಸಾಯನ “ ಮತ್ತು ಜೀವ ಶಾಸ್ತ್ರಗಳೆರಡನ್ನೂ 
ಘನ ಜೀವ ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡವರೆಷ್ಟು ಮಂದಿ ? 


ಚಿತ್ರ 1.7ರಲ್ಲಿ 0 ಗುರುತು ಮಾಡಿರುವ ಕ್ಷೇತ್ರವು ಅನನ ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು 
ತೆಗೆದುಕೊಂಡ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು B ಗುರುತು ಮಾಡಿರುವ ಕ್ಷೇತ್ರವು ಜೀವ 


55 


represents students who take biology: Te SGommonsy 
area will represent students who take both chemistry | 
and biology. Inserting the figures given IM the corres- | 
ponding regions, we have 22 in the common region and ‘ 
43 in the remaining part of C. Since the total area must 
represent 120 students we must have 55 in the part of B 
outside the common region, since 43 422 +55 = 120. 
We easily see from the figure that 43 take only chemistry, | 
55 take only biology and 22 take both chemistry and | 
biology. Hence the number that take biology is 55422 | 


= «i. 


(ii) In a medical examination of 150 students a 
was found that 90 had eye trouble. 50 had heart trouble and 
30 had both complaints. What percentage of the students 
had either eye trouble or heart trouble ? 


In figure 1.8, the region within the rectangle repre- 4 
sents 150 students, the area marked E represents those 


Fig. 1.8 


with eye trouble and that marked H represents those 
with heart trouble. We first insert the number 30 1 
the area common to H and E, since we are given that 30 
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PL, ತೆಗೆದುಕೊಂಡ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳನ್ನೂ ಸೂಚಿಸುವುವು.  ಇವೆರಡರಲ್ಲಿಯೂ 

ಸೇರಿರುವ ಕ್ಷೇತ್ರವು ಜೀವ ಶಾಸ್ತ್ರ ಮತ್ತು ರಸಾಯನ ಶಾಸ್ತ್ರಗಳೆರಡನ್ನೂ ತೆಗೆದುಕೊಂಡ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. ಈ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಂಖೆ ಗಳನ್ನು ತಕ್ಕ ಪ್ರದೇಶಗಳಲ್ಲಿ 
ಸೂಚಿಸುವುದರಿಂದ. 92 ಜನರು ಎರಡಕ್ಕೂ ಸೇರಿದ 'ಪ್ರದೇಶದಲ್ಲೆಯೂ ಮತ್ತು 
43 ಜನರು ಮಿಕ್ಕಿ Com ೧% ಭಾಗದಲ್ಲಿಯೂ ಇದ್ದಾರೆ. ಒಟ್ಟು ವಿದಾ ರ್ಥಿಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆ 120 ಇರಬೇಕಾದುದರಿಂದ, ಈ ಸಾಮಾನ್ಯ ಭಾಗದ ಹೊರಗಡೆ B ಗಸೇರಿದ 
55 Daw, OF ಗಳು ಇರಬೇಕು ಈ ಚಿತ್ರದಿಂದ 43 ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ರಸಾಯನ 
ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ಮಾತ್ರ, 55 ವಿದಾ GFN ಜೀವ ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ಮಾತ್ರ ಮತ್ತು 
22 ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ ಗಳು ರಸಾಯನ ಶಾಸ್ತ್ರ ಜೀವ ಶಾಸ nese, ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿರುವ 
ರೆಂದು ಸುಲಭಮಗಿ ತಿಳಿಯುವುದು. ದ್ದ ರಿಂದ ಜೀವ Boy 7 ತೆಗೆದುಕೊಂಡವರ 
ಸಂಖ್ಯೆ 55 4 22-177. 


(11) 150 ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಒಂದು ವೈದ್ಯಕೀಯ ಪರೀಕ್ಷೆಯಲ್ಲಿ 90 ಜನಕ್ಕೆ ಕಣ್ಣಿನ ವೇದ 
ನೆಯೂ 50 ಜನಕ್ಕೆ ಹೃದಯದ ವೇದನೆಯೂ ಮತ್ತು 30 ಜನಕ್ಕೆ ಎರಡೂ 


ತೊಂದರೆಗಳೂ ಇದ್ದುವು. ಶೇಕಡಾ ಎಷ್ಟು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಕಣ್ಣಿನ ಅಥವಾ 
ಹೃದಯದ ವೇದನೆ ಇತ್ತು? 


ಚಿತ್ರ 1.8ರಲ್ಲಿ ಆಯದಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರದೇಶವು 150 ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳನ್ನೂ 
E ಗುರುತಿಸಿರುವ ಭೂಗವು ಕಣ್ಣಿನ ವೇದನೆ ಇರುವವರನ್ನೂ ಗ ಗುರುತಿಸಿರುವ ಭಾಗವು 


~ 


ಚಿತ್ರ 1.8 


ಹೃದಯದ ವೇದನೆ ಇರುವವರನ್ನೂ ಸೂಚಿಸುವುವು. 30 ಜನರಿಗೆ ಎರಡೂ 
ತೊಂದರೆಗಳಿವೆಯೆಂಂದು ಕೊಟ್ಟಿರುವುದರಿಂದ ಮೊದಲು H ಮತ್ತು ೫ ಗಳೆರಡಕ್ಕೂ 
| ಸೇರಿರುವ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 30 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈಗ ಉಳಿದಿರುವ 
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h complaints. The remaining portion of # 
as om a: to 60 and the remaining portion of 
H to 20. Inserting these numbers in the corresponding 
regions, we see that the number having either eye trouble 
or heart trouble 1s 60 + 30 + 20 = 110. 


; 100 x 110 
.. Required percentage = a =73 


e/— 


Exercises 1.3 


1 Show by using Venn diagrams that 
(a) AQ B= Bod, (b) AN(BNC)=(ANB) nC, 
(cy 40.82 BUA @ AU(BUC)=(AUB) UC, 
(e) (AUB) = ANB, (f) (ANB) = A'U B 
(g) 4 U (BNC) = (4 U B)q (A U 0), 
(h) 4 9 (BUC) = (ANB) U (AUC). 


2 Show by using Venn diagrams that 
(a) J U B = A if and only if BCA, 
(b) ANB= Bif and only if BCA, (c) (A')'=A. 


3 Use Venn diagrams to test whether the following 
arguments are valid :— 
(a) All musicians are artistes. 
Some Indians are musicians. 
Therefore some Indians are artistes. 
(b) Students are either intelligent or dull. 
Students are either boys or girls. 
Therefore some dull students are girls. 
(c) All flowers are pretty. 
Some girls are pretty. 
Therefore some girls are flowers. 
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ES ಭಾಗವು 60ನ್ನೂ ಮತ್ತಾ ಉಳಿದಿರುವ ಗನ ಭೂಗವು 20ನ್ನೂ ಸೂಚಿಸಬೇಕು. 
ಆಯಾ ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ಈ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸುವುದರಿಂದ ಕಣ್ಣಿ ನ ಅಥವಾ ಹೃದಯದ 
ಬೇನೆ ಇರುವವರ: ಸಂಖ್ಯೆ ಯು” 60-- 304-20=110 ಎಂದ ತಿಳಿಯುವುದು. 


2 110 
7, ಬೇಕಾದ ಶೇಕಡಾ ಸಂಖ್ಯೆ = 100 x i150 = 734 


ಅಭ್ಯಾಸ 43 
1 ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಸಾಧಿಸಿ — 


(a) ANBSBNA, . «b) AN (BNC)=(ANB) NC, 
(¢) AUB=BUA, (4) AU (BUC)=(AUB)UG, 
(e) (AUBY =A'NB’, (f) (ANB) =A'UB’, 

(g) AU(BNC)=(AUB)N(ANC), 

(h) AN(BUC)=(ANB) U (ANC) 


2 ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ AO: 
(4) B CA ಅಗಿದ್ದರೆಮಾತ್ರ, A U B= 
(b) BCA eಗಿದ್ದರೆಮಾತ್ರ, 4 N B= 
(c) (A’)’=A 


| 
B 


3 ಈ ಕೆಳಕಂಡ ವಾದಗಳು ಸಾಧುವಾಗಿವೆಯೇ ಇಲ್ಲವೇ ಎಂಬುದನ್ನು 
ಪರೀಕ್ಷಿಸಲು ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ. 


(a) ಸಂಗೀತ ಶಾಸ್ತ್ರ ಜ್ಞರೆಲ್ಲರೂ ಕಲಾವಿದರು, 
ಅವು ಭಾರತೀಯೆರು ಸಂಗೀತ ಶಾಸ್ತ್ರ ಜ್ಹರು. 
AN ಕೆಲವು ಭಾರತೀಯರು ಕಲಾವಿದರು. 


(b) ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಬುದ್ದಿ ವಂತರು ಅಥವಾ ದಡ್ಡ Go. 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಹಂ ಅಥವಾ ಹುಡುಗಿಯರು. 


ಆದ್ದರಿಂದ ಕೆಲವು ದಡ್ಡ ವಿದ್ಯುರ್ಥಿಗಳು ಹುಡುಗಿಯರು. 


~— 


(c) ಹೂಗಳೆಲ್ಲವೂ ಅಂದವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 
ಕೆಲವು ಹುಡುಗಿಯರು ಅಂದವಾಗಿರುತ್ತಾರೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಕೆಲವು ಹುಡುಗಿಯರು ಹೂಗಳು. 
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4 Given the following premises state the main 
conclusion in each case :— 


(a) No intelligent people are bad-tempered. 
Some intelligent people have dark eyes. 
Therefore 


(b) Some old things are valuable. 
Valuable things are beautiful. 
These . 2 2 0 0 oe oe 


5 Use Venn diagrams to solve the following 
problems :— 


(a) Out of 800 students in a College, 200 take 
Physics, 300 take Chemistry and 50 take 
both Physics and Chemistry. Find the 
number that take neither Physics nor 
Chemistry. 


(b) In a group of 250 College students, 77 take © 
Knghsh, 109 take Keconomics, 75 take 
Sociology, 26 take English as well as 
Kconomics, 24 take English as well as 
Sociology, 30 take Economics as well as 
Sociology, and 11 take all three subjects. 
How many of the 250 students are not 
taking any of these subjects ? 


Aint—Draw a Venn diagram with 3 circles repre- 
senting the 3 subjects. Insert the number 11 in the area 
common to the three circles and fill in the adjoining areas 


J appropriate numbers corresponding to the given | 
ata. 
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4 ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಪೂರ್ವಪ ಪಕ್ಷಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಪ್ರತಿಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿಯೂ 
ಮುಖ್ಯ ತೀರ್ಮಾನವೇ ನೆಂಬುದನ್ನು ತಿಳಿಸಿ, 


(a) ಬುದ್ದಿ ವಂತರಾರಿಗೂ ಮುಂಗೋಪವಿರುವುದಿಲ್ಲ. 
ಕೆಲವು ಬುದ್ಧಿ ವಂತರಿಗೆ ಕಪ್ಪು ಕಣ್ಣು ಗಳಿವೆ. 


(b) ಕೆಲವು ಹಳೆಯ ವಸ್ತುಗಳು ಪ್ರಾಶಸ್ತ ವುಳ್ಳ ವುಗಳು 
ಪ್ರಾಶಸ್ತ್ಯವುಳ್ಳ ವಸ್ತುಗಳು ಸುಂದರವಾಗಿರುತ. ವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ....... 


5 ಈ ಸಮಸ್ಯೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ. 


(a) ಒಂದು ಕಾಲೇಜಿನಲ್ಲಿ 800 ವಿದ್ಧಾರ್ಥಿಗಳಲ್ಲಿ 200 ಜನರು ಭೌತಶಾಸ್ತ 
ವನ್ನೂ 200 ಜಪಠು ಠಷಾಯನ ಶಾಸ ನಿ)ವನ್ನೂ ಮತ್ತು 50 ಜನರು ಭೌತ ಶಾಸ್ತ್ರ 
mB, ರೆಸಾಯನ ಶಾಸ್ತ್ರ ಗಳಿರಡನ್ನೂ' ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುವರು. ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ ಅಥವಾ 
'ಕಸಾಯನ ಶಾಸ್ತ್ರ ಎರಡೆನ್ಲೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳದೆ ಇರುವ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಯನ್ನು 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


| (b) 250 ಜನ ಕಾಲೇಜು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಲ್ಲಿ 77 ಜನ ಇಂಗ್ಲಿಷನ್ನೂ 
109 ಜನ ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನೂ, 75 ಜನ ಸಮಾಜ ಶಾಸ ವನ್ನೂ, 26 ಜನ: 
|ಇಂಗ್ಗಿ ಷ್‌ ಮತ್ತು ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರ ಗಳೆರಡನೂ,, 24 ಜನ ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಮತ್ತು ಸಮಾಜ 
ಶಾಸ್ತ 'ಗಳಿರಡನ್ನೂ 30 ಜನ ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರ, ಮತ್ತು ಸಮಾಜ DA, )ಗಳೆರಡನ್ನೂ, 
ಮತ್ತು 11 ಜನ ಈ ಮೂರೂ ವಿಷಯಗಳೆನ್ನೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳು ವರು. “ಒಟ್ಟು 250 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ ಗಳಲ್ಲಿ ಎಷ್ಟು ಜನ ಈ ಷಯಗಳಾವುದನ್ನೂ ತೆಗೆದುಕೊಳು ವುದಿಲ್ಲ? 


ಸೂಚನೆ : ಮೂರು ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವಂತೆ, ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳಿರುವ 

ವೆನ್‌ ಚಿತ್ರವನ್ನು ಠಚಿಕಿ. ಮೂರು ವೃತ್ತ ಗಳಿಗೆ ಸೇರಿರುವ ಪ್ರದೇಶದಲ್ಲಿ 11 ಸಂಖ್ಯೆ 

ಯನ್ನು ಬರೆದು, ಪಕ್ಕದ ಕ್ಷೇತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ದತ್ತಾಂಶದಿಂದ ತಕ್ಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು' 
ಸೇರಿಸಿರಿ. 
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CHAPTER 2 
Number Systems 


2.1 Natural Numbers—The development of mathe- 
matics began with counting and with a number system _ 
for doing this counting. ‘The mathematical needs of the 
primitive man were very few. He only wanted a way of 
counting the few articles that he possessed. He would 
have certainly used the fingers of his hand and called the 
numbers one. two. three. ete., by some terms in his own 
language. As he began to acquire more articles, he must 
have perhaps used pebbles or stones or other things to 
show repetitions of fives or tens. As civilization deve- 
loped, different countries introduced their own systems of 
counting. The system used by the Romans. indicated 
by I, I1, III, IV. etc.. is one such. but it was not suited 
for arithmetical calculations. In due course. the system 
invented in India, and called the Hindu numeral system 
began to be employed universally. The characteristic 
feature of this system is the use of nine digits. together 
with a symbol called zero, to denote any number what- 
ever, by means of a place-value system of numeration. 


_ Thus arose the natura! numbers. Leopald 
Kronecker declared. ‘‘ God made the whole numbers : 
man made the rest.’ 


| Indeed, these are the very numbers with which the 
child begins his study of arithmetic ; they form the 
natural basis for further developments in mathematics. 
These numbers are called natural numbers or counting 
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ಅಧ್ಯಾಯ 2 
ಸಂಖ್ಯಾ ಪ್ಯೂಹಗಳು 


2-1 ಸಾ ಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


ಎಣಿಕೆ, ಮತ್ತು ಇದಕಾ ಗಿ ಏರ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ಸಂಖ್ಯಾವ್ಯೂಹ-- ಇವುಗಳಿಂದ ಗಣಿತ 
ಶಾಸ್ತ್ರದ ಬೆಳವಣಿಗೆಯು ಪ್ರಾ ರಂಭವಾಯಿತು. ಆದಿಮಾನವನಿಗೆ ಗಣಿತ ಸಂಬಂಧವಾದ 
ಅವಶ್ಯ ಕತೆಗಳು — ಕಡಿಮೆಯಾಗಿದ್ದು ವು. ಅವನಿಗೆ ತನ್ನಲ್ಲಿದ್ದ ಕೇವಲ ಕೆಲವು 
ವಸ್ತು ಗಳನ್ನು ಎಣಸುವುದು ಮಾತ್ರ eng. ತ್ತು. ಇದಕಾಗಿ ಅಪ ಪನು ತನ್ನ ಬೆರಳು 
ಗಳನ್ನು pe the ಮತ್ತು ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು ಒಂದು, ಎರಡು, 
Mame... . | ಎಂಬುದಾಗಿ ತನ್ನ ಸಂತ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿ ಯಾವು ಮೋ ಪದಗಳಿಂದ 
ಕರದಿರಬೇಕು. ತನ್ನಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಹು ವಸ sone ಸೆ ಸೇರುತ್ತಾ ಬರಲಾಗಿ ಐದು ಅಥವಾ — 
ಅಪರ್ತನೆಗಳನ್ನು ಹೋಸ: ಅವನು ಹರಳುಗಳನ್ನೋ, ಕಲ್ಲುಗಳನ್ನೋ ಅಥವ 
ms ಗಳನೊ € ಬಹುಶಃ ಉಪಯೋಗಿಸಿರಬಹುದು. ನಾಗರಿಕತೆಯು ಔಳಿದಂತೆಲ್ಲಾ 
ಬೇ ಬೇರೆ even a ತಮ್ಮ ಎಣಿಸುವ ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಪಾ )ರಂಭಿಸಿದುವು. 
ರೋಮನರು ಉಪಯಖಯೊ ಗಸ್ತಿ ದ್ದ a FL Jib MF ಇತ್ಕಾದಿ' ಚಿಹ್ನೆಗಳುಳ್ಳ 
ಕ್ರಮವು ನೊರು: ಆದರೆ ಅಂಕಗಣಿತದ ಲೆಕ್ಕಾಚಾರಗಳಿಗೆ "ಇದು ಅಷ್ಟು ಸರಿ 
ಹಧದಜ್ಞಾ. ಕಾಲಕ್ರಮೇಣ ಭಾರತದಲ್ಲಿ ನಿರ್ಮಿತವಾದ: ಹಿಂದೂ ಸಂಖ್ಲಾಪ್ಲೂಹವೆಂಬ 
ಪದ್ದ ತಿಯು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ ಉಪಯೋಗಿಸ IO Boo ಪ್ರಾರಂಭವಾಯಿತು. ಯಾವ 
ಸಂಖ ಯನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಬೇಕಾಡರೂ ಒಂಬತ್ತು ಅಂಕಗಳನ್ನು ಶೂನ್ಯ ವೆಂಬೊಂದು 
ಚಿಹ್ನೆಹೊಂದಿಗೆ ಯೋಜಿಸಿ. so wig ಬೆಲೆಯುಳ್ಳ ಜಲು ಅಂಕಕರಣ ಪದ್ಧ ತಿಯನ್ನು 
ನಿಗದಿ ಮಾಡಿರುವುದೇ ಈ Banos ವೆ ವೈಶಿಷ್ಟ ವಾಗಿದೆ. 
ಪ್ರಕಾರವಾಗಿ ಸ್ವಾಭಾವಿ ವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಉದ 3 DAIS. COMI 
ಕ್ಯೊನೇಕರ್‌ ಎಂಬಾತನು, ""ಪೂರ್ಕಾ pes ದೈವ ವಕೃತ": ಬೇರೆಲಪೂ ಮಾನವ ಕೃತ” 
ವೆಂದು ಸಾರಿಹೇಳಿದ್ದಾನೆ. 


ವಾಸ್ತವವಾಗಿಯೂ, ಮಕ್ಕಳು ಪಾ ವನ್ನು ಅಭ್ಯಸಿಸಲು ಮೂದಲು 
ಮಾಡುವುದಾದರೂ ಈ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದಲೇ : ಗಣಿತದಲ್ಲಿ ಮುಂದಿನ ಬೆಳವಣಿಗೆಗೆಲ್ಲಾ 
ಇವು ಸಾ ಭಾವಿಕವಾದ ಮೂಲಾಧಾರವಾಗುತ್ತ ವೆ. = ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ 


PA 
i) 
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numbers. The set of all natural numbers is denoted by 
N, and consists of the numbers 


1, 283, $e 


Addition in the set of natural numbers—-Addition is 
an operation by means of which we can combine any 
two natural numbers a and b to form a natural number 
denoted by the symbol (a+), and called the sum of 


a and b. 


Thus the sum of any two natural numbers is a 
natural number. 
e.g. 7+11=18 snd 4+47=51 


Here 18 and 51 are natural numbers. 


We describe this property of addition by saying that 
‘‘the set N is closed under the operation of addition.” 


2.2 Zero and negative integers —On the other hand 
during the process of subtraction. we do not always get a 
natural number as the result of subtracting one number 
from another. 


e.g.(1) 4—4 (not equal to) a natural number. 


" 1f we want to subtract a natural number from itself, 
we have to introduce a new number, namely, zero, deno- 
ted by the symbol 0. In fact, this is a very valuable 
contribution of India to the world of mathematics. 
We know that 0 has the property 


z+0=z2, forallz<I 


e.g. (2) Again, consider 5—8. This difference is not a 
natural number. We have to formulate the concept of 
negative numbers, in order to be able to subtract 8 from 5. 
We say that 5 —8 = —3 | 
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ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳು ಅಥವಾ ಎಣಿಕೆಯ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳು ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
ಗಳ ಗಣವ ಗಣವನ್ನು N 20m ನಿರೂಪಿಸುತೆ ಅವೆ; ಇದು 


ls ER EF ee 
ಮುಂತಾದ ಸಂಖೆ ಗಳನ್ನೊಳಗೊಂಡಿದೆ. 


ಎಲ್ಲಾ ಸಾ ಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ 


ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಸಂಕಲನ 


a, bಿ ಗಳೆಂಬ ಯಾವುದಾದರೂ ಎರಡು ಸಾ > HONS ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸಂಯೋಜಿಸಿ, 


ಅವುಗಳ ಮೊತ್ತವೆಂದು ಹೇಳಲಾಗುವ (a +) ee ಒಂದು ಸ್‌ ) ಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 
ಪಡೆಯುವ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮವೇ ಸಂಕಲನ. 


ಆದಕಾರಣ, ಎರಡು ಸಾ ಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಮೊತ್ತವೂ ಒಂದು ಸ್ಟ್ರಾ ಭಾವಿಕ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಯೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಉದಾ: 7411-18 ಮತ್ತು 4447=51 


ಇಲ್ಲಿ 18 ಮತ್ತು 51 ಸ್ವಾಭಾವಿಕ HOM. NY, ಸಂಕಲನದ ಈ ಒಂದು ಗುಣ 
ವನ್ನು “ N ಎಂಬ ಗಣವು ಸಂಕಲನದ ಪ ಪರಿಕರ್ಮದಲ್ಲಿ ಆವೃತಗೊಂಡಿದೆ ”” ಎಂದು 
ಎವರಿಸುತೇವೆ. -: 


dh 


2.2 ಶೂನ್ಯ, ಮತ್ತು ಯಣ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು 


ಇದಕ್ಕೆ ವಿರುದ್ಧ ಪಾಗಿ, __— ಕಾರ್ಯ ದಲ್ಲಿ, ಒಂದು ಸ್ಕಾ ಭಾವಿಕ Bees 
ಮತ್ತೊ ಂದನ್ನು ಕಳೆಯುವಾಗ, ಪ್ರತಿಸಾರಿಯೂ ಸಾ ಿಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಯೇ ಫಲಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 


ಉದಾ. (1): 4-4 ಒಂದು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕೊಡುವುದಿಲ್ಲ. 
ಒಂದು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖೆ is. ಅದರಿಂದಲೇ ಕಳೆಯಬೇಕಾದಲ್ಲಿ ಶೂನ್ನವೆಂಬ, 0 
ಸಂಜ್ಞೆ ಯಿಂದ ನಿರೂಪ ಸಲ್ಪ ಡುವ ಹೊಸ ಸಂಖ್ಯೆ ಯೊಂದನ್ನು ತಂದುಕೊಳ ಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. 


DoH, 'ಪವಾಗಿ, ಇವು ಗಣಿತ ಪ್ರಪಂಚಕ್ಕೆ ಹಾರತವು ನೇಡಿದ ಅತಿ ಅಮೂಲ್ಯ ವಾದ 
ಕಾಣಿಕೆಯಾಗಿದೆ. 


x ೭1 ಆಗುವ ಎಲ್ಲಾ ೫ಗಳಿಗೂ, ೫40-೩೫ ಎಂದಾಗುವ ಗುಣವನ್ನು ಈ 
0 ಯು ಹೊಂದಿದೆ. 


ದಾ.(2): ಈಗರ- 8 ಎಂಬುದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ, ಇವುಗಳ 
ವೃತ್ಯಾನವ ಒಂದು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಲ್ಲ. 6 ರಿಂದ 8ನ್ನು ಕಳೆಯಬೇಕಾದರೆ, 
ಣಸಂಖ್ಯೆ ಗಳೆಂಬ ಭಾಷೆನೆಯನ್ನು ರೂಹಿ? ಸಿಕೊಳ್ಳ? ಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. 


6= f= 3 ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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In fact, corresponding to each natural number, 
we can form the respective negative number. Thus 
= 2, =, a, eee. SE are the negative 


numbers corresponding to the natural numbers 
ar. '. Wecall the numbers 


Md 4 all t 
y= 8. ee . negative integers and 
NE positive integers. 


The set consisting of all negative integers, zero, and 
all positive integers is called the set of integers. 


TE LO 
In fact, in the set of integers. an equation of the 
form «+a=0, where a © /. can always be solved. 


Further, it is clear that the sum and difference of 
anv two integers is an integer. .°.1 is closed under addition 
and subtraction. 


2.3 Multiplication in the set of integers —Multipli- 
cation may be regarded as repeated addition : 
e.g. 7X4=74+74174+17=28 
(—8) x 3=(—8)-+(—8) +(—8)=24 
_ It may be recalled that we use the convention of 
signs 
(--m) x (+n) 
(—m) x (+n) = —mn=(+m) x. —n) 
(—m) x (—n)= +-mn 


=-+mn 


where m and'n are any two positive integers. We 
remember that : 


0+z2=0=2-+0 forall 2 €1 


It is thus seen that the product of any two integers 


is an integer ; in other words. the set 7 is closed under 
multiplication. 
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ವಾಸ್ಮವವಾಗಿ, ಒಂದೊಂದು ಸಾ ) ONT ಸ ಸಂಖ್ಯೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಒಂದೊಂದು 
ಖಣಸಂಖೆೇ ಯನ್ನು ರೂಪಿಸಿಕೊಳ್ಳ ಬೇಕಾಗುತ್ತ BRIM A — 3, —4 


ಎಂಬ ಯಣಿಸಂಖ್ಯೆಗಳು | I, 3, “3, 4. 'ಎಂಬಸಾ ಸಾ ಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಿಗೆ ಪರಸ್ಪರ 
ಅನುಗುಣವಾಗಿವೆ. 1, ” ae ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು ಯಣ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳೆಂದೂ, 1, 2, 3, 4, . ಗಳನ್ನು 


Ww. ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳೆಂದೂ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಯಣಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು, ಶೂನ್ಯ ಮತ್ತು ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು ಇವೆಲ್ಲವನ್ನೂ 
ಒಳಗೊಂಡ ಗಣವನ್ನು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಿ ಗಣವೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


Sol gies = — AER le 2,28 RT \ 


ವಾಸ್ತವವಾಗಿ, ೩ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿದ್ದ ರೆ ೫4೩-0 ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ ಯಾವ 
ಸಮಾಕರಣವನ್ನಾ ದರೂ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಬಿಡಿಸಬಹುದು. ಮತ್ತೆ, ಎರಡು 


ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ 3.03 3 SP, ಅವುಗಳ ವ್ಯ ತಾ ABP ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳೇ GATS, `ಔಯೆಂದು 
ವ್ಯಕ್ತವಾಗುತ್ತದೆ. 


2.3 ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಗುಣಾಕಾರ 


ಪುನರಾವರ್ತಿಸಿದ ಸಂಕಲನವನ್ನೇ ಗುಣಾಕಾರವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. 
ಉದಾ.: 7TxX4=7474747=28 
(—8) x3 = (—8) + (—8) + (—8) = —24 
m n ಗಳು ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾದರೆ, 
(+m) x (+-n) = +mn 
(—m) x (+n) =—mn= (+m) X (—n) 
(—m) x (—n) = +m 
ಎಂಬ ಚಿಹ್ನೆಗಳನ್ನು ರೂಢಿಯಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆಂದು ಇಲ್ಲಿ ಜ್ನ ಪಿಸಿಕೊಳ್ಳೊ eco, 
wel ಆಗುವ x 'ಗಳಿಗೆಲ್ಲಾ, 0x #=0=7 «0 ಎಂದು ನೆನೆಸಿಕೆಸಳ್ಳೊ €ಣ. 


ಇದರಿಂದ, ಎರಡು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗುಣಲಬ್ರ ವು ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿಯೇ 
ಇರುತ್ತ ದೆಯೆಂದು ಗೊತ್ತಾಗುತ್ತದೆ. ಬೇರೆ ಮಾತುಗಳಲ್ಲಿ ಹೇಳಬೇಕಾದರೆ, ಗುಣಾಕಾರದ 
ಬಗ್ಗೆ, p” ಎಂಬ ಗಣವು ಆವೃ ತವಾಗಿಡೆ ಎನ್ನಬಹುದು. 
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9.4 Division in the set of integers—Division of an 
integer a by an integer 6(+0), does not always give an 


integer. | 
8 25 vy 
e.g. while _ 4, 3 + an Integer 
Thus, division will not always be possible in the set of 
integers only. In fact, this operation generates fractions 
in a natural way. With their introduction into the 


present number system, division becomes possible in all 
cases, where the divisor #0. 


Now our number system consists of all integers 
and all fractions. This new system is called the set of 
Rational Numbers. and will be denoted by the symbol Q. 

If x €Q, it can always be expressed in the form of a 


ratio 2 , where p and gq are integers, and’g + 0. This is 
q 


the reason why ( is called the set of rational! numbers. 
In fact this property is taken as the definition of a rational 
number. 


Definition : A rational number is one which can be 


expressed in the form L. where p and q are integers, q=0. 
eg —f£=——, 8= 

0 . 
0 = = where ato, a—I., etc. 


Note—This representation is not unique ; 
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2.4 ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಭಾಗಾಕಾರ 


a ಎಂಬೊಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕವನ್ನು b(0) ಎಂಬೊಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕದಿಂದ 
ಭಾಗಿಸಿದರೆ ಯಾವಾಗಲೂ ಪೂರ್ಣಾಂಕವೇ ಲಭಿಸುವುದಿಲ 


28 ೧5 
ಉದಾ.: ಖ್‌ = 4 ಆದರೂ > ಪೂರ್ಣಾಂಕವಲ್ಲ 
{ 


ಹೀಗಾಗಿ. ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಎಲ್ಲಾ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲೂ ಭಾಗಿಸಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 

ವಾಸ್ತವವಾಗಿ, ಈ ಪರಿಕರ್ಮವು ಭಿನ್ನ ರಾಶಿಗಳನ್ನು AD, Peres. ie ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 

ಉಂಟುಮಾಡುತ್ತ ದೆ. ಈ ನಾ, ತ ಸಂಖಾ ವೂ ಹದೊಳಕ್ಕೆ aa ಪ ಪ್ರವೇಶಿಸಿದೊಡೆನೆಂ ನೇ, 
ಎಜಕವು 0 ಅಲ್ಲದ ಎಲ್ಲಾ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲೂ ಭಾಗಾಕಾರವು ಸಾಧ್ಯ ವಾಗುತ್ತದೆ. 


ಈಗ ನಮ್ಮ BOGE, ಷೂ ಹವು ಎಲ್ಲಾ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳನ್ನೂ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳನ್ನೂ 
ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. ಈ ಹೊಸ ವ್ಯೂ ಹವನ್ನು ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ "ಸಣವೆಂದು ಕರೆಯು 
ತ್ತೇವೆ, ಮತ್ತು ಇದನ್ನು Q ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೆ ವೆ” 


೩ ಆದರೆ, ಇನ್ನು p, 4ಗಳು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾಗಿಯೂ, go ಇರುವಂತೆ 


೫ ? ಎಂಬುದಾಗಿ, ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ದ್ಬದರೂಪದಲ್ಲಿ ವ ಕ್ರಪಡಿಸಬಹುದು. 


q 
ಈ ಕಾರಣಕ್ಕಾ ಗಿಯೇ ಗ್ಲವನ್ನು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖೆ ಗಳ ವ್ಯೂಹವೆನ್ನು ವುದು. ವಾಸ್ತವ 
ದಲ್ಲಿ ಭಾಗಲೆಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವ್ಮಾ x, ಯೇ ಈ ಗುಣವನ್ನು? ಅವಲಂಬಿಸಿದೆ. 


ವ್ಕಾಖ್ಯೆ: p, 4ಗಳು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾಗಿಯೂ, 4-0 ಆಗಿದ್ದು, i ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ವ್ಯಕೆ ಕ ಪಡಿಸಬಹುದಾದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖೆ ಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


. —4 =. 41 9 
ಉದಾ: = —— 3= 1? $= 2 
0 
a (254-0), a€ J, ಇತಾದಿ 
ಗಮನಿಸಿ: ಈ ರೀತಿಯ ನಿರೂಪಣೆಯು DE BHO . 
ಏಕೆಂದರೆ, I= a ಎಂದು ಮುಂತಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 
=3>= 
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Notice that Q is closed under the fundamental 
operations: addition, subtraction, multiplication and 
division. In fact, we can always solve an equation of the 
form ax+b=o, where a,b <Q, ao, getting the solution 


oe 2 @ 
a 


2.5 Irrational numbers -—Next let us consider the 


solution of quadratic equations. An equation such as 
x®—5xz+6=0 or ‘x —2) (2—3)=0 has solutions z=2 and 


x=3 which are rational numbers. 

However, if we take the equation z?=2, its solutions 
are given by z= + v2. 

But it can be easily proved that 4 © is not rational. 

Proof : Suppose that 2 is rational. Then it can be 
expressed in the form P where p and q are integers, and 


qg#0. We may further suppose that p and q have no 
common factors except +1. 


Now 2 — NE) 
4 
Squaring on both sides, a 2 Gry? = af 
q° | 
-, p? is an even number, .., p is an even number 
Let p=2m .. (2m)?=4m?= 24° 


q?=2m2 
gq’ is even, .*, gis even. 
Thus both p and g are even. p and q have 2 asq 


common factor, which is contrar 
y to the assumptio 
that p and q have no common factor except +1 a 
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ಸಂಕಲನ, ವೃವಕಲನ, ಗುಣಾಕಾರ ಮತ್ತು po ಮೂಲ ಪರಿ 
ಕರ್ಮಗಳಲ್ಲಿ Q ಆವೆ ತವಾಗಿದೆಯೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. ಸ್ತವದಲ್ಲಿ a, bc 


pe, a0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ax+b=0 ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ "ಮಾಕರಭವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ 
ಪ್ರಶಿಸಾರಿಯೂ ee - ಇರುವಂತಹ ಮೂಲವನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. 


1 ಜ- ಆ 
Ba 2. 


2.5 ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


ಇನ್ನು ವರ್ಗಸಮಾಕರಣಗಳ ಬಿಡಿಸುವಿಕೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳೊ ಣಿ, 
—5r2+6—0 ಅಥವಾ (2—2)(2—3)=0 ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು 
ಸಮಾಕರಣಕ್ಕೆ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದ್ದ ೫-೦2, ೫-3 ಎಂಬ ಮೂಲಗಳೇನೋ 
ಇರುತ್ತವೆ. ಆದರೆ, ೫-2 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ ಅದರ 
ಮೂಲಗಳು 2೫-4೪2 ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. ಆದರೆ್ಗ/20 ಎಂಬುದು ಭಾಗಲಬ್ದ 


ಸಂಖ್ಯೆ ಯಲವೆಂಬುದು 7 ಸುಲಭವಾಗಿ ಗೊತ್ತಾ. ಗುತ್ತದೆ. 
ಸಾಧನೆ :— /2 ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ, ಅದನ್ನು 


P ಎಂದು ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ಧದ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು ; ಇಲ್ಲಿ p ಮತ್ತು 4ಗಳು 
| 


ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು ಮತ್ತು 44:0. ? ಎಂಬ ಭಿನ್ನ ರಾಶಿಯು ಕನಿಷ್ಠ ರೂಪದಲ್ಲಿದೆ 
ಯೆಂದೂ ಸಹ ಭಾವಿಸಬಹುದು ; ಎಂದರೆ, p ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ + 1 ವಿನಾ ಬೇರೆಯಾವ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನಗಳೂ ಇಲ್ಲ. 
en? <2 
ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ ವರ್ಗಿಸಿದರೆ, 


p> 


J. p? ಎಂಬುದು ಒಂದು ಸಮಸಂಖ್ಯೆ. p= 2m ಆಗಿರಲಿ. 
“e (2m)? = 4m? = 2, : 
. 4 =m .. g? ಒಂದು ಸಮಸಂಖ್ಯೆ , g ಒಂದು ಸಮಸಂಖ್ಯೆ. 
ಹೀಗೆ, p > oe ghsocs ಸಮಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗುತ್ತೆವೆ, ಎಂದ ಮೇಲೆ p, ಗಳಿಗ 
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- Our assumption that © is rational must be 
false... V2 is not rational. 


Thus we find that there are numbers which are 
not rational ; we call them 7 ‘rational numbers. 


Examples of other irrrational numbers are 
3 — (== — 
iV. 6, 2-43, etc. 


The number z, representing the ratio of the length 
of the circumference of any circle to its diameter, is 
also irrational. 


2.6 Real Numbers--The set of all rational and 
irrational numbers form the set of REAL numbers, 
and this set is denoted by KR. 


Decumal Representation—(a) We shall first consider 
decimal representation of rational numbers. Given any 


rational cae (0340), by division of fp by gq. it is 


possible to = into a decimal. 
q 


e.g. — 152 

3 

— <M 

"I 15 

1 

= = 3 eoeseeoeoeeensveeste 
3 333 

1 _— 

— =0.3666...... 

5 666 

5 

ie 454545. EN 


2 ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವಾಯಿತು. ಆದರೆ, ಇದು py ಗಳಿಗೆ + 1 Ado wed 
ಯಾವ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವೂ ಇಲ್ಲವೆಂಬ ಪೂರ್ವಪ as, ೊಕೋದೆವಾಗಿದೆ. 


A ಒಂದು New, ಸಂಖ್ಯೆ" ಎಂಬ ನಮ್ಮ ಭಾವನೆ ತಪ್ಪಾಗಿರಬೇಕು. 
| ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಲ್ಲ. 


ಇದರಿಂದ ಗಲ್ಲು, ಸಂಖ್ಯೆಗಳಲ್ಲದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೂ ಇವೆ ಎಂದು ವ್ಯಕ್ತವಾಗುತ್ತದೆ. 
= ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು ಅಭಾಗಲಿಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳೆಂದು ಕರೆಯೋಣ. 


5:46:24 ೪3 ಇತ್ಯಾದಿಗಳು ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಇತರ 
"ಉದಾಹರಣೆಗಳು. 


ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿಗೂ ಅದರ ವ್ಯಾಸಕ್ಕೂ ಇರುವ ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು 
ಸೂಚಿಸುವ * ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯೇ. 


2.6 ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


ಎಲ್ಲಾ ಭಾಗಲಬ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನೂ ಅಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನೂ ಒಳಗೊಂಡ 
ಗಣವನ್ನು ವಾಸ್ತ ವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಗಹವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆ ವೆ ಮತ್ತು ಅದನ್ನು R ಎoಬ 
ಚಿಹ್ನೆ ಯಿಂದ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೆ ವೆ. 


ದಶಮಾಂಶ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಣೆ 
(a) ಮೊದಲು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ದಶಮಾಂಶ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತ 
ಪಡಿಸುವಿಕೆಯನ್ನು ವಿಚಾರ ಮಾಡೋಣ. ®, (440) ಎಂಬ ಭಾಗಲಬ್ದ 


ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ಯನ್ನು g ನಿಂದ ಭಾಗಿಸ ಸುವುದರ ಮೂಲಕ, ಇದನ್ನು ಒಂದು 
ದಶಮೊಂಶದಂತೆ ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಉದಾ: 1.3 
3 —0.75 
1—0.3333 ..-.. 
1=0.1666.--.. 
30೩s ..... 


From these examples. we find that rational numbers 
can be expressed in the form of either a terminating or a 
recurring decimal. 


We may next point out that any terminating or 
periodic decimal can be converted into the form of 


a ratio! where p,q CJ. 9¥0. 
q 
Example—(1) Consider 72.052 


052 
me 4 
1000 T 


52 72052 


—_ SS ——— Winch & 
1000 1000 


Now 72.052 =72 + 
in the form. 


2) Consider «= 82.4267676767...... 
IQ800 x= 82400000707... ER 
WWr= BU. ONE... 


Subtracting 9900 z= 816025. 000000 


se 816025 
9900 


which jg in the form— 


We may further note that anv terminating decimal 
can be expressed as a periodic decimal. 


eg Let 2x=8.4 
Now if y=8.39999 
10y = 83.9999 


“°° ee ee 6 


*° *°e @eeeeeeaeeee 


° ° « * 8) Nes 


Subtracting we get, 9¥=75.6 
NT 
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ಈ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ worlow, ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಪರ್ಯಾಪ್ತ ಅಥವಾ ಆವರ್ತ 
ದಶಮಾಂಶಗಳ ಮೂಲಕ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದೆಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 


ಪರ್ಯಾಪ್ತ ಅಥವಾ ಆವರ್ತ ದಶಮಾಂಶವಾವುದನ್ನೇ ಆಗಲಿ, pagel q#0 
ಇರುವಂತೆ, ಎಂದು ಒಂದು ಪ್ರಮಾಣದ ರೂಪದಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದೆಂದು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾ: (1) 72.052ನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. 


052 52 712052 
ಈಗ h 72052 
TA 72+ = 72+ [000 1000 
ಇದು 2 ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿದೆ. 
1 
(2) 2=82.4267676767 ... ನ್ನು ತೆಗದುಕೊಳ್ಳಿ. 


10000z = 824267.676767 ..... 
100e=— 6242.676767 ..... 


ECT. _____ 
99002 =816025.000000 
816025 p 
pp 9900 3 ಇದು i ~— ರೂಪದಲ್ಲಿದೆ. 


ಮುಕ್ತಾಯಗೊಳ್ಳುವ ಯಾವುದೊಂದು ದಶಮಾಂಶವನ್ನೇ ಆಗಲಿ ಒಂದು 
ಆವರ್ತ ದಶಮಾಂಶದ ರೂಷದಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದೆಂಬುದನ್ನು ಈಗ ಗಮನಿಸಿ. 


ಉದಾ: 1-8.4 ಎಂದಿರಲಿ 


y=8.399999 . . - . ಎನ್ನೋಣ, 
-. 10y= 83.9999 
y= 8.3999 


ಕಛಳೆಯಲಾಗಿ, 9y—'75.6 
° y=8.4=2 
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Similarly, we may write : 
7.6—7.@O0GMe......--.-- 2s 
B.01=8009909...... <0 


| 2 _—- 
Thus all terminating decimals can be easily ex 
pressed as periodic decimals. 


Therefore. any rational ಗಂ can be expressed ¢ as a 
periodic decimal. 


(b) It is found that irrational numbers yield non- 
periodic infinite decimals, when they are expressed as 
decimals. 

Gg. ATEN. .. ee... 
Ne i Nes 
m=. MORSODGSESE............... 


Kach of these is a non-periodic infinite decimal. 


Thus we find that any real number can be expressed 
by means of a decimal; those real numbers whose decimal 
expressions are periodic (or terminating) are rational 
numbers, and those which are given by non-periodic 
infinite decimals are irrational numbers. 


Exercises 2.1 


(1) Express the following rational numbers Im the 
decimal form : 


ಇದೇ ಪ್ರಕಾರ, : 
OER 


ಎಂದೂ ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಹೀಗೆ, ಪ್ರರ್ಯಾಪ್ತ ದಶಮಾಂಶಗಳನ್ನೆಲ್ಲಾ ಆವರ್ತದಶಮಾಂಶಗಳ ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ಸುಲಭವಾಗಿ Maines: ಆದುದರಿಂದ, ಯಾವ ಭಾಗಲಬ್ದ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನೇ 
ಆಗಲಿ, ಒಂದು ಆವರ್ತ ದಶಮಾಂಶದ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


(ರ) ಅಭಾಗಲಬ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ದಶಮಾಂಶ ನಿರೂಪಣೆಯು ಯಾವಾಗಲೂ 
ಆವರ್ತಿಸದ  ಆಪರ್ಯಾಪ್ತ — ಬಾಡುತ್ತದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಕಾಣ 
ಬಹುದು. —  - SS —_— . = 


ಉದಾ : 
«(2 = 1.4149136....0. 


V3=1.73205080...............4.. 
x= 3.14159265358.............. : 


ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದೂ ಆವರ್ತ್ಶಿಸದ ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ ದಶಮಾಂಶವಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ, 
ಲ್ಲಾ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನೂ, ದಶಮಾಂಶಗಳ ಮೂಲಕ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದೆಂದು 
; ಯಾವ ಯಾವ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಆವರ್ತ ದಶಮಾಂಶಗಳಿಂದ 
೯ಪ್ತ`ದಶಮಾಂಶಗಳಿಂದ) ನಿರೂಪಿಸಬಹುದೋ ಅ ಅವುಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ 
7 2, ಯಾವುವನ್ನು ಆವರ್ತ್ಶಿಸದ, ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ ದಶಮಾಂಶಗಳಿಂದಲೇ 


ane ದೋ, ಅವು ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


y i 
_ 
a 


VON 


~ 


ie) 


2 ew 
A 
Ue 


CL 
c 


¢ 
fe 
2: 


1 ಈದಿನ we ಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು ದಶಮಾಂಶರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಂ 
4 3 1 1 3 3. & 
es 11 3 13 =e ° 


a’ 40’ 16°80’ 11°13’ 1 
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2 Express the following decimals in the form 


J» PIED (0 


(i) 72.05 (ii) 0.0014 (iii) 11.5003 
(iv) 6.000700. 0... casa. . 
(v) TImMAEY. ee 
(vi) 11.7032260322603226........ 


3 Prove that 4/3 1s irrational. 


2.7. The Number Line.— There isa convenient way of 
representing numbers by means of points on a straight 
line. A line lis drawn, which is extended indefinitely 
on both sides. (Fig. 2°1) 


ಎ <=<& El 8 4 
hh py 
D Ca A C D aee 
Fig. 2.1 


A point O is taken on /. This divides the line into 
two half lines : OX lying to the right side of O, and OX’ 
to its left side. The point O, called the origin, serves to 
represent the number 0. We next step off segments 


OA=AB=8C=....=] mit length to the right of 
O and OA’'=A'B=BC"=....= 1 unit of length 
to its left. 

Then the points A, B,C, D, .... are used to represent 
the positive integers 1, 2,3, ...... and the points A’, B’, 
oe. os. to represent the negative integers 
a —2, —3, ...... This line 1 is called the number 

ine. 
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2 ಮುಂದಿನ ದಶಮಾಂಶಗಳನ್ನು p, q 1, (go) ಆಗಿರುವಂತೆ, 
P ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
q 


(i) 72-05 (ii) 0:0014 (iii) 11-5003 
(iv) 5.0667667667................ 
UT NN 

(vi) 12.7032 260920609226................ 


$ ws ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
2.7 ಸಂಖ್ಯೂರೇಖೆ 


ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯಮೇಲೆ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ವ್ಯಕ್ತ 
ಪಡಿಸುವ ಒಂದು ಸುಲಬ ಮಾರ್ಗವಿದೆ. F 


ಎರಡೂ ಕಡೆಗಳಲ್ಲಿ ಮಿತಿಯಿಲ್ಲದೆ ವಿಸ್ತರಿಸಿರುವ | ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. (ಚಿತ್ರ 2.1) 


(ಚಿತ್ರ 2.1 


0 ಎಂಬ ಬಿಂದುವೊಂದನ್ನು 1 ಮೇಲೆ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಅದು ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು 

»: ಎರಡು ಅರ್ಧ ರೇಖೆಗಳನ್ನಾಗಿ ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ; ಇವುಗಳಲ್ಲಿ OX ಎಂಬುದು 0ನ 
_ wonder, OX’ ಎಂಬುದು ಅದರ ಎಡಗಡೆಗೂ ಇವೆ. 0 ಬಿಂದುವನ್ನು ಮೂಲ 
:  ಬಂದುವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದು ಸೊನ್ನೆಯನ್ನು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತದೆ. 0 ಬಿಂದುವಿ 
೫ ನಿಂದ ಹೊರಟು ಅದರ ಬಲಗಡೆಗೆ AO=—=AB=BO=.... = 1 
ಉದ್ದಳತೆಯ ಮಾನವಿರುವಂತೆಯೂ, ಹೀಗೆಯೇ ಅದರ ಎಡಗಡೆಗೆ OA'= 
A’'B'=B'C'...=1 ಉದ್ದಳತೆಯ ಮಾನವಿರುವಂತೆಯೂ ರೇಖಾಖಂಡಗಳನ್ನು 


ಗುರುತಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆಗ 4,B,0.D . . . . ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ 
ಗಳಾದ 1, 2,3,4,.... ಗಳನ್ನೂ, ಸ'B,'C,D', .... ಎಂಬ 
ಬಿಂದುಗಳು ಯಣ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾದ -1,-2- 8-4... ಗಳನ್ನೂ 
ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. 


1 ಎಂಬ ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಸಂಖ್ಯಾರೇಖೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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To represent a fraction z on this line we proceed 48 
follows : 


Let x= where p, gq <I of which gq may be 


considered positive 


P (when is positive) 


§ A ] » Qe] 
When! iS nes akwe) p 

p | q 
— Ht OO 


q-1 2 I 
Fig. 2.2 
We mark O4=p. The point 4 is to the right or to 
the left of O according as pis positive or negative, 1... as 
zis positive or negative. Now divide 04 into q equal 
parts* at Ai; A, p+ «6 A ) 1: (Fig. 2°2) 
ee’ aE. ae i 
Then A, represents £ 
q 


Representation o > on the number line. 
¥ & 


1 [4 
: J © we PAS 


Fig. -2.3 


Erect AC} OM and take A,C=OA, =1 unit of length. 
Then OC? = 0A4,? + 4,C2= 124,229 | 


Ps ; F 
The method of construction 1s due to Euclid and will be 
found in books on elementary reometry. ; 
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ಒಂದು ಭಿನ್ನರಾಶಿಯನ್ನು ಈ ರೇಖೆಯಮೇಲೆ ನಿರೂಪಿಸುವ ಕ್ರಮ ಹೀಗಿದೆ: 


ದತ್ತಭಿನ್ನರಾಶಿಯು ; ಎ. Py. €1 ಆಗಿರಲಿ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ವನ್ನು 
ಧನವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. | Le 


P whem posite) 
q q p 
~~ << ಮಾ 6 
* & 1 ’ ವ Gat : 


When» negative) p 
q 


ee ee SS SS 
A A 
q-1 4, A, i) 


ಚಿತ್ರ 2.2 
OA=p ಇರುವಂತೆ, A ಬಿಂಡುವನ್ನು, P ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ 0ನ ಬಲ 
Bens p ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾದರೆ ಅದರ ಎಡೆಗಡೆಗೂ ಗುರುತಿಸುತ್ತ "ವೆ. ವಾಹ, 
EHO ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರ ಯು QB ಅಲಅಗಡೆಗೂ ಅದು ಚಣ #083, ಯಾದರೆ ಅದರ 
ಎಡಗಡೆಗೂ. ಇರುತ್ತದೆ. | 
ಈಗ 04ಯನ್ನು 4 ಸಮಭಾಗಗಳಾಗಿ ಸ Fie -. - » Ay, 
ಛೇದಿಸಿರಿ * ಆಗ A, ಬಿಂದುಷ p/ ಸೂಚಿಸುತ್ತ ದೆ: (ಚಿತ್ರ Qe) 


ase ನ್ಲು HO ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ನಿರೂಪಿಸುವಿಕೆ. 


| 
| 
| 
4 ಕ್ರಿ — 0 aA" D = 
By +. Vr 
ಚಿತ್ರ 2.3 
A,C ಯನು 0೫ಗೆ ಲಂಬವಾಗೆಳೆದು, A004, =1 ಉದ್ದಳೆತೆಯ 
WH ಮಾಡಿದರೆ. 
ar—O0A,*+A,02—1*+ 1? =2. 


ಛೇದನ ಎಧಾನವನ್ನು ಯೂಕ್ಕಿ BS) ಕೊಟಿರುತಇ್ತನೆ. ಸುಲಬ ರೇಖಾಗಣಿತದ 
ಪ್ತಕಗಳಲ್ಲ ಈ ವಿಧಾನವನ್ನು ಕಾಣಬಹುದು. 


ಈ 
~~ 
a 
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* 


po | 
“ OC is of length V2 units. If we now step off the 


segment OD= 0", to the right of O, D naturally repre: 
sents v2 onl. 


Thus we find that certain points on the number line 
represent rational numbers, and certain points represent 
irrational numbers. Nowif we mark any point A on, 
does it always represent a number which 1s rational or 
irrational ? The answer to this question was given by 
the German Mathematician Richard Dedekind (1872) 
and constitutes what is known as Dedekind’s Theorem 
of continuity. It states that any point chosen arbi- 
trarily on the number line 1 always represents a number 
which is either rational or irrational. 


This amounts to saying that all real numbers can be 
represented by means of points on the number line 1. 
and conversely any point taken at random on I repre- 
sents a real number. 


2.3 Arithmetical operations in the set of Real Num ers 
(1) Closure 


If a and b are any two real numbers. then their sum 
a+b and their product a.b are also real numbers. 


a 4 eri = - 
83 +12} = 204 
Ry + acu 7) =942v2438V7 
which are all real numbers. 
Also 4x 7=28 CR. 


(S+vV2) x (442 ¥ 9)=20+loy a 440 B44 
=(24-+14/ 2) CR 
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§ 
| 


ಈಗ 0 ನಿಂದ wal ls ಮೇಲೆ OD=OC ಇರುವಂತೆ ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು 
ಗುರುತಿಸಿದರೆ, D ಬಿಂದುವು ೩/2 ನ್ನು ಸಹಜವಾಗಿ ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 

ಹೀಗೆ ಸಂಖ್ಲಾರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಕೆಲವು ಬಿಂದುಗಳು eno ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳನ್ನೂ, oF) ಕೆಲವು ಬಿಂದುಗಳು ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನೂ ಸೂಚಿಸುತ ಶ್ರ ವೆಸಿಂದು 
ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ. ಈಗ ಮೇಲೆ K ಎಂಬಿ ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು 
| ಗುರುತಿಸಿದರೆ, "ಅದು ಯಾವಾಗಲೂ ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನೋ, ಅಭಾ arte) 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನೋ ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆಯೇ? BAIA ರಿಚ ಕರ್ನ್‌ ಡೆಡೆಕಿಡ್‌ (1872) 


ಎಂಬ ಜರ್ಮನ್‌ಗಣಿತ ಶಾ ಶಾಸ್ತ್ರಜ್ಞನು ಉತ್ತರ ಕೊಟ್ಟ ರುತ್ತಾ ನೆ". ಇದು << ಡೆಡೆಕಿಂಡನ 
Bars, ನತೆಯ ಪ್ರಮೇಯ , ನೌ ಕೊಂಡಿದೆ. 


"ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೂರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಯಾವುದೇ ಬೆಂದುವಾಗಲಿ, ಅದು ಎಲ್ಲಾ 
ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲೂ ಒಂದು rig ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನೋ ಅಥವಾ ಒಂದು ಅಭಾಗಲಬ್ಧ; 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನೋ ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ'' ಎಂದು ಈಪ ಪ್ರಮೇಯವು ಹೇಳುತ್ತದೆ. 


ಎಂದರೆ, ಎಲ್ಲಾ ವಾಸ್ತ: ವಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನೂ ಸಂಖ್ಲಾರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ, ನಿರೂಪಿಸ 
ಬಹುದು, ಹಾಗೂ ವಿಲೋಮವಾಗಿ, > ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ತೆಗೆದುಕೊಂಡ ಯಾವ 
ಒಂದು ಬಿಂದುವೇ ಆಗಲಿ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಸ ಸಂಖ್ಯೆ ಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ, ಎಂದು 
ಹೇಳಿದಂತಾಯಿತು. 


2. ಎಸ್ತವಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿನ ಅಂಕಗಣಿತದ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು 


1) ಆವೃತಿ: ೩ ಮತ್ತು HAY ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದರೆ, ಅವುಗಳ ಮೊತ್ತವಾದ 
a+b ಮತ್ತು ಗುಣಲಬ್ದ್ಬವಾದ ೩ಶಿಗಳೂ ಸಹ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೇ. 
ಉದಾ: 44+7=11 
84+ 124= 20? 
(S+2v2)+(44+3V7)=94+2V243V7 
ಇವೆಲ್ಲಾ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೇ. 
ಮತ್ತು 4x 7=28 CR 


84 x12}]= Sate ER 


J/2xVv7=V14 ER 
(5+ V'2)(44+2V2)=204 10V2+4V2+4= (244+14v2)ER 
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This property 1s expressed by saying that “The Set 
R is closed under addition and multi plication. 
(2) Associative Laws 
We notice that if a, b, ch, 
then (a+6)+c=a+(b-+c) 
and (a x b) x c=ax (bxXc) 


These are respectively the Associative laws of Addition 
and Multiplication. | 


(3) The Commutative Laws 


If a, bE R, then 
(1) a+b=b-+a and (2) axb=bxa 
These are respectively the commutative laws of Addition | 


and of Multiplication. 


(4) The identity 


Ifac R,then the number 01s such that a+0=a=0-<a, 
and the number 1 is such that (a x l=a=1 xa) 


For this reason, 0 is called the additive identity 


and 1 the multiplicative identity, in the set R of all 
real numbers. 


(5) The inverse 


Given a real number a, there exists the real number 
—a such that 


a+(—a)=o0=(--a)+a 


Here we call(—a) as the additive inverse of a. 
Notice that +a is the additive inverse of—a. 
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“R ಎಂಬ ಗಣವು ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರಗಳಲ್ಲಿ ಆವೃತವಮಾಗಿದೆ”' 
ಎಂದು ಈ ಒಂದು ಗುಣವನ್ನು ತಿಳಿಸುತ್ತೇವೆ. 
(2) ಸಹವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮ:--೩, ರ, ೭ ₹೯ KR ಆದರೆ, 

(a +6) +c=a-+-(b-+-c) | 

(ax b) x e=a x (bx c) ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬಹುದು. 


ಇವುಗಳು ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರಗಳ ಸಹವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮಗಳು. 
(3) ಪರಿವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮಗಳು 


a,b CRU, 
(1) a+b=b-+a ಮತ್ತು (2) axb=bxa 


ಇವುಗಳೇ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರಗಳ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮಗಳು. 


(4) 23: @ CR ಆದರೆ, 0 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯು gat0=0=0+a ಎಂಬ 
ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನೂ, 1 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯು axl=a=zlxa ow 
ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನೂ ಹೋಂದಿರುತ್ತವೆ. ಆದ ಕಾರಣ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ - 
R ಗಣದಲ್ಲಿ 0ಯನ್ನು ಸಂಕಲನದ ಏಕವೆಂದೂ, 1ನ್ನು ಗುಣಾಕಾರದ ಏಕ 
ವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(5) ಅನುಲೋಮ a ಎಂಬುದೊಂದು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ ಇದಕ್ಕನುಗುಣವಾಗಿ 
(- ೩) ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದು R ಗಣದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. k 
ಇದು at(—a)=0=(—a) +a ಆಗುವಂತಿರುತ್ತದೆ. 
ಈ ಕಾರಣದಿಂದ (-0)ಯನ್ನು ಯ ಸಂಕಲನದ ಅನಂಲೋಮವೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
(—a) oo ಸಂಕಲನದ ಅನುಲೋಮವು -1-೩ ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 
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Again let a© kh. a#0. Then — also CR and is such 


that 


— 
On account of this property, — is said to be the multi- 
a 
plicative inverse of a. 


Further, since J it follows that a is the multi- 
a 
plicative inverse of _- 


(6) The Distributive laws 


For alla,b,c© R, the following relations are satisfied 
ax (b+c)=(ax b)+(a xc) 
(a+b) xc=(axc)+(bxc) 


These are called the distributive laws of multipli- 
cation with reference to addition. 


Extension :— 
(a+b) x (c-+-d)=ax (e +d) +b x (c+d) 
=ac-+-ad +be +bd. 
Similarly (a+-b-+c) x(d+e+/f)=the sum of all pro- 


ducts of terms one from the first bracket, and one from 
the second. 
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ಮತ್ತೆ 6 €R 040 ಆದರೆ, 5. ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದು ಔ ನಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 
ಇದು 


1 1 
Xx ಆಗುವಂತಿರುತದೆ. 


ಈ ಗುಣದಿಂದ ಯನ್ನು a ಯ ಗುಣಾಕಾರದ ಅನುಲೋಮವೆನ್ನು 
ತೇವೆ. 


ಮುಂದೆ, i = ೩ ಆದುದರಿಂದ, Jog ಗುಣಾಕಾರದ ಅನುಲೋಮವು ೩ 
ಸ a 
ಆಗುತದೆ. 


(6) ವಿಭಾಜಕ ನಿಯಮಗಳು. RA ಸೇರಿರುವ ಎಲ್ಲಾ, b,c ಗಳೂ ಮುಂದೆ 
ಕಾಣಿಸಿರುವ ಸಂಬಂಧಗಳಲ್ಲಿ ನಿಲ್ಲುತ್ತವೆ. 
ax (b+c)=(ax b)+(aXc) 
(a+b) xc=(aXc)+(bxC) 
ಇವನ್ನು ಸಂಕಲನಕ್ಕನುಗುಣವಾದ ಗುಣಾಕಾರದ ವಿಭಾಜಕ ನಿಯಮಗಳೆಂದು 


ಹೇಳುವೆವು. 


ವಿಸ್ತರಣೆ 


(a+b) x (c+d)=a~x (c+d)+b x (c+d) = ac + ad+be 
+bd ಹೀಗೆಯೇ, (a+b+c) x d+e+f)=SoBoso. ಆವರಣದಿಂದ 
ಒಂದು ಪದವನ್ನೂ ಎರಡನೆಯದರಿಂದ ಒಂದು ಪದವನ್ನೂ ಗುಣಿಸಿ ಬರುವಂಥ 
ಲಬ್ರಗಳೆಲ್ಲವುಗಳ ಮೊತ್ತ. 
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The basic laws satisfied by addition and multiplication 
in the set R of real numbers, may be summarised sa 


follows : 


For alla, b, co R 


Law Addition 
1. Closure. Wei bi Te 
2 Commutative a+b=b+a 
law 
3 Associative (a+b)=-c= 
~~ law a+(b+c) 
4 Identity 0 is such that for 
alla€ R, 
a+0=0+a=a 
5 Inverse —— 
(—a)+a 


6 Distributive a x(b+c)=(b+¢c) x 


laws 


2.9 Order Relation in the Set of Real Numbers.— 
Given tworeal numbers a and b, the equation a+x2=b 


can always be solved, witha € R. 


Here, if (1) x is a positive number, we say that a is 


ess than 6, and write a<b, 
if (2) 2=0, a=d, 


and if (3) z isa negative number, we say that a is 


greater than b, and write a>b. 


This relation is called an order relation. 
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a=(a.b) +(a.c) 


. 


Multiplication 
a.b SK 


a.b=b.a 
(a:b). @=i@.(b.c) 


1 is such that for 
alka © R, 


lala 


If a0, ax =e 
1 EC 
1 


R ಎಂಬ BRAD ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರಗಳು 
ಪರಿನಸಾಲಿಸುವ ಮೂಲ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಹೀಗೆ ಸಂಗ್ರಹಿಸಬಹುದು. 


RR ಸೇರಿರುವ ಎಲಾ a, b, € ಗಳಿಗೂ, 


ನಿಯಮ 


qT ಆವೃತಿ 
೨ ಪರಿವರ್ತನೀಯ 


೨ ಸಹ ವರ್ತನೀಯ 


4 ಏಕ 


೫5 ಅನುಲೋಮ 


6 ವಿಭಾಜಕ ನಿಯಮಗಳು 


| 


—— 


ಗುಣಾಕಾರ 


————- 


ಸಂಕಲನ 
a+b CR 
a+b=bta 
(a+ 6) +c=a+ 
(b+-¢) 
a+0=0-+a=a 


ಎಂದಾಗುವಂತೆ ಔ ನಲ್ಲಿ 
0ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆ ಇರುತ್ತದೆ. 


a+(—a)=0= 
(—a@)ea 


G25 = 
a.b=b. a 
(a.b).c=a. (b.c) 


ಗುವಂತೆ ಔ ನಲ್ಲಿ | ಎಂಬ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಇರುತ್ತದೆ. 

Ml 
Ml 


a0 


xa 


ax (b+c)=(axb)+(axc)=(b+e) xa 


| 2.9 ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿನ ಅನುಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧ. 


a, ಶಿಗಳೆಂಬ ಎರಡು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟ 3S 04೫ =h ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣ 
ಸನ್ನು ೫ ₹ R ಯಾವಾಗಲೂ ಇರುವಂತೆ ಬಿಡಿಸಬಹುದು. 
ಇಲ್ಲಿ (1) x ಧನಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ, ೩ಯು ಶಿಗಿಂತ ಚಿಕ್ಕದು, ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 
ಮತ್ತು a<h ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
(2) 2-0 ಆದರೆ, a=b ಆಗುತ್ತದೆ. 
(3) 2 ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ, a Oo bh Nos Bee Oo ಎಂದು ಹೇಳು 
ತ್ರೇವೆ, ಮತ್ತು (೫ ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಬಗೆಯ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಅನು 


ಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧವೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
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We notice that if a>b, then b<a. 
Proof -—Since a>b, there exists a negative number 
x such that a+ 2=b. | 


Adding—a to both sides, we get 
a=b-+(—zx) where (—-2) is positive .. by definition, 
b<a. 


Geometrical Representation :— 


ಈ 
a 
A x B 


Let a<b. .. there exists a positive number x such that 
a+xz=b. Let A represent a on the number line 1. Then 
b 1s represented on / by the point B, distant x from A to 
its right ; .. if ab, then A les to the left of B. 


Similarly if a>b, then A lies to the right of B. 


If a=b then A and B coincide. Since the origin O repres- 
ents the number 0, if x is positive 2>0, and if zis negative, 


2<0. 
Properties 0; the Order Relation. 
The law of trichotomy :— 


(1) Ifa, b © R, thenone and only one of the following 
three relations holds : 


a<b, a=b or a>b 
This property is described as the law of Trichotomy. 
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a>b ಆದರೆ, ba ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 


ಸಾಧನೆ: ೩೨h ಆದುದರಿಂದ, ataz=b ಆಗುವಂತೆ, ೫ ಎಂಬ ಒಂದು 
ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆ ಇರುತ್ತದೆ. ಮೇಲಿನ ಸಮಾಕರಣದ ಉಭಯ TOS ENT 
(—2)ನ್ನು ಕೂಡಿದರೆ, ೧b (೫) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ (- ೫) ಎಂಬುದು 
ಧನಸಂಖ್ಯೆ, .-, ಮ್ಯಖ್ಯೆಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ, b<a, 


ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ನಿರೂಪಣೆ: —. 


—+—-—>-—-— + —_—____l 
ee ey, 
A x B 


a <b 20009, : 04 ೫= ಆಗುವಂತೆ ೫ ಎಂಬ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿರುತ್ತದೆ 
ಸಂಖಾ ರೇಖೆಯಾದ।! ಮೇಲೆ A ಬಿಂದುವು q ಯನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಲಿ. ಈಗ, Aw 
ಬಲಗಡೆಗೆ, ಅದರಿಂದ ೫ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ B ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಹ ಯನ್ನು 1 ಮೇಲೆ 
ನಿರೂಪಿಸುತ್ತದೆ. :. a<bh ಆದರೆ, Aw Boh ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 
ಹಾಗೆಯೇ a>bh ಆದರೆ, 4ಯು ಔಯ ಬಲಭಾಗದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. q=h ಆದರೆ, 
A ಮತ್ತು ಔಗಳು ಸಂಗಮಿಸುತ್ತವೆ. 0 ಎಂಬ ಮೂಲ ಬಿಂದುವು ಸೊನ್ನೆಯನ್ನು 
ನಿರೂಪಿಸುವುದರಿಂದ, x ಧನಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ ೫2 >0 ಆಗಿಯೂ, x ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ 
೫೭0 ಆಗಿಯೂ ಇರುತ್ತವೆ. 


ಅನುಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧದ ಗುಣಗಳು 


a b © R ಆದರೆ, 


(1) ತ್ರಿಚ್ಛೇದ್ಯ ನಿಯಮ: 


a<b, a=b. adb ಎಂಬ ಮೂರು ಸಂಬಂಧಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಮತ್ತು 
ಒಂದು ಮಾತ್ರ ನಿಲ್ಲುತ್ತದೆ. 


ಇದನ್ನು ಅನುಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧದ ತ್ರಿಚೆ ದ್ಯ ನಿಯಮವೆನ್ನುವರು. 
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The Transitive Law — — | 
(2) If a<b and b<c. thena<e. For, since a<b, there’ 
exists a positive number Y such that a+y= 6 


And since b<c, there exists a positive number 2 such that 
b4 z= 
Now e=bi=la+y)+2=a-t(y+o) where y+z= 
some positive number= 2. 
- a+a=c where x 1s positive. 


ಇ a<c. 
The law of addition : 


(3) If a<b and c<d. then atce<b+d 
For,‘ a<b .. there exists a positive number x such that 


ath 
- q—b=— visa negative number. 
-- c<d, -. there exists a number y>0. such that 
ct+y=d 
-e—d=—y<0. 


Now (a+c)—(b+d)=(a— 1 +(ce—d) where 
-—bh<0 and c—d <0 
- (a+e)— b+d)<0 
"“ (ate)<(b+d) 


(4) The law of multiplication : 
Was, then ka<kb if kis positive and ka>kb if 
k is negative. " | 2 
Fo) When B30, and «<b cogeee =< 
*, ka—kb=k (a—b) is negative 
_ 2. @e—b)=0 «. hard. 
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(2) ವಾಹಕ ನಿಯಮ: a<b, b<c ಆದರೆ acc ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಏಕೆಂದರೆ a<h ಆದುದರಿಂದ, apy=—bh ಆಗುವಂತೆ y ಎಂಬ ಒಂದು ಧನ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಇರುತ್ತದೆ; ಹಾಗೆಯೇ 


b<c ಆದುದರಿಂದ, b+z=c ಆಗುವಂತೆ, 2 ಎಂಬ ಒಂದು ಧನಸಂಖ್ಯೆ ಇರುತ್ತದೆ, 
SN c=b+2=(at+y)+2=04 yt2) =ate 
ಇಲ್ಲಿ r=ytz ಒಂದು ಧನಸಂಖ್ಯೆ. 
EC 
(3) ಸಂಕಲನ ನಿಯಮ: ಇ ಮತ್ತು eT ಆದರೆ atc<b+d 


ಏಕೆಂದರೆ, a<h ಆದುದರಿಂದ a4ec=bh ಆಗುವಂತೆ, ೫ ಎಂಬ ಧನಸಂಖ್ಯೆ 
ಇರುತ್ತದೆ. ಎಂದರೆ q—hb= —g, ಒಂದು ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತೆದೆ. 


*. a—b<0 

೭೬4 ಆದುದರಿಂದ, 6-4 <0 

. (a-+e)— (6--d) = (a —b) + (cd) <04-0=0- 

2. (a+e)—(b+d)<0  «.(a+c)<(b+¢). 
(4) ಗುಣಾಕಾರ DMD. 

a<bh ಆದರೆ, k>0 ಆದರೆ, ka< kb 

ಮತ್ತು k<0 ಆದರೆ, ka>kb. 

ಏಕೆಂದರೆ, 0<cb .. (a—b)<0 

Sn ka—kb=k(a—b) 
(1) Y k>0 ಆದರೆ, kia—b)<0 

ಎಂದರೆ ka—kb<0 ..ka<kb. 
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(2) Again when k<0, 
ka—kb=k (a—b) where both & 
and (a—b) are negative .. k (a—b)>0. 
*. ka—kb>0 te ka>kb 
(5) The Reciprocal Law of the Order Relation :—- 
If 0<a<b, then 


: wt: Now a>0, 6>0..ab>0.. 1 But a<b 


a’ b ab 
Multipy both sides bys 
me d 
- 
+ A 1 Ke : 1 ] 
ವ which implies - >> 


e.g.0<2 <5 Notice that }>1 


Examples :— 

(1) Evaluate S= {ajacl, 42+11 3231! 
40-+11>31=20411 
Adding—11 to both sides 
(4c +11)—11>(20411)—11 

4a +(11—11)>20+4(11—11) 
47220 
Dividing by 4 (+0), we get, 
r>s5 
2=o,6,7,/8,... 


S= |S, & 7, 6, 8s. . | 
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(2) ಆದರೆ, k<0 ಆಗಿದ್ದಾಗ, kia—b)>0 
ಎಂದರೆ ka—kb>0 .. ka>kb 


(5) ಅನುಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧದ ಪ್ರತಿಲೋಮ ನಿಯಮ : 


0೭೩ <b vas, 151 
a b 


on ಎನ್ನ ab x 0. >0 
a 


ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿದರೆ 
3 | 


Das 
ae 


ಉದಾ: 0 < 2 <5 2H, 3 > 1 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು (1) 
S== isl = I» 4a + Wp LQ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
42+ 11331 = 20047) 
— 11ನ್ನು ಎರಡು ಕಡೆಗಳಿಗೆ ಸೇರಿಸಿದರೆ, 
(4a4+11)—11 >(20+11)—11 
“42+ (11—11)>20+(11-—11) 
-. + 0 
4(4-0) ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ 
ome 

B=B, 6,7, 8. 

SH 1B, 6,7, 8. 


(2) Find all integers # such that 
7£+5<26 
7a+5<26=21+5 
Adding—5 to both sides P 
12+ (5—5)<21 + (5—5) 


1521 
Dividing by 7 (#0), we get 
L<3 
2=2 VO —2 =e... 


Absolute Value 


Ifx ER, then the absolute value of x, denoted by the 
symbol |x| 1s defined as the positive value of z. Th 
symbol is read as the modulus of z, or briefly mod z. 


gD = 2, | Seam 9, |—4| =4, |— 74 | = 


Exercises.—2.2 

) ja | EL, 3745 <1 
) (@ | wel, v+13>—4a—2} 
3) jt | wel, 3c 527 
) iz) @ET, 2043-52! 
) iz | wl, 14 2—11ml8— 2! 
IT Simplify the following :— 

(1) |3| + [7] 

(2) 3— | 3—4 | 
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(2) 
7245 «26 ಇರುವಂತೆ, ಎಲ್ಲಾ QMS. ೯ಂಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುವಿಡಿಯಿರಿ, 
1745 < 26—21-45, 
ಎರಡು ಕಡೆಗಳಿಗೂ —HA2, ಸೇರಿಸಿದರೆ, 
4 (5 — Spel (5 — 5) 
Tac Wl 
7(0) ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ, 
T<3 ಎಂಬುದು ಸಿಕ್ಕುತ್ತದೆ. 
CERN El, ee 
ಧನಾತ್ಮ ಕ BPO, 


a ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅದರ ಧನಾಂಶದ ಬೆಲೆಯನ್ನು, ೫ನ ಧನಾತ್ಮಕ ಮೌಲ್ಯ ವೆಂದು 
ತ್ತೇವೆ; ನಿದನ್ನು , x | ಎಂಬ ಚಿಷ್ನೆ ಯಿಂದ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೆವೆ. ಈ ಚಿಹ್ನೆ 


Bis, ro ಮಾಡುಲಸ್‌ ಅಥವಾ ಸಂಕ್ಷೇಪವಾಗಿ ಮಾಡ್‌ 7 ™ ಎಂದು ಓದು 
ತೇವೆ.' 


I ಇವುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(1) {zivgl, 30+5<17) 
(2) {izlvel, x+13>—4v-—2) 
(3) jv|e@el, 32—5>7—72! 
(4) izlzel, 244+3<¢—5—22!} 
(5) ivlvel, 14%—-17313—2!} 
II ಇವುಗಳನ್ನು ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ 
(1) 1381-17) 
(2) . 3—. Po 
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(3) | -5| x | 13 | 
(4) —(| —12+3 |) 
(6) =) —3) xe 


2 10 Complex Numbers. -In the course of solution ¢ 


quadratic equations, sometimes we come across quantitl 


of the form v(a negative number) 
e.g. in the case of the equation 
#40 
1=—l 
Taking square roots we get “= +V—lI 


Similarly for the equation 2°—-£+1=0 


lds 
we get s=—_———_ 
2 
_—TEey—1 v3 
SS 


Thus the symbol v—1 finds its entry into our calcul 
tions. 


However there is no real number, whose square is— 
Thus, solution of quadratic equations is not always possibi} 
within the set R of real numbers. For this purpose, 
need to extend the number system still further. 


In order that the equation 2?+1=0 may have solutior 
in this extended system, we need to have the symb 
4= V—1 as a number, and we must use it in all the art 


metica! operations, along with other numbers, subje 
only to the relation ?=—1. | 


The new number thus postulated is called the im 
ginary unit, and it will be seen that by combining it alo 
with other numbers, any quadratic equation can be solve 
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(3) | +5|x | —13] 
(4) —( | —124+3|) 
(5) (| —3) —8) x5 


9.10 223 ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


ವರ್ಗಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಾಗ. ಕೆಲವು ವೇಳೆ ,/ (ಒಂದುಖಯಣಸಂಖ್ಯೆ) 
ಈ ತರದ ಪರಿಮಾಣಗಳು ತಲೆದೋರುತ್ತವೆ. 


ಉದಾ: ೫-41=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ೫2 1 
ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, y= 4 ೪ 71 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ' 
ಹಾಗೆಯೇ ೫ 4೫41-0 ಎಂಬಲ್ಲಿ, 


“INES =—14 3 
re) SS aae 
2 2 


ಹೀಗೆ, ./ 1 ಎಂಬ ಚಿಹ್ನೆಯು ಲೆಕ್ಕಾಚಾರಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರವೇಶಿಸುತ್ತದೆ. 


ಆದರೆ, —] ಎಂಬುದನ್ನು ವರ್ಗವಾಗಿ ಇರುವ ಯಾವ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ 
ಇರುವುದಿಲ್ಲ. ಆದುದರಿಂದ, ವಾಸ್ತ ವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ R ಎಂಬ ಗಣದಲ್ಲೇ € ಇದ್ದುಕೊಂಡು 
ವರ್ಗಸ ಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಎಲ್ಲಾ ಸಂದರ್ಭಗಳೆಲ್ಲೂ ಬಿಡಿಸಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. ಈ ಉದ್ದೇ 
ಶದಿಂದಲೇ ಸಂಖ್ಯಾವ್ಯೂಹವನ್ನು' ಮತ್ತಷ್ಟು 'ವಿಸ್ತ ರಿಸಬೇಕಾಗಿ ಬಂದಿದೆ. ಈ ರೀತಿ 
ಯಲ್ಲಿ ವಿಸ್ತರಿಸಲ್ಲ ಟ್ಟಿ ಹೊಸ ಸಂಖ್ಯಾ PUB, 


೫4 1=0 ಎಂಬ dns ಮೂಲಗಳಿರಬೇಕಾದರೆ, i= v—1 
ಎಂಬ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು ಇದರಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಳ ' ಬೇಕಾಗುವುದು; 
ಮತ್ತು ಅದನ್ನು ಲಂಕಗಣಿತದ ಎಲ್ಲೂ ಪರಿಕರ್ಮೆಗಳಲ್ಲೂ, | “ ಎಂಬ ಸಂಬಂಧ 
ವನ್ನಿ ಟ್ಟು ಕೊಂಡು, ಇತರ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳೊಂದಿಗೆ ಉಪಯೋಗಿಸ ಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. 


ಹೀಗೆ ಕಲ್ಪಿ ಸಿಕೊಂಡ ಹೊಸ ಸಂಖ್ಯೆ ಯನ್ನು ಊಹಾ ಏಕ (ಊಹಾ ಜನಕ ಏಕ) 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆ ವೆ. ಇದನ್ನು ಇತರ ಸಂಖೆ, "ಗಳೊಂದಿಗೆ ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡರೆ. 
ಯಾವ ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬೇಕಾದರೂ ಬಿಡಿಸಬಹುದೆಂದು ಕಾಣಬಹುದು. 


39 


e.g. 2+1=0 has the solutions T= + 1; 2 +a2+1=0 has 
the solutions 


{iw . 1s ee 
—_ 2 
The solution of the general quadratic equation will be 
taken up in a later chapter. e, & _ 
A number of the form a-+7b, where 4 and 6 are real 
numbers, is called a complex number ; @ 1s called its real 
part and 1 b its imaginary part. The set of all complex 
numbers is denoted by C. This set contains every real 
number for any real number a can be written as a@+20 


. aC 


A complex number of the form 0--72b, with its real part 
zero. will be called purely imaginary. Thus a purely 
imaginary number is ot the form ib whereb= Rk. The 
real number 0 1s written as a complex number in the 
form 0-4-10. 


Equality and Arithmetical Operations. 
(1) Two complex numbers a+1b and c+id are 
said to be equal and written as 
a+ib=c-+id if a=c and b=d 
(2) Addition :—Addition of complex numbers 
a+b, c+ id is defined by the formula 


(a+b) +(c-+-1d)= (ae) +1(b +d) 
which is again a complex number. 
.. C is closed under addition. 
Further, since 
a+c=c-+a and b+d=d-+6b 
it follows that 
(a-+2b) + (¢ +-id) = (cid) +(a+4b) 


“. Addition of complex numbers is Commutative. 
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ದಾ (1) ೫4 1=0 ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು + ;. 
(2) 242 4+1=0 ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 


r= ee 
2 
ಸಾಮಾನ, ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವ ಕಾರ್ಯವನ್ನು ಮುಂದಿನ ಅಧ್ಯಾ ಇ 
ಪೊಂದರಲ್ಲಿ ವಿಚಂರ ಮಾಡಲಾಗುವುದು. 


a ಮತ್ತು ಶಿ ಗಳು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿದ್ದಾಗ, ೩-೪ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೇ ವೆ, ಯನ್ನು ಅದರ ವಾಸ ಕವ್‌ ಭಾಗ 
BOT, jboss, ಅದರ ಊಹ ಭಾಗವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೆ es. ಎಲ್ಲಾ ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಿಂದ ರಚಿತವಾದ ಗಣವನ್ನು 0 ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೆ_ ಅವೆ. ಪ್ರಕಿಯೊಂದು 
ಮಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ ಯೂ ಈ ಗಣಕ್ಕೆ ಸೇರಿರುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ, a ಎಂಬ ವಾಸ್ತವ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಯನ್ನು 40 ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದಲ್ಲವೇ 2 
>. RCC 
ತನ್ನ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗವು ಶೂನ್ನವಾಗಿರುವ, O+Lib ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯ ಯನ್ನು ಶುದ್ಧ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಸೆಯೆಂದು ಕರೆಯುವೆವು. ಹೀಗೆ, 'ಶುದ್ಧ ಊಹ್ಯ 
ಬೈಗಳಿಲ್ಲಾ ab, “ne (b< R)] ಠೂಪದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 0 ಎಂಬ WIA, ಪ ಸಂಖೆ 
=} 0-10 ಎಂದು ಮಿಶ By ರೂಪದಲ್ಲಿಡಬಹುದು. 


ABS, ಮತ್ತು ಅಂಕಗಣಿತದ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು 


(1) a=c ಮತ್ತು b=d ಆಗಿದ್ದರೆ, ೧1h ಮತ್ತು 0444 ಎಂಬ ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖೆ ಗಳು ಪರಸ ರ ಸಮವಾಗಿವೆಯೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೆ ವೆ, ಮತ್ತು 041b= 
pt ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೆ ಆವೆ. 


(2) ಸಂಕಲನ : ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಸಂಕಲನವನ್ನು (a Hd)+(e+-id)= 
(a+ +0) +4 (b--d) ಎಂಬ ಸೂತ್ರದ ಮೂಲಕ ನಿಷ್ಕರ್ಷಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ 
(ac) + Ub +d) ೦ಬುದೂ ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯೇ. 


* CO ಎಂಬ ಗಣವು ಸಂಕಲನದ ಬಗ್ಗೆ ಆವೃತವಾಗಿದೆ. 

ಮತ್ತೆ, atc=c+a, b+d=d+b ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 

(a +b) +(c-+-1d) = (c-+-1d) +(a+1b) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
ಶ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಸಂಕಲನವು ಪರಿವರ್ತನೀಯವಾಗಿದೆ. 
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It is easy to verify the associative law. 
(aid) + te+id)| + e+if) = (+10) + 
[(c-+id) + (e+*f)] 


The additive identity 0=0--i0 is the additive identity 
in the set C of all complex numbers. 


For (a+ib) + (0+10) = (ao) + 2(b+0) =atib. 
Again hy the commutative law 
(o--i0) +(a-+-ib) = a-+0b 
(2) The additive inverse :— The complex number 
a+ib has (—a) +i(—) 
——a—ib for its additive inverse. for 
(a+b) +[(— a) +7(—b)]=(a— a) +1(b— 6)=0 +10= 


“a+b and (—a)+i —b) are additive inverses of 
each other. 


(2) Subtraction is defined by 
(a+b) —(c +id) = (a +b) +]( =e) +4(—d 


as the inverse of addition. 


(3) Multiplication : a+ib and c+4d are multiplied 
like ordinary binomial expressions as follows : | 


(ab) x (c+i7d)=ac+aid +ibe+ibid 


Using the commutative and associative laws of addition 
and multiplication we write this as 
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ಮುಂದೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಸಹವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮವನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸರಿ ನೋಡ 
ಬಹುದು : 


[ (a+b) + (c+id) ] + (e+if 


= (a+b) + 
[ (ct) + (e+) ] 
ಸಂಕಲನದ ಏಕ : 0-0-೬40 ಎಂಬುದು ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳೆ 0 ಎಂಬ 
ಗಣದಲ್ಲಿ ಸಂಕಲನದ €£ ಭಜಿ ವ್ಯ ವಹರಿಸುತ್ತದೆ. 
ಏಕೆಂದರೆ, 
(a+) + (0+720) = (a+0 . (o-- 0) = } 
ಪುನಃ, ಪರಿವರ್ತನೀಯ i + tee ey 
(0-4-40) + (a+1b) = a+, ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ 
(1) ಸಂಕಲನದ ಅನುಲೋಮ :—(a+4+ib) ಎಂಬ ಮಿಶ್ರ HRA 
(—a)+ 1 (—b) ಎಂಬುದು ಸಂಕಲನದ ಅನುಲೋಮವಾಗಿ ವ್ಯವಹರಿಸ ಸುತ್ತದೆ, 
| ಏಕೆಂದರೆ, 
(a+1b) + [(—a) + 2 (—b)] = (a—a) + 0 (b-—b) 
= 0-440 = 0: 
6-೬) ಮತ್ತು (- 
BRN: ವೆ. 


a) ೬ 14(—b) ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಸಂಕಲನದ 


(2 ವ್ಯವಕಲನ: (04) — (td) = (atid) + 
‘[(—0)+4(-d))] ಎಂಬುದಾಗಿ, ಸಂಕಲನದ ಅನುಲೋಮದಂತೆ ಪರಿಗಣಿ 
ತೇವ. 

| (3) ಗುಣಾಕಾರ : 


(0+ 1) ಮತ್ತು (೧44d) ಗಳನ್ನು ಸಾಮಾನ 
ದಿ ಪದಗಳಂತೆಯೇ ಮುಂದೆ ಸೂಚಿಸಿರುವಂತೆ ಗುಣಿಸುತ್ತೇವೆ 

a+ib) x (ec: id) = ac+ard + the+thid ಈಗ 
ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರಗಳ ಸಹನರ್ತನೀಯ ಮತ್ತು ಪ 
ಸರಿಸಿ, 


ಸಂಕಲನ 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ DOWNS ad 
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(a+b) x (e-+id) = ac --iad +ibe+?bd 

But Pew] : the product = (ac—bd) +1(ad +bc) 
- (a+tb) x (e+id) = (ae— bd) +1(ad be) 

which is again a complex number 


"Cis closed under multiplication. 


Conjugate complex numbers 


If a and b are real, a+b and a—ib are said to be conjuga: 
complex numbers. We notice the following interestit 
results relating to such pairs of complex numbers. 


(1) The sum of two conjugate complex numbers i 
a real number. 


For (a +76) +(a—:b) = a+( b—ib)+a=2a€ R 


(2) The difference between two conjugate comple 
numbers is a purely imaginary number. 


For ‘a+ib)—(a— ib) = (ib +a) —(a—ib, 
= 16+ (a—a) +74 


= 21h which is purely imaginary. 


(3) The Product of two conjugate complex numbe 
is a real number. 


For (a+7b) (a—ib) = a*—(7b)* — a? +b 
which is a real number. 
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(a+b) x (e+id) = ac+iad+ ibe + ibd 
ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆದರೆ 7z—_ ] 
OW = (ac—bd) + 1 (ad + bc) 
ಎಂದರೆ, (0-+-1b) x (cid) = (ac—bd) + 1 (ad4-be) 


ಈ Ow ಒಂದು ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯೇ. ಆದುದರಿಂದ, 0 ಎಂಬ ಗಣವು 
ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ "es, ತವಾಗಿದೆ. 


ಅನುವರ್ತ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


a, b ಗಳು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿದ್ದ ರೆ 04h ಮತ್ತು 0- ಗಳನ್ನು 

'ಅನುವರ್ತ ಮಿಶ್ರ ಸ 235, ಗಳೆಂ ದು' 3500098, "ವೆ. ಈ ತೆರನಾದ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ 

ಜೊತೆಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಮುಂದೆ ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ರಸವತ್ತಾದ ಫಲಿತಾಂಶಗಳಿನ್ನು 
ಗಮನಿಸೋಣ, 


(1) ಎರಡು ಅನುವರ್ತ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮೊತ್ತವು ಒಂದು ವಾಸ್ತವ 
ಸಂಖ್ಯೆಯೂಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಏಕೆಂದರೆ, (a+b) + (0-1b) = a + ((b-—1h) +a 
= 2a = R. 


(2) ಎರಡು ಅನುವರ್ತ ವಿಂಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ವ್ಯತಾ ಸವ ಒಂದು ಶುದ್ಧ ಊಹ್ಯ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾಗಿರುತ್ತ ದೆ. 
ಏಕೆಂದರೆ, (0+) (0-1) = (ib+a)—(a—ib) 


ab + (a—a) + 2% 
= 24. (ಇದು ಶುದ್ಧ ಊಹ 
ಸಂಖೆ 3 


(3) ಎರಡು ಅನುವರ್ತ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ meng ಒಂದು ವಾಸ್ತವ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಏಕೆಂದರೆ, (a+1b) (a—ib) = a—() = a? -+ BF 
(ಇದು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ) 
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Basic Laws of Multiplication 
Further, (c-+id) (a+7b) = (ca—db) +2(da +-cb) 
—(ac—bd)+ i (ad +be) 
=(a+ib) x (e+7d) 


-. Multiplication of complex numbers is Commuta- 
tive. | (1) 


It is also easily verified that the associative law 
[(a 4-6) x (o-Hid)] x (e+-if) = (a +4) x [le Hid) x 
(e+-if)] holds good. | (QF 
We have (a—+1b)(c +1d) = (ac—bd) +1(ad 4-be) 
Taking c+id=1-+10=1 we have 
(a+ib) (1+70)=a+2b=(1 +10)(a+7b) 
” 1+to=1 is the multiplicative identity or the 
unity in C (3) 


(4) Multiplicative inverse ; Division in the set of all 
Complex Numbers 


Let a+7b be the given complex number. We want to; 
find, when it exists, the number z+2y such that 


(a+b) (z+) = (1120) ....... I 


Or in other words, we want to find, when it exists 
the number 2-+7y, such that 


1+10 
a+ab | | 
Multiply both sides of I by (a—b) 


{ 


= (er. ... 
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ಗುಣಾಕಾರದ ಮೂಲನಿಯಮಗಳು 
ಅಲ್ಲದೆ, 
(c-+-d) x (a+1b) = (ca—db) + 4 (da+cb) 
= (ac—bd) + 1 (ad+bc) 
(a+b) x (c+7d) 
: ಆದುದರಿಂದ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರವು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮ 
ವನ್ನನುಸರಿಸುತ್ತದೆ. (1) 


ಮುಂದೆ ಕಾಣಿಸಿರುವ ಸಹವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮವನ್ನೂ ಸುಲಭವಾಗಿ ತಾಳೆ 
ನೋಡಬಹುದು. 


[ (a+b) x (c+) ] x (e+2f) = (a+) x 
[(c+id) x (e+7f) ) (2) 
sin (a+b) (c+id) = (ac—bd) 4+ 2 (ad+bc) 
ಇದರಲ್ಲಿ ctid = 1410 = 1 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 
(a+b) (1440) = a+ = (1420) (0+) 
1470=1 ಎಂಬುದು 0 ಯಲ್ಲಿ ಗುಣಾಕಾರದ ಏಕವಾಗಿ ವೃವಹರಿ 
ಸುತ್ತದೆ. (3) 
(4) ಗುಣಾಕಾರದ ಅನುಲೋಮ ; ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಭಾಗಾಕಾರ 
a+b ದತ್ತ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ. ಈಗ (a+b) (x+y) = 
1+i0 (1) 


ಆಗುವಂತೆ, ೧4-4 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು, ಅದು ಇದ್ದದ್ದೇ ಅದರೆ ಹೇಗೆ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯುವುದು ? 


ಅಥವಾ, ಅಂಥ ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿದ್ದರೆ, 


14-40 
= = oy (IT) 


ಆಗುಷಂತೆ, wy ಯನ್ನು ನು ಹೇಗೆ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬೇಕು 2 
ಇದಕ್ಕಾಗಿ, (I) ರ ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ (a — rb) ಯಾದ ಗುಣಿಸಿರಿ. 
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(a—ib) (a+b) (a-+iy) = (a—ib) (1 -+%0) 
(+b) (x+iy) = (00) 
ie 0 dividing both sides by (a? +0?) 


: a a eh 
erin = (ahs) +(e) 
This is the multiplicative inverse of (a-+7b), and it 
belongs to C. 


Note :—(1) «+iy exists if a +850. This just requi- 
res that one at least of a and b should be #0. But then 
a+b 0. 


Thus all complex numbers. except 0-0 have thei 


multiplicative inverses in C. 
1 


(2) Further, IL shows that xz-+y = 
a+b 
Hence, the familiar notation («+/y)=(a-+-7b)—’ is use 
for the multipticative inverse of (a +76). 


In general. division is possible in C. whenever the divis 


+0. Let a-+7b+0 and cons'der 
A+iB 
a+ib 
Multiply on both sides by (a—vb) (a-+7b) 
(A+iB) (a—ib) = (x tiy) (048) 
(Aa Bb)+1 (Ba—Ab)=(x-+7y) (a*?+6?) 
Now a+7b#0 .. a@+?40. Dividing by (a°—+b) 


we get 


oy ho 4 4 Ba— 4b - A+B 
Ce a* +b? a+ib 
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(a—7b) (a+-2b) (x +iy) = (a—ib) (1 +70) 
(a? +b?) (x+y) = a—ib 
0-4-024 0 ಆದರೆ, ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ (0? -b3) ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ. 


we a -{ —b 
tiv = (rp) (azn) 


ಇದೇ, (a+b) ಯ ಗುಣಾಕಾರದ ಅನುಲೋಮವಾಗಿದೆ, 
ಮತ್ತು ಅದು (0 ಯ ಒಂದು ಗಣಾಂಶ. 


ಗಮನಿಸಿ : (1) 44-05೬0 ಆದರೆ, ೫41 ಇರುತ್ತದೆ, 
ಇದಕ್ಕಾಗಿ ೧ ಮತ್ತು b ಗಳೆರಡರಲ್ಲಿ ಕನಿಪ್ಮಪಕ್ಷ ಒಂದಾದರೂ. 0 ಇರಬೇಕು. 


ಆದರೆ, ಆಗ 0+ 1b .. 0-4-10ಯನ್ನು ಹೊರೆತು, ಉಳಿದ ಎಲ್ಲಾ ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೂ, (ಗಣದಲ್ಲಿ ಗುಣಾಕಾರದ ಅನುಲೋಮವಿರುತ್ತದೆ. 


(2) ಮೇಲಾಗಿ, (11) ರಿಂದ ೫+ ee ಎಂದು ತಿಳಿದುಬರುತ್ತದೆ. 
a+ 


ಆದಕಾರಣ, x + iy = (4 4-40) -! ಎಂಬ ಪರಿಚಯವಾದ ಚಿಹ್ನೆಯಿಂದ, (೧--1ರ)ಯ 
ಗುಣಾಕಾರದ ಅನಂಲೋಮವನ್ನು ತಿಳಿಸುತ್ತೇವೆ. 


| ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ, ಭಾಜಕವು 0 ಅಲ್ಲದ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿಲ್ಲಾ , 0 ಗಣದಲ್ಲಿ ಭಾಗ 
ಹಾರವು ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದೆ. 
a+ 1hb34-0 ಇರಲಿ. A+ =a2+1y ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
a+b ' 
ಇದರ ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ (0 1b) (0-4-1) ಇಂದ ಗುಣಿಸಿದರೆ, 
“(A +4B) ((—b)= (x+y) (a? +67) 

”.(Aa+ Bb) + (Ba — Ab) =(x+1y) a? +6?) 

SN at+ib+o 04240. (0345) ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ, 


Aa+ Bb, , Ba—Ab_A+B 


a? +b? a+b? a+b 


ety = 
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| 

| 

The distributive laws 
(a8) x [(d +6B) +(C$iD)]=(a-+ib) (4B) (aid 
(C+D) = [(AHB)+(C-+D])x (a +10) 

can be easily verified by actual multiplication, an 
simplification. 


5. Distributive Laws of Multiplication w.r.t. addition 


Exercises 2.3 
I Simplify the following and write .down thei 
conjugates. 
(1) (48%) x (84-20) + 14—12 
(2) {(6+2t)—(8+32)! x (—5-+22) 

Il Find the multiplicative inverse of each of tl 
following, expressing them in the form 4+7B where A an 
B are real. . 

(2430), (—1—i), (3-20, (—), (2) 

III Express the following in the form A+? 
where A and B are real. 


KE 2.22. &-i 
1—+ 2-4 (1—v?) 
1 

Key -" ae 
IW Evaluate: 2 4, & fe @& Ge & 
Z, Z,, for Z,, Z,, Zs, Z,, By. given m We. I. 


V Using the notation Z for the conjugate «—iy o 


the number Z=x-—-iy, evaluate Z, Z, Z, 1, 14 Z 


Z,, 2, GZ, 
VI Calculate : 
7. 66 
ZA 


(5) ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಗೆ ಗುಣಾಕಾರದ ವಿಭಾಜಕ ನಿಯಮಗಳು 
(a +10) x [(A +4B) + (C--4D)]= (a +10) (A +1B) 
+ (a+ 1b) (CHD) =[(A +B) + (C+ 4D)] x (a+ 1h) 
ಗುಣಿಸಿ, ಸುಲಭ ರೂಪಕ್ಕೆ ತರುವುದರ ಮೂಲಕ ಇವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸರಿ 
ನೋಡಬಹುದು 
ಅಭ್ಯಾಸ 2.3 


I ಇವುಗಳನ್ನು ಸುಲಭ ರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ, ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಅನುವರ್ತಿಗಳನ್ನು 
ಬರೆಯಿರಿ. 


1) (4—31) x (842) +14—12 
2) {(6 +2i)—(8434)! x(—5 +24) 


11 ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಗುಣಾಕಾರದ ಅನುಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದು, 
ಅವನ್ನು 4--{B, (A. B ವಾಸ್ತವ) ರೂಪದಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತ ಪಡಿಸಿರಿ. 


(2430) (—1—4), (3— 21), (I—1), (2-4) 
III ಇವುಗಳನ್ನು A+iB. (4, B ವಾಸ್ತವ) ರೂಪದಲ್ಲಿಡಿ. 


a ee | 
Pie a a ey: = 
244 2+5i 


was © Wir 


Z Z= a 
| IV ಮೇಲಿನ 111ನೇ ಪ್ರಶ್ನೆಯಲ್ಲಿರುವ 7,, ಕೈ, Zar Ly Ze ಗಳನ್ನಿಟ್ಟುಕೊಂಡು 
ZZ» Lolly Lgly LL LZ, ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
V Z ಎಂಬ ಸಂಕೇತವನ್ನು 2-೫-41 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಅನುವರ್ತಿಯಾದ 
(xn—iy)R ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು 72, ೭2, 1, 11; ಮತ್ತು 

ZZ, ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
VI ಇವುಗಳನ್ನು ಲೆಕ್ಕ ಮಾಡಿ: 


CHAPTER 3 
Indices, Surds and Logarithms 


3.1 Laws of Indices. 
Ifa © R,andn © N, we define a” as follows: 


a =d.a.a.-...a, the product on the right 
containing n factors, each of which is a. Here Ris the 
set of all real numbers, and N the set of all natural 
numbers. 


The process of getting a starting with a is called 
raising a to the power n, and n is called the index of this 
power of a. 


From this definition of an index we prove the follow- 
ing laws of indices. 


I (a) am x am~= amr wherea © Randm,n < N. 
Horas x a =(@.a...a@) X@.@.. .@ 
to m factors to n factors 
By a repeated application of the associative law of 
multiplication we get a x an = (@.a... axa...) 
to (m-+-n) factors 
=an+” by the definition of an index. 


Thus | am Xan=amtn |..... (3.1) 
b) am 4 
( ) = qn—n if m>n, 
oe WM « r oe (RUN) 
— = — ifn>m, 
an aqn—m J 
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ತವೆ, 


ಅಧ್ಯಾಯ 3 
ಘಾತಾಂಳಗಳು, ಕರಣಿಗಳು ಮತು ಪ್ರತಿಘಾತಗಳು 


3.8 ಘಾತಾಂಕಗಳ ನಿಯಮಗಳು 
ac R ಮತ್ತು೫€೯N ಆದರೆ a” ನ್ನು ಮುಂದೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವಂ ತೆ ನಿಷ್ಕ READ 


a” =4.0.4 ,,....a ಇಲ್ಲಿ ಬಲಭಾಗದಲ್ಲಿರುವ ಗುಣಲಬ್ದವು ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ 
a ಆಗಿರುವಂತೆ n ಅಪಪ? ನಗಳಸ್ನೊ ಛಳಗೊಂಡಿರುತ್ತ ದೆ. ಇಲ್ಲಿ R ph ಎಲ್ಲಾ 


ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಗಣವನ್ನೂ NV ಎಂಬುದು ಎಲ್ಲಾ ಸ್ಪಾ > ಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವನ್ನೂ 


ಸೂಚಿಸುತ್ತ 3. 
& MSD ಪೂದಲು Be an ನ್ನು ಪಡೆಯುವ ಈ ಕ್ರಿಯೆಗೆ a ಯನ್ನು n 


ಘಾತಕ್ಕೆ ಏರಿಸುವುದು ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ "ಮತ 2, ೫ ಎಂಬುದನ್ನು a ಯ ಈ ಘಾತದ 


= ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ತಾಂಕದ ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಿಂದ ಮುಂದೆ ಕೊಟಿ ರುವ ಘಾತಾಂಕಗಳ 
a. ಸಾಧಿಸುತ್ತೇವೆ. 
I (a) aCR,m,n<N ಆದರೆ am ¥ ant ann 


ಏಕೆಂದರೆ ೩a = (a.4,,,,........ a a 
m ಅಪವರ್ತನಗಳು n ಅಪವರ್ತನಗಳು 


ಗುಣಾಕಾರದ ಸಹವರ್ತನೀಯ' ನಿಯಮವನ್ನು ಪುನಃ ಪುನಃ ಅನ್ವಯಿಸಿದರೆ, 


a" xan = (a. a 


oi 


(m+n) ಅಪವರ್ತನಗಳು 
— qutn ಘಾತಾಂಕದ we, ಖೈ ಯಮೇರೆಗೆ, 


a a” eee | li kt ee ee (3-1) 


(b) 


am 
m> n ಆದರೆ, ವ = am—n 
a™ 


ee 
~~ 
~_ 
w 
= 
fe] 
~— 


am 1 
mane, = a 
a” an—m 


! 
J 
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for a (a.@.a-.-™ factors) 
a  (a.a.a...n factors) 

If now m>n, by cancelling each of the n a's in the 
denominator; against % of the m a’s in the numerator, we 
are left with a»—*in the numerator and 1 in the denomi- 
nator. 

aL nif m>n- 
an 1 
Similarly, it can be verified that 
el ee 
an qn—™m 
II (an)»=a. 
for (a”)»=[(a~) (an) (am)... n factors-] 
Now expanding a in each case, we get 
(an)n=-[(a.a... . m factors) (a-a. . . - m factors) -. . 
(Wes. m factors)] 

Opening each of the n round brackets. we find that 
within the square brackets a is multiphed by itself mx wn | 
times. ‘| 


R.H.S.=a, by definition of an index- 


(@n)n = qmn, Soc (3-2) 
TIE (ab) = amb and a a am 
(5) #3 
For (ab)"=(ab) x (ab) x (ab) «oe... to m factors by | 
definition of an index: 7 
(OKO. ws to m factors) 
xX (Gob. . to m factors) 


[using the associative and commutative laws.] 


| (ab) =a. bu 


by definition of an index. 


ಏಿಕೆಂದರೆ, aw (೧.೩.೩. .. .. .. .. m ಅಪವರ್ತನಗಳು) 


PF Ne (0.0.4. .. .. .. .. n ಅಪವರ್ತನಗಳು) 


ಈಗ m > n ಆದರೆ, ಛೇದದಲ್ಲಿರುವ ೫ , a ಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದನ್ನೂ ಅಂಶ 
ದಲ್ಲಿರುವ m , a ಗಳಲ್ಲಿರುವ n, a ಗಳೊಂದಿಗೆ ತೆಗೆದುಹಾಕಿದರೆ ಅಂಶದಲ್ಲಿ a" 
ಮತ್ತು ಛೇದದಲ್ಲಿ 1 ಉಳಿಯುತ್ತವೆ ವೆ. 


am am—n 
~. man ಆದರೆ, a = = am—n 
am 1 
ಹೀಗೆಯೇ, ೫ <— ೧ ಆದರೆ, 7; == ಎಂದು ಸರಿನೋಡಬಹುದು. 


II (am)n=am 
ಐಕೆಂದರೆ, (am)n=[(am) (am) (am) .. .. ..n.. ಅಪವರ್ತನಗಳು] 


ಈ ಪ್ರತಿಯೊಂದು (am) ನ್ನೂ ವಿಸ್ತರಿಸಿದರೆ, 
(am) = [(a.a .. .. m ಅಪವರ್ತನಗಳು) (a,a.. .. m ps aie 
(a.a.. .. m ಅಪವರ್ತನಗಳು)] 


: ಇದರಲ್ಲಿ ದುಂಡು ಅವರಣಗಳನ್ನೆಲ್ಲಾ ಬಿಡಿಸಿದರೆ ಚೌಕಾವರಣದೊಳಗೆ a ಯು 
| ತನ್ನಿಂದಲೇ m ೬ ೧ ಸಲ ಗುಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ 3 ರುವದು ಕಾಣುತ್ತದೆ. 


", ಬಲಪಾಶ್ವ ೯-೩ ಎಂದು ಘಾತಾಂಕದ ವ್ಮಾ ಖೈಯಿಂದಲೇ ತೋರುತ್ತದೆ, 


8) 


(am)n = amn 


a 


e 
bm 


il (A lo cil (+) ಹಿ 


ಏಕೆಂದರೆ, (0b) = (ab) x (ab) x (ab) x «nm ಅಪವರ್ತನಗಳು. 
(ಘಾತಾಂಕದ ವ್ಯಾಖ್ಯೇಯಿಂದ) 


=(axaXa....m ಅಪವರ್ತನಗಳು) (0 xb ೬ ....ಊ ಅಪವರ್ತನಗಳು) 
[ಸಹವರ್ತನೀಯ ಮತ್ತು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮಗಳಿಂದ] 


| (ab)™ =a” bm| (ಘಾತಾಂಕದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಿಂದ) 
Sl a (3-3) 
ace % = z 2 ee m ಅಪವರ್ತಗಳತನಕ 
p 


XO Bes: tae ne to m factors 
LX ONE Re ee eee 
BX KD Mecsas to m factors 


Examples 
Simplify :— (2*)?-(3*)?:(42)° 
(21)*- (24) (12%)? 
(2*)?- (8% (2°89: 7 
(37-2-3): [(2°°3)°]° 


98 .38.95.35.79 28. 38.95.38.75 
845. 3845.75 913. 313.175 
313—11 32 9 
- gee ~ g ~ 9 


1262“ 
HAY (00) yy” 


Simplify :— (30 0y)  . (aby 
(2a*by*)* 


3°೩೭”? MM 
Tay OOO ON 32h tz8 
ಭಂ Of-32-h4z" 
Ey 
- > SE 
94 . ory + pig = GB 2hszloyis 
ನ gi—is 
Ty 
= . 
aby? aby 
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GY == 
6) ~ bw 


a@xXaxXaX...... (m ಅಪವರ್ತನಗಳು) 
bxbxbx .,..... (m ಅಪವರ್ತನಗಳು) 


ae (3-3೩) 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು: 
1 ಇದನ್ನು ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ: 

(29). (3). (42) 
(21)°. (24)? (12°)? 

(2 (39. (2387 ಲ್‌ 

(3-7). (aa). (ese 35,7 ,2°.3?. 98.34 
4 98, 984 95, >. 75 he 913, 913, 5 

go” 32 9 
"rr 


= 3 


= 3 


; , es | (34೫) : ರಯ್‌ ಲ್ಸ 2 
ಇದನ್ನು ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ: “(Barby + | sages 
35(0°)5(25)5(y) ವ (a)(0°) (25) (y5) (2)? 


» 33a°xy? Sy a‘ biz! Gy}0 i 
aby "2 
a 35025 94. 3°b'z8 
94 , a4 y+ Fy? A 350°b4r'"y’ 
Sr oe) ee LT 
gi? —16 


e uw 
a 35a 
we ನ್‌ ಹ್ಯಾ 
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Exercises 3°1 


Simplify the following :— (All the indices are positive 
integers). 
(49)2-(24)°°(5-3-2°)° 
C5) 7)": 


3೩ ಫ್‌ 8 ಷ್ಠ 2೩3ರ? 5) 


(a*)* x (av)y +(= 
(ex (we Noa 
(ety (EE (EF) 
a+b a+b 
5 (302 yey = ( y? y » (135 102y”2 
ಯ್‌ Saha se ತಿಯ 


3.2 Fractional and Negative Indices. 


We have s» far defined a» assuming m to bea J}. 
positive integer» However, the generalising spirit of’ 
algebra requires proper meanings to be attached to the 
symbol ar for any rational value of m. 


We proceed by assuming that the fundamental index 
law 


am Xan=amtn we. (#18 
holds for all mand n © Q, the set of rational numbers. | 
We can then assizn proper interpretations fora‘ 


a—*wherea € R.p, gn EN. 


° 
,a, and 


4" 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 3-1 


ಇವುಗಳನ್ನು ಸುಲಭ ರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ: (ಇಲ್ಲಿ ತಾಂಕಗ 
ಹಾರ್ಕಾಂಕಗಳು.) py in 


1  (49)°-(24)°. (5.372%)? 
(42)?.(27.3?.7)8 


9 3a7xr5y' 3 2a3dysz? 2 
4a°b*x-y 3°00" ) 
3 (a?) x + (4 y 
(a=)¥ x ae aay 
. e- Ay = 3 sd = 3 
& | KE j a+b 
5 ಮೇ | | 2a”r3y” ) 1025y”24 2 
Q24y° A Bahetz? ಸ ( 32°y2z ) 


3-2 ಭಿನ್ನರಾಶೀಯ ಮತ್ತು ಯಣಘಾತಾಂಕಗಳು 


ಇದುವರೆಗೆ ೫ ಎಂಬುದು tig linac ಬಾವಿಸಿಕೊಂಡು am &, 
ನಿಷ ೈರ್ಷಿಸಿದ್ದೆವು. ಆದರೆ ಬೀಜಗಣಿತದ ವಿಸ್ತರಣ ಪ್ರಕೃತಿಗೆ ತಳ್ಳ: am ಎಂಬಿ 
ಚಿಹ್ನೆ ಘಾತಾಂ ಕವಾದ ೫ ಎಂಬುದು ಯಾವ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾಗಿದ್ದರೂ 
~~ ಅರ್ಥಪೊಂದನ್ನು ಕಲ್ಪಿಸಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ, 


ಘಾತಾಂಕಗಳ ಮೂಲನಿಯಮವಾದ 


am x an=an+* | en 
ee 


ಎಂಬುದು ಭಾಗಲಬ್ಲ ಸಂಖ್ಯೆ್‌ಳ ಗಣವಾದ QM ಸೇರಿರುವ ಎಲ್ಲಾ ೫ ಮತ್ತು 
ಗಳಿಗೂ ಅನ್ವ ಯಿಸುತ್ತ ಡೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸಿಕೊಂಡು ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತ ವೆ. ಇದರಿಂದ 


a—R, p, ಹ n= N ಆಗಿದ್ದರೆ, ಹ್‌ ay SS «a= ಎಂಬವುಗಳಿಗೆ ' 
ತಕ್ಕ ಅರ್ಥವವ ಯನ್ನು ಕಿಡಳು ಸಾಧ್ಯ ವಾಗುತ್ತನೆ 
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1 To find a meaning for a” where p,q © N. 


Since av x ar =amte for all values of m and n, 


2 / 
/ en. p'4\2 pe 
PA ‘=a Ku (« ‘ =a © 


W alee e+ ate to q terms 
(ath) cathe at 


Taking qth roots on both sides, | q "= Wan I . (24 


In particular, for p=1, fe qa 


1 —— a | 
Thus ಪ a, a =A/a etc: 


Ii To find a meaning for a 


We have a»xar=ant» for all values of nw n © Q. 


Let n=0 ©. anmxa®=ant+ *=am, Let a0. “an 
Dividing by a” on both sides, 


ee = qm — 
qm 
Thus for all Oe € R, |a*=1 | _— (3.5 


——— 


80 


I pp. gEN ಆಗಿದರೆ. 4" ಎಂಬುದರ ಅರ್ಥವಿವರಣೆ 
P, q PS) 


m, n ಗಳ ಐಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಗr mx ann ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 
S p fy 2 \* 2 
a" xa™=@" 7, ಎಂದರೆ (, ) ಹ 


P\ ಈ 4 a 
ಹೀಗೆ, a” BN ae q ಅಪವರ್ತನಗಳವರೆಗೆ 


IL @° ಎಂಬುದರ ಅರ್ಥ ವಿವರಣೆ 


Wee me = 4) ಆದರೆ, a™ xa =amtn ಆಗುತ್ತದೆ 
ಇಲ್ಲಿ ೧-೦ ಆಗಲಿ Sa" xa =a" =a". 0೦ 
ಇದ್ದರೆ, ೧4೬೦ . ಎರಡು ಪಾರ್ಶ್ರಗಳನ್ನೂ ೩” ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ, 


ae = = = |] 
a™ 
een ac R, (a#0) ಆಗುವ ಎಲ್ಲಾ a Aer, a” : . . . eS) 
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III To find a meaning for a—™- 
oe 


We have a»xar=ant» for all a&R, (a#o) 
and m nC Q. 
Taking n=—™m, 
am xa-m=an—m= =] 
Here an£0 Dividing both sides by a”, we get, 


Hence, a factor may be transferred from the 
numerator to the denominator, and vice versa, by 
changing the sign of its index, | 


3:3 Laws of Indices for fractional and Negative values. 
We have assumed that the lst law 
(1) an.an—=am+n holds for all rational values of — 


m and n. On the basis of this. and the meanings of a?! 
a° and a—™ as given in equations (3.4), (3.5) and (3-6) we 
shall prove the other two laws: 


(2) (am) = arm 
and (3) (ab)»=ambm 


for all rational values of the indices m, n. 
A. The Second Law 
(1). To prove the 2nd law (= y= gmn 


for 1 = and n = — where p,g,7,s EN 
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TIT a—™ ಎಂಬುದಕ್ಕೆ ಅರ್ಥ ಕೊಡುವಿಕೆ. 


04೬೩ €R ಆಗುವ ಎಲ್ಲಾ a ಗಳಿಗೂ m, n CQ ಆದರೆ 
anx an = amtn ' ಎಂದಿದೆಯಪ್ಟೆ. 


n= -—nmnಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 
qin p< Qa aM n= a= 1 
ಇಲ್ಲಿ ಉಪ: 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ 0» ನಿಂದ ಭಾಗಿಸುವುದ 
ರಿಂದ, 
7g | a. (3.6) 
an 
wit go 2 aoe! _ 
"ಗೆ, a BE — 7, = VF 


ಆದಂದರಿಂದ, ಒಂದು ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ಅಂಶದಿಂದ ಛೇದಕ್ಕೂ ಛೇದದಿಂದ 
ಅಂಶಕ್ಕೂ, ಅದರ ಘಾತದ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸಿ, ವರ್ಗಾಯಿಸಬಹೊದು. 


3.3 ಭಿನ್ನರಾಶೀಯ ಮತ್ತು ಯಣಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಫಾತಾಂಕಗಳ ನಿಯಮಗಳು 


ಮೊದಲನೆಯ ನಿಯಮದಿಂದ 


1) a™.a"= a+" ಎಂಬುದು ೫, n ಗಳ ಎಲ್ಲಾ ಭಾಗಲಬ್ದ ಬೆಲೆ 

'ಗಳಿಗೂ ಸರಿಹೊಂದುತ್ತದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸಿದ್ದೆ "ವೆ. ಈ ಆಧಾರದ" ಮೇಲೆ, ಮತ್ತು 

avla, 45, ಮತ್ತು a—™ NSN (34), (3° 5) ಮತ್ತು (3°6) ಸಮಾಕರಣಗಳು 

ಕೊಡುತ್ತಿರುವ ಅರ್ಥ ವಿವರಣೆಗಳ ಆಧಾರದ ಮೇಲೆ, mn "ಘಾತಾಂಕಗಳ ಎಲ್ಲಾ ಭಾಗ 
| Ow ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ, 


(2) (6) =” 


ಮತ್ತು(3) (ab)” =a” b™ 
ಎಂಬ ಇನ್ನೆರಡು ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತೇವೆ. 


A ಎರಡನೆಯ ನಿಯಮ. 
(1). m= A n=, PG 78 € N ಆಗಿದ್ದಾಗ ಎರಡನೆಯ ನಿಯಮ 
ವಾದ (24 )* ಜಾರ್‌ ಎಂಬುದನ್ನು ಸಾಧಿಸುವಿಕೆ. 
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q ಸಾ 
Now w=a0/1 = ae by (3-4) 


(4) 
Bie wha VV Jv 2), 
BTV) 


[x7] by definition, 
ger by (3.2) 


FT| 
P< 
ಬ 
—— 
[SS 
\\ 
po] 
a 
ks 
8 
=e 
Le) 
| 


l 


Taking qth roots on both sides, 
sr 
fay =A _ 7 by (3-4) 


— 


Taking sth roots on both sides, 


s a 
a = A 
ಸಾ (ath 
a [a] $1 = 7a Cb : (3-4) 
2g . |. 3 (3-2’) 
2 1 ಘಾ RS s & : 
| i 1 


(2) To prove that (xm) =x" where mor » or both 
are negative rational numb ers. 


Case (1) Let m<o, n>0. Put m=—m’, where m’>0 


vA ರಗ = gm! ವ by (3°6) 
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ಈಗ Meme (3-4)ರಿಂದ, 
(“Y-(yy 
fev) (7) 20 
(OLY oom 


sy ವ್ಯಾಖ್ಯಯಿಂದ, 


ನೆಯ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಎರಡು ಕಡೆಗಳಲ್ಲೂ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 


yr 
[xn] = V wr” ee 
ಎರಡು ಕಡೆಯಲ್ಲೂ $ನೆಯ ಮೂಲಗಳನ್ನು ತೆಗೆದು ಕೊಂಡರೆ. 


Vie = 


. (3.4) ರಿಂದ, 


Pr 
ay = 4) ರಿಂದ 


, (3-2’) 


(2) m ಅಥವಾ n ಅಥವಾ ಇವೆರಡೂ ಯಣ ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆಗೆಳಾಗಿ 
ಹಾ ಗ, (2) =" ಎಂದು ತೋರಿಸುವಿಕೆ. 


1ನೆಯ ಸಂದರ್ಭ: moO, n> 0 ಆಗಿರಲಿ. m=-—m' ಎಂದಿಟ್ಟರೆ m’ >0. 
= = (3-6) ರಿಂದ. 
am 
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ke min == a \* = [ 3°38 | 
oe (x ) — (=) (am")n y ( i 
= — by (3°), 

HHL n 


—= £m by (3°6), 


a—'m'\n by convention of signs: 
(x™)n = xm 


Case (2) The case where m>0, n<0; can easily b 


proved in a similar manner, and it is left as an exercis#: 
to the student. 


Case (3) Let m<o, n<o, Put m=—m', n= 
We have m >o, n'>o0. 


om pom by (3.6) 
min — 1 —_ 1 wd 1 
er (a) a) oe 
, oe by (3.3a 
= , by (3-6) 
(xm")n’ 


(Ya ™ — x (—™) (=) yn by the conven 
tion of signs. | 
This proves the 2nd law for all rational indices. 


B. The Third Law 


(1) To prove the 3rd law (zy)" = 2" y when m= s 
where p,q © N 
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F 1 An | 
ಕ (ಈ) — = Soe (3, 
gpm’ a)» (3 ತಿ) ಯಿಂದ. 
1 


E's 


(3-2) ರಿಂದ. 

=" (3.6) ರಿಂದ, 

a) ಚಿಹ್ನೆಗಳ ಒಪ್ಪಂದದಿಂದ. 

A ng 

2ನೆಯ ಸಂದರ್ಭ: m>0, n<0 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಹಿಂದಿನಂತೆಯೇ ಇಲ್ಲಿಯೂ, 


ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. ಇದನ್ನು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಅಭ್ಯಾಸದಂತೆ ತೆಗೆದುಕೊಳ 
ಬೇಕು. 


3ನೆಯ ಸಂದರ್ಭ: ೫-೭0, n<0 ಆಗಿದ್ದರೆ m=—m’, n=—n’ 
ಎಂದು ಇಡೋಣ. SN m’>O0. ೫ > 0೮ಗಿರುತ್ತವೆ. 


=” 1s , (3.6) ರಿಂದ 
nw 
[or] -(5) -(5) = a zy 
- — (3.6) ರಿಂದ. 
(a) 
(a)? =e = pm 0 = gan (ಚಿಹ್ನೆಗಳ ಒಪ್ಪಂದದಿಂದ) 


ಇಲ್ಲಿಗೆ, ಎರಡನೆಯ ನಿಯಮವನ್ನು ಎಲ್ಲಾ ಭಾಗಲಬ್ದ ಘಾತಾಂಕಗಳಿಗೂ ಸಾಧಿಸಿಯಾ 
ಯಿತು. 
B ಮೂರನೆಯ ನಿಯಮ 


(1) mw = a » Pp q€ N ಆಗಿದ್ದರೆ, (ay) ವಾ. y 


ಎಂಬ ಮೂರನೆಯ ನಿಯೆಮವನ್ನು ಸಾಧಿಸುವಿಕೆ. 
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Now & | y= (7) = 


q factors J(oy (3. 3) | 


=p. yr... . by (32) 


Taking qth roots on both sides, 


? BP 
q 


im t= \/ eur (14) NN by (3.4) 


EN 


(2) To prove the 3rd law (ay)™=a"'y™ when m<o. 


Putm=—m > herem>o. | ? 
I 
(xy)”" =(ay)—™’ = —., .by (3°6 
y Gay) y (3°6) 
_ Bh ae 


ae callie" ‘by (36) 


= my" 


(xy) m — gm y” 


This proves the 3rd law for all rational indices. 


o4 


an (er: A NG 7 yt 4 ಅಪವರ್ತನ 


ವರೆಗೆ { ie (3:3) ರಿಂದ 

A (3 -2') ರಿಂದ. 

A (3-3) ರಿಂದ. 
ರಡು ಕಡೆಗಳಲೂ q ನೆಯ ಮೂಲಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 

= (Pl q/ 

ly ia V (@ (om)? = (ry 3 (3:4)ರಿಂದ. 

a. 
a 4 
x Uy? = (oy) 8 (3 - 3’) 


(2) m<o ಆಗಿದ್ದಾ ಗ, (ay) ==" ge ಎಂಬ ಮೂರನೆಯೆ ನಿಯಮ 
ನನ್ನು ಸಾಧಿಸುವಿಕೆ, 


| 


| M=—m ಆಗಿದ್ದರೆ, m >ಂ ಆಗುತ್ತದೆ. 


| 


(wy) = (ay) = 7 7 (3-6)ರಿಂದ, 
(xy) EOD O00< 

Ss eek. (3-3')ರಿಂದ, 

am’ yr’ 

OOOO ed (3-6)ರಿಂದ 


= my. 


(xy)™ =a oo” | 


ಇಲ್ಲಿಗೆ, ಮೂರನೆಯ ನಿಯಮವನ್ನು ಎಲ್ಲಾಭಾಗಲಬ್ರ ಘಾತಾಂಕಗಳಿಗೂ 
ನಾಧಿಸಿಯಾಯಿತು 


Examples 


(1) Simplify (4, Ve _ (6-0-0) 
72 


b’c 
The Expression 
272 2 2 1 1 
a Sabie x (49 ot) ಸ so 
bt ei a ah 
3 53-1 Bes 
—9arbe2b-7c 2a ‘bc *. a 
ga? 1t8 bi a4 
ul. a 
a be” C 
3 
(2) Simplify - 2 — (2) 21 
ಈ ಫ್‌ ಸರ್‌ 
’ 98 __ 43 91.183 
The expression = Xx — 
9° —3? (23) 
g 9 (=; 91.185 
a = 99.188 
= | 
7 x 
ನಾ 29 .183—1 83 
_ 1) 1 Qs 
ye 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. ಇದನ್ನು ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿರಿ :-- 


a ST PT 
° rx A/a be +(e b—*c ) 


C 


2 1 
3 —5  —2\2 =— LR 
ees ee xX (a eT) x Oe 
bc? 4 
2 ಇ m3 ~~ = + S - 1 
=90*beb—"c “a “hc abc 
ae ee 
oe ae 
=9qa'*h *¢3 


2. ಇದನ್ನು ಸುಲಭ ರೂಪಕ್ಕೆ 32,0; — 


ವ (4) 
QF. 


98 43 $)1.183 
CT x (23)3-061 
29 (92)8 91-183 
= ———_—_ X 
13 29.183 
989 1 


_ x. 9.183—1,1383 


2). 1 
ದ x — 
—2 2 * 


the expression = 


ರ5 


Exercises 3-2 
Ss 


1 Evaluate: 


(1) oa? x ba - 8 ,; 

ay? 

(3) (100)5» (125), (81)73 I 

(4) (a + pa) 

(5) (OYE) i 
pnd «Deka 

0) a 


Il Simplify the following :— 


== (/ 
1) V aX V aib-8o* 


(2) (1 3k | (" x zy 3 
3 cs ~ lat 08 


@) 248" + ap (F) : 


(4) 2" - 2%(8ಗ 
2 os On -+1 m1 


(5) ‘Jr 2 (32)"—2.9"} ಹ NO. 


(6) AE 
N (a *b%e-3) + A bine 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 3:9 


೫ ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: —_ 


(i) 2a*x 5x 3 . 


ಎಷ 
(| = "te 


wie 


(iii) (100)? , (125)! , (81) 


(iv) (a by. 


3 Jae 

(v) V (ay 27) 
i) In44 § -9"-+1 
1) Se 


I] ಇವುಗಳನ್ನು ಸುಲಭ ರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿರಿ. 


(1) V/ abc x A ab J 


ME ‘ bie ay 
(2) & 3 ) ( ಹ ‘ 
EA) 
kl aE 


2— (34-1) Dn+1 On—1 


(5) eer x gn + 2(33)”— 2.9”) + 9% 


(6) A/ (a (a th 3) be *) = = Ve p41 
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111 Evaluate : 
(1) (2—2-) 
(2) (at + VB) 
eS 
(3) A/ 250—40n%y? + 16y? 
( 8 wy é 1 1 1 
(4) j a+y+2—8 */ | ae (5 +y +0 


(5) | ny +aty—y? ‘ + (vt—y') 


IV (a) Ff a} +b? +e! =o, show that (a+b+c)*=27abe. 


2=by=c:, and b* =ac, thet y= ——. . 
(3) If a —=bv=c:, an ac, prove that y ae 


(4) If a=be, b=c*, c=a prove that abc=1. 
] 
low that SoU ae @- 
(5) Show tha re 1 
+ 88 
(6) If 2z=2+2°4-2° , prove that 2°—-6z*+ 6z2—2=0. 
(7) Show that 


a*+b?@—a-*-b-? a (a—a—)(b—b—") 
ab? — ah Pe 


(8) Show that | 


ಮ el ಈ 
eet a x = ie 1 
ea qywa—b poe 
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& ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(1) (2-2 (2D (at vB 
(3) A/ 250—400"y! + 16y! 


1 


3 1 i L 
(4) ‘vty 34 / aye) + toy), 


3 
2 


+, 3 a 
By ayy + wy} 


We 12x 

4 i 1 i 
IV (1) a? +63 +c? =0 ಆದರೆ, (a4+6+4+c)?= 27 abe ಎಂದು 
(2) cyz=1 600, > (l+e2+y-)=1 ಎಂದು 


PE) 


(3) az=by=c:, ಮತ್ತು: =ac ಅದರೆ, ge = ಎಂದು 
" 24-2 
"ದಿಸಿ 

(4) a=b¢, b=", c=a» ಆದರೆ, ೧0೭-1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

1 
3) _ CE] ಎಂದೂ ತೋಡಿಸಿ; 
(೨) = 1+ 4-b+ 94 a-e 
pf 2 

(6) 2=2423 425 ಆದರೆ, x°—6r?+6r2—2=0 ಎಂದು 
ರಿಸಿ 

EEE, (a BN) 1 ರು 
es eae e 
202 
i el a 

b+c \a—b eta EE a4b\c—a 
ತೋರಿಸಿ 
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(9) Show that 
F 3 

SS i { = = + 2. J 

Hi ot +1 3-1 Me 


y್ರವಯ್ಯಿರವಾ @, show that abc = 1- 


3.4 SURDS 


(10) Hx=Y 


n Vn . 
Definition :—If the nth root, \/ @of a ration 
a 


4/* is called a surd or st 


number @ 1S irrational, then 


number of order 


ae |S om ayR 5 ೫೧ 
e. g: ve / J” V 0 otc. are all surds 
Here iV 2 is a quadratic surd, 


a/2 . 
4 is a cubic surd, 


wig 
a/ is a quartic surd, 

5 a1 e 

ys is a surd of the 5th order, and so on. 


Two ourds of the same order are called like 8 
or similar surds it Uciz quotient 1s rational ; other 
they are called unlike surds or dissimilar surds: 


640 «A J2 and v8 are like surds, 
NT V4x2 
for —— = = 


NE) J/2 


a7 ay iL 1 
(9) a 
St sl 7*—]) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


= 7h ae 


(10) z=y*, y=2, z=ae, ಆದರೆ abc=] ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ON 


3-4 ಕರಣಿಗಳು 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ಈರ ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಸ್ಯ ಯ ೫ನೆಯ ಮೂಲವಾದ A/ a 


ಎಂಬುದು ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದಲ್ಲಿ, "A kp ೩ ಯನ್ನು ೫ನೆಯ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


3 = ಮ 


ಉದಾ. Ns, 4 ೨. + ರ \/ a ಇತ್ಯಾದಿಗಳೆಲ್ಲಾ ಕರಣಿಗಳೇ. 
ಇಲ್ಲಿ V4 2, ದ್ವಿತೀಯ ಪ್ರಯಾಣದ ಕರಣಿ 

A 2, ತೃತೀಯ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿ 

V 5, ಚತುರ್ಥ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿ | 


Vu 11 ಎಂಬುದು ಪಂಚಮ ಪ್ರಮಾಣದ ಕ 


ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಗಳರಡರ ಭಾಗಲಬ್ಬವು ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ದ 
ಯಾಗಿದ್ದರೆ ಅವುಗಳನ್ನು ಸವತಾನ ಕರಣಿಗಳೆಂದು 


3 
ಅವನ್ನು ಅಸ್ಸಮಾನ ಕರಣಿಗಳೆಂದು ಹೆ iow ಹೇಳುತ್ತೆ ವೆ. 


ಸಂಖ್ಯೆ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ; ಹಾಗಲ್ಲದಿದ್ದರೆ 
ನಿ ~ ಈ ? 


ಉದಾ. (1) ೪೨2 ಮತ್ತು VQ ಗಳು ಸಮಾನ ಕರಣಿಗಳು. 


et 


pe py ns. we 
ey) - ae? 


/ 
Now we use the law Ww 


/8 JA) Y «+ 
and write,/2 — my ty /4 = 2 which is rational. 


ds, for 50 2x25 


2) /gand 50 are like sur a 
(2) v8 ¥ 50 ie vont 


25 

25“ which is rational. 
V4 

ಸ T vig x4 

(3). Tad. 12 ape unlike surds, for xe 7s 


bo, St 


/3 3 
= NN - aa where 3 & 7 are not perfec 
¥ 7 V7 
Squares. 
pe 
= is irrational. 
Vey 


similar surds are such as whe 


We notice that 
lest forms, contain the same sur 


reduced to their simp 


or surds as common factors. 
Ex. (1) V8=2v2, 50 =54 2, 4 92=4./2 a 
all these contain the same surd 2 asa common factor 
These are all similar. 
(2) V 150 =54 23 and . 600=10V2V3 
contain vg and /3 as common factors. These two ar 


similar. 
Ke In simplifying surds, we begin by writing each sur 
in its simplest form, as shown in the following examples 
Example (1) Reduce the following expression to it 
simplest form.4V¥5 + 6/90 — V 45 
= 4/5 + ONES — Veo 
V5 + NEVE — VB VI 
44/5 + OAV — 34/5 
(4-+12—3) V5 = 138 V5 
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\ 


I 


\ 


Nn/ 1 e a _ a 
ಈಗ Ny —- (wy) = yg" y” = V Wp (V4 y NOW 
ನಿಯಮವನ್ನು ಪಯೋಗಿಸಿದರೆ, 


(2) Vg ಮತ್ತು ೧/55 ಇವುಗಳು ಸಮಾನಕರಣಿಗಳು, ಏಕೆಂದರೆ. 
4/50 2% 25 425 5 


Vs V2x4 i fe 2 


ಇದ anor, ಸಂಖ್ಯೆ. 


~ kd Sy ಇಲ್ಲಿ 3 ಮತ್ತು 7 ಪೂರ್ಣ 
Vi V7 V7 V7 a 


ವರ್ಗಗಳಲ್ಲಿ, 315 ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ. 
C V7 ] 


ಸಮಾನ ಕರಣಿಗಳನ್ನು ಅವುಗಳ ಕನಿಷ್ಠ ರೂಪದಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿದಾಗ ಅವುಗಳ್ಗಃ 
ಒಂದೇ ಕರಣಿ ಅಥವಾ ಕರಣಿಗಳು ಅಪವರ್ತನಗಳಾಗಿ ಕಂಡುಬರುವುವು. 
ಉದಾಹರಣೆ: _ 4/8 -92,/2, 450-542, V32=4V2 
ಇವುಗಳಲ್ಲೆಲ್ಲಾ 4/2 ಇಂಕು ಕರಣಿಯು ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವಾಗಿದೆ. 
ಇವೆಲ್ಲಾ ಸಮಾನಕರಣಿಗಳು, 
(2) 150=5/2/3, ಮತ್ತು 4600-1042 ೪3 ಇವುಗಳಲ್ಲಿ 
೪/2 ಮತ್ತು 3 ಸಾಮಾನ್ನ ಅಪವರ್ತನಗಳು. ಇವು ಸಮಾನಕರಣಿಗಳು. 


ಕರಣಿಗಳನ್ನು ಸುಲಭ ರೂಪಕ್ಕೆ ye ಪ್ರತಿ ಶಿ ಕರಣಿಯನ್ನೂ ಮುಂದಿನ ಉದಾ 
ಹರಣೆಗಳ 22 ತೋರ್ಪಡಿಸಿರುವಂತೆ ಅದರ ಕ ಕನಿಷ್ಠ ರೂಪಕ್ಕೆ ತರಲು “ಪ್ರಾರಂಭಿಸ ಸುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ ;- (1) ಮುಂದಿನ ಬೀಜವಾಕ್ಕವನ್ನು ಅದರ ಕನಿಷ್ಠರೂಪದಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯಿರಿ. 


445-4 6 20— 45 
=4/546V4 %5—V5 x9 
=4V75+6V4V5—V5V9 
= 4/546 42% V5—3BV5 
=(4412—3)V§ =13v'5_ 


a9 


Example (2) Reduce the following expression to its 
simplest form. 


ಮ್‌ a (pore 3 /Qy4 
Co)  —_ \/ 125% Te ate 


V 


1 f 
The expression = (MM — (1250) + 3(8) 


ಈ | 


i 1 1 
— 32.28 — 503 + 3.2.0.0" 


i 3 
_ (3¢-—5+6a) 2 =(02—5)A/ x 


Surds of different orders may be reduced to surds © 
the same order, a8 follows : 


Given the surds— 


my “| 
(V4 a and V b, we write them as 
a Ry WE 
TC — —_—_ — 
WE =e = gn — V a" 


7 a 2: m mn yas 
N/ b= b= bmn = \V pu . 


This reduction helps us to find out the order relati 
between 


N/a and Na Thus A/a = No 


| ಹಾ 2 
according as ”" Jar = oN bm 4 j 
g 7.e-, according as 
\ < i ಈ 


60 


ಉದಾಹರಣೆ 5— (2) ಮುಂದಿನ ಬೀಜವಾಕ್ಕವನ್ನು ಕನಿಷ್ಠರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ :— 


/ 274 \/ 126% + 3\/ 82" 


dL 
3 


1 1 
ಬೀಜವಾಕ್ಕ — (2729) (125)* 4-3(82%) 


= vo + oT 


= (87—5+ 6x)x° 


— es) AY ee 


DOD ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಗಳನ್ನು ಒಂದೇ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಗಳಾಗಿ ಕೆಳಗೆ ತೋರಿ 
ರುವಂತೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಬಹುದು. 


my 


ಗ್ಗ ೩ ಮತ್ತೂ \/b ಎಂಬ ಕರಣಿಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟರೆ, ಅವುಗಳನ್ನು 


= a tie Ld 


gL. 


ಕ ni - 
ಹುತ್ತು 4b ಎರರ್‌” - \/ bm ಎಂಬುದಾಗಿ ಬರೆಯ 


ನತ್ಯ ಮತ್ತು ಗ್ಯ? b ಗಳಿಗಿರುವ ಅನುಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯು 


~ 
~ 
~ 

~N 


JOE, ಈ ಪರಿವರ್ತನೆಯು ಸಹಾಯವಾಗುತ್ತದೆ. ಹೀಗಾಗಿ, 


ft. 
= 
Ar ನ್‌ mn 4 
ಆದರೆ, ad ‘an ೦ NV bp 
< 
ಎಂದರೆ, \/ ee A/ h ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
<= 
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| hk i 


eg. (i). Compare the surds : 
8 = 4 1 
A 5 and AV 6 
Expressing them as surds of the same ord 
2) ITE 129 7 
N5= A/ ot = A 625 
pr — aa 
& A/6= Wo = 4/ 216 
Now 625 > 216 
WT Ce a 
~ Af 625 > A/ 216 
Wp iva 
gy 8 > N 6 


(2) Arrange the following surds in the increas 


order : 
VE. 4/3, 4/5 & AO 


$+ NL 
These are respectively equal to 2°, 3°, 5, 6° 
= 12 


ao 1 ae 12 By 
=I 3 511; = ಈ; VE NS 
I mW” pa 12 
- \/ 64, 4/81 ; 4/ 125 , \/ 36 


er, we ha 


This shows that V Fe \ p V3 < \/ $! 
Exercises 3.3 
I Reduce the following surds to their simplest for 
(i) ¥i2 (ij) Vag Gn) V72 


61 | \ 


ಉದಾಹರಣೆ: (1) ಈ ಕರಣಿಗಳನ್ನು ಹೋಲಿಸಿರಿ: \/ 5 ಮತು 4/ 6 
ಇವುಗಳನ್ನು ಒಂದೇ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಗಳಾಗಿ ವ ಪಡಿಸಿದರೆ, 

3 ಇ PET 

vs D Tus - \/ 625 

ಮತ್ತು ನಾ = vo = mE 

ಈಗ (25 > 216 «. a = 


>A 


(2) ಈ ಕರಣಿಗಳನ್ನು ಆರೋಹಣ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ: 


ಕ /ಷ < \/? < 3 ಈ 7° ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯ್ಮಾಸಗಳು 3.3 


1 ಮುಂದಿನ ಕರ್ವ:ಗಳನ್ನು ಅವುಗಳ ಕನಿಷ್ಕ ರೂಪದಲ್ಲಿಡಿರಿ, 


(i) vj2 (i) V40 (a1) V'72 
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= : = (| 
(iv) A/ 32  ¥) A/ 9 (vi) A/ 162 . 
11 Express the following as entire surds. Py, 
ie a eee 11 
(i) 2 \/ 3 (11) 34/4 a) 74/2 : 
(iv) 2A/ 12 (vy) 4 \/ 15 
Ill Arrange the following sets of surds in the 
descending order. ma aM 
(1) Na «= (2) VE py 
© A 4 4 & 
v 3 \ 10 ; ya ,/ 
s) 2/5 SN” A @ ¥ 4, V 
IV Reduce the following expressions to their lowest form 


(1) 4/12 —2A/ 21 a ag / 147 ರ 
UE VM 
(3) VS +2 BN 


1 1 1 1 
V Provethat3 > 41>5°>6° 
3-5 Multiplication of Surds — Rationalising factors 
(1) Simpie Surds.— 

To multiply surds of different orders, we begin by 
reducing the surds to the same lowest order. This 1 
followed by formal multiplication. This process is 
illustrated in the following examples. 

*/ 12 


Ex. Consider 24/9 » (7 x \ 
Expression =2, /4X5X q/9%8% 4/2 


| 
| 
tft afix NO x 


“0x 7 
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4 3 aes 3 =a 4 ee 
(iv) wy” (v) 4 (vi) V 162 . 
II ಇವುಗಳನ್ನು ಸಂಪೂರ್ಣ ಕರಣಿಗಳ ರೂಪದಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿರಿ. 
: “ /9 i ‘a ais on 
(a: 8 (11) 3 \/ y (111) TA/ 2 
—_ — 
(iv) 2A/ 12 (v) 4A 15 
III ಈ ಕರಣಗಳ ಗುಂಪುಗಳನ್ನು ಅವರೋಹಣ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
Ir + & 
Va ಸ್ಯ TZ 1 (5) 2 Vv 2 ಭ್‌ ny 
20> . f 50 2, ri i in 
a yer ov V i | 
IV ಷಾಂನಿನ ಚೀಜ ; ವಾಕ್ಕ ಗಳನ್ನು ಅವುಗಳ ಕನಿಷ್ಠ ರೂಪಕ್ಕೆ «4, 
1. wip? i a — 50 


2. 34/42 °V739+ V1084+- 1/72 
3. /6§40+2V45—V810 


a > 1 
V. 35>41>55> 6 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
3-5 ಕರಣಿಗಳ ಗುಣಾಕಾರ__ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನಗಳು 
(1) ಸಾಧಾರಣ ಕರಣಿಗಳು, ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಗಳನ್ನು ಗುಣಿಸು 


BOE, ಅವುಗಳನ್ನು ಮೊ ಲು ಒಂದೇ ಪ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಗಳನ್ನಾ ಗಿ ಬರೆಯುತ್ತ, ವೆ. 
$0003 ಕ್ರ ಮವಾಗಿ ese ಮಾಡುತ್ತೆ. ಷೆ. ಈ ಪರಿಕವ ರ್ಮವು ಮುಂದಿನ 
ಸಿದಾಹರಣೆಗಳಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. 


~~ 
Ro: 383860200 VIS A/ 12 So, ವಿಚಾರಿಸೋಣ. 


» We 
MERE - 2೪4/4 7 5 Wh /9 XB 4 ¥ 12 


_— 
=2yV/4xv5x V9xKV5 xX \/ 12 


— 


=60x yy? -= 60 4/12 
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(2) Compound Surds : 


A surd expression consisting of two or more terms 


is called a compound surd. 


age i++ J/3, NEE v5 are binomial surds. 
i—_ /3 +a TE VIF are trinomia 


surds. 


Multiplication of compound surds 18 carried out a 
‘1 the case of ordinary binomials, trinomials, etc. Th 
following examples illustrate the process. 


(1) Multiply (4 27— ¥ 50) by (+ 48—2 Vv 72): 


ka We begin by expressing the surds, using the prope 
indices. 


The product = [(272—(50)4] x [(48)*—2(72)"] 
_ (38-321-5) x (34-42-26) 

(38-3 —28-5) x (31-4—12-20) 

3-12—20-6! 36-6? 60-2 

= 396-84 G+ 120 

— 156—56 VG 


| 


| 


Ex. (2) Multi Z ‘yy Hy a YG 
(2) ultiply ( yg A rac \ y 48 


4 3 " k 
= w+ ay!—ay* eye ey 


3 3 

= We + y* 
=A\/# +3 1/4 —" 1% 4 iy 
yy “ = F = i \ : 
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(2) ಸೂಂಯೇಜಿತ ಕರಣಿಗಳು:--ಎರಡು ಅಥವಾ ಇನ್ನೂ ಹೆಚ್ಚು ಪದಗಳನ್ನೊಳೆ 
ಭಾಂಡ ಕರಣಿಗಳಿಗೆ ಸಂಯೋಜಿತ ಕರಣಿಗಳೆಂದು ಹೆಸರು. 


ಬಿದಾ: I+vV2 v2 +45 ಇವು ದ್ವಿಪದ ಕರಣಿಗಳು. 
I—V94+ V5, VIa+ V3 +A/11 ಇವು ತ್ರಿಪದ ಕರಣಿಗಳು. 
ಮಾನ ದ್ವಿಪದ, ತ್ರಿಪದಗಳಂತೆಯೇ ಸಂಯೋಜಿತ ಕಠಣಿಗಳನ್ನೂ ಗುಣಿಸುತ್ತೇವೆ. 


$ 
ನಂದಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳು ಈ ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ವಿವರಿಸುತ್ತವೆ, 


ಗದಾ: (1) (4/ 27—4/ 60) ಯನ್ನು (4/ 48— 2 4/7) _ 
ಗಣಿಸಿರಿ. ಮೊದಲು ಕರಣಿಗಳನ್ನು ತಕ್ಕ ಘಾತಾಂಕಗಳಿಂದ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸುತ್ತೇವೆ. 


50 | x | (48)? 2 (೧೨೫ | 


1. ¥. 1 nf 
| 3" 3— = 5 | « | ೨ 4-೨2 | 
1 al 1 Al 
| ೨ 3— 25 | x | 3 1-12.28 | 


1 1 
3 x 12— 20 56" — 36 x 6* £60 x 2 
26—56 V6 5120 


1 
forsee _ | en? 


= 156—567 @ 
A/ e+ \/ v) ಯನ್ನು ( Vi ay + A/ u ) 


Gi 4 y') (ct: ie y*) 


3 at L pa 3 11 2 
=” + ay ay —a7y® +5°Yy5 Ty! 


So -~ — eee 


When the product of t 


Rationalosing factors.— z 
h is called a rationalis! 


surds 18 @ rational number, eac 
factor of the other 

eg. (1) VX aI B= 16=4 

. /2 @nd v8 are rationalising fa 

each other. | 


itself as a rationalising wy 
all numbers of the form, @ 


1, will be i 


ctors 0 


Note: — 2 has NOX 
for MD J2=2- In fact 


and b Vv 2, where @ and b are rationa 

factors of each other. 

(2) (va—-vB) (Wat) = (way— (4b) = a 

which is rational. Thus (va— Vb) and (Va Jb) 

rationalising factors of each other- Such bino 
a—aib wea aah /b ate ca 


quadratic surds as Va 
Thus we find that ‘‘m a pair of co 


jal surds each is the rational 


conjugate surds- 
gate quadratic binom 
factor of the other.’”” 


The use of rationalising factors in simplif 
fractions with surd denominators is of vital import 
and is illustrated in the following examples. 


ney I 
—. Here the de 
i 2 


(1) Consider the fraction 


nator V2 is an irrational number, whose decima 
pansion is JD Vai 
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ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನಗಳು :-_ ABB ಕರಣಿಗಳ ಗುಣಲಬ್ದವು ಒಂದು ಭಾಗ 


OW, ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಅವುಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಇನ್ನೊಂದರ ವಿಕರಣೀಯ 
ಅಪವರ್ತನವೆಂದು ಹೇಳಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


ರದಾಹರಣೆ (1) Vx V8=VIXB=VIE=4- 
"೪2 ಮತ್ತು/8ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನಗಳು. 


ಗಮನಿಸಿ; ./9೦ ಗೆ 42 ಮತ್ತೊಂದು ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನ, ಏಕೆಂದರೆ 
N2XN2=9. 


ವಾಸ್ತವವಾಗಿ, q@ ಮತ್ತು ಶಿಗಳು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, a9, bvV/9 
ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ ಯಾವ ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳೇ ಆಗಲಿ, ಪರಸ್ಪರ ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನ 
ಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ: (2) (Wa— Vb) (Va+vb) = (Va)? — (Voy 
=a—b. ಇದು ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ, ಹೀಗಿರುವುದರಿಂದ, (Va—vb) 
ಮತ್ತು (Vg + ೪ h)ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನಗಳಾಗಿವೆ. ಈ ಬಗೆಯ 


ದ್ವಿಪದ ಕರಣಿಗಳ ಜೊತೆಗಳಿಗೆ ಅನುವರ್ತ ಕರಣಿಗಳೆಂದು ಹೆಸರು. ಹೀಗೆ, ""ಅನುವರ್ತ 


Q RG ಕರಣಿಗಳ ಜೊತೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಇನ್ನೊಂದರ ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನವಾಗಿರು 
ತ ದೆ” ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 


ಕರಣಿಗಳ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ ಛೇದಗಳನ್ನೊಳಗೊಂಡ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳನ್ನು ಸುಲಭ 
ರೂಪಕ್ಕೆ ತರುವಾಗ ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನಗಳ ಉಪಯೋಗವು ಬಹು ಮುಖ್ಯ 
ಪಾಡಮುದು ; ಇದನ್ನು ಮುಂದಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ, 


ಉದಾ: (1) v3 ಎಂಬ WH ರಾಶಿಯನ್ನು BOB ವಬಾರಿಸೆೋಣ 
1/9 ನ ky 


ಇಲ್ಲಿ ಛೇದವು Vg ಎಂಬ ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ; ಇದರ ದಶಮಾಂಶ 
ನಿರೂಪಣೆಯು /2 = 14142136 


೪68೪09೮806906 0000000 


CN 


e multiply 


To avoid division by such a number, W 
getting the 


the denominator by v2; 


the numerator and 
fraction 
Ja NBA? /6 2.4495 
a —_— -~ = — eee 
J V5.5 2 2 
_ oa... = 1.225 (to 3 places of decimals) 


To evaluate 


(2) BENS _ VEE, Br) _ We v5)" 
3—V5 ANH) B+ V5) 32 (V5) 
$೩ 5 B45 3445 
=n 9—5 i. 


(3) Express with rational denominators : 


NT Multiplying the numerator and 
NE Az —\ the denominator, by the 
rationalising factor of the denominator, we have; 
the given eX ee sf Va 
seprcssion= 7a 7 — _— Sk 
P (Venit Va—-WVet1-¥ (1) 


wr IV 2—! 


_ WHY 


Woes es 
= tte) 25—1 
ETC 
_ e0—-2V 2—1 | 
ಹ ( 


po 


2 


= SeV#—1 \ | 
« 
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ಈ ತೆರನಾದ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಭಾಗಿಸುವುದಾದರೂ ಹೇಗೆ? ಇದಕ್ಕಾಗಿ ಭಿನ್ನ 
ಶಯ ಅಂಶವನ್ನೂ ಛೇದವನ್ನೂ 4/9 ನಿಂದ ಗುಣಿಸುತ್ತೇವೆ. | 


ಈಗ ಡಕ egos 3 ಳಳ V6 24495... 


V2 24/2 2 2 
=1.2247........... 
= 1.225 (3 ದಶಮಾಂಶ AL SATAN.) 
ದಾ: (2) [5೪5ರ ಜೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾದರೆ. 
= ‘ 


Ti 8 RS as 
ON EEN) N EY 
NS 


| V9—5 V4 2 


te : (3) ಇದನ್ನು ಛೇದವು ಭಾಗಲಬ್ದ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವಂತೆ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿರಿ ; 
241-21 ಇದರ ಅಂಶವನ್ನೂ ಛೇದವನ್ನೂ ಛೇದದ 


Ve+Itve—1 ವಕರಣೀಯೆಅಪವರ್ತನದಿಂದ 
ಗುಣಿಸಿದರೆ, 


Wi — VEE 
(VEIN 2-1) 241-21) 
=(We+1)4+(Va—1P—2 Vat) Nail 
(Ve+1)—(Va— 1) 

(e+1)+(e—1)—2Ve2—1 

jo 1) 1) 
202 NET 

2 
= NET { 


4, WLW, oy = 


I 


I 
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el 


; 1 » @ = 3 
We rationalise the denominator of each of 
fractions: Thus: 
(= V3t+ 13) | 
the expression = Je x FT rane 


(573 x EE x 
Vetv3 V5—"3 v5 2 


J/3+v2 
= (Vay WA" 


v3 3V ST 
~\2— ಎ2 ~\2— 
AEWA (v5) (Vv 


5— Vv 3) 3(v 5+ ¥ 2) | 
“ 5—e 


a 3—2 5—3 
ek VIN) YIM 
i 1 2 3 


ee 


= 


Rationalisation of the T rinomial Vat NYT v2 
one of the variables: s 


೩ 


First we rationalise w.r.t. 
This is done by multiplying 

ver vytv9) by Wat) 

Now (Vat Vytv2) (V2+ 995) | 

—(Ne+ NY) 

= nt yt2v yh 

= meee 
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ಉದಾ. (4). ಇದನ್ನು ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ :-— 
es 3 
HARTA V5—v9 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಭಿನ್ನರಾಶಿಯ ಛೇದವನ್ನೂ ವಿಕರಣ ಗೊಳಿಸಿದರೆ, ದತ್ತ ಬೀಜವಾಕ್ಕ 
a ( 1 NEN ) ( 2 ey 
V¥3—VO A V5+V3 V5—V3 
( 3 4 +a) 
~~ ವಿ = x —S—S————————_—= 
vi-V2 542 


V3+V72 2(4/5—/3) 3( 75+ V2) 


WIV WIEN VaR 
+S a ASH /2) 


— ce, ee. 


_V38+V2 ,2AVv5—V3)_ 3(V¥5+ V2) 
— SS 


ES /8+ /24 /5— /3—V5— V2 
=—(. 


Vat Vyt Vz ಎಂಬ ತ್ರಿಪದ ಕರಣಿಯನ್ನು ವಿಕರಣಗೊಳಿಸಂವಿಕೆ. 


ಮೊದಲು ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಚಲನಾಂಕದಲ್ಲಿ (2 ಆಗಲಿ) ವಿಕರಣ 
ಇಳಿಸೋಣ. 


ಹೇಗೆಂದರೆ, ಈಗ (Vy) 8% (Vet Vy— ರಂದ 


088. 


SN (p+ Vy +N 2) (NaN y— 2) 
=(Ve+¥Vy)— (V2) 
=B-+Y+2V py 
; =(a+y—2)+2V ay 


Next we rationalise this expression by multiplying 1 


by means of (wy) 2 ay) 
Now 24+Y—2— 24 zy- 
=(n— 2 ay +y)— (V2) 
=(/ x— NO 
=e vy (WEN YT) 


Thus (a+ Y+N5) (WT+ NY 4/2) (va—Vytv 
(Wz Vy— Vv 


ety IN) ity) ay 
sey 40g = + +My yo Oe 
which is rational. 
Thus (Jat Vyt V2); (Vet /y—vVv2), (Va— NYT 


and (4/2—4/y— 2) aresuch that the rationalising fact 
of one of them is the product of the other three. 


Ex. (1) Rationalise (4 2— v7 3— v5) 
“WOE 3) VSP (2 —V SENS) 
=(V¥ 2—/ 3)?—( 5)? 
2943-2, 6b 27/66 —O8V6 

To rationalise this, we multiply by V6, getting 
(—2/ 6) /6=—2x6= —12. 

Thus the rationalising factor = {4 2—4/ 3+ V5; J 6. 
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ಮುಂದೆ, ಈ ಬೀಜವಾಕ್ಕವನ್ನು ಅದರ ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನವಾದ 


: (a-++ y—z)—2 Vay: \ ರಿಂದ ಗುಣಿಸುವುದರ Doe ಅದನ್ನು 
ಕರಣಗೊಳಿಸುತ್ತೇವೆ. 


en vty—2—2 gy 
= (8-2 ar (2) 
=(Vo—Vy)P— V2) = (Va— Vy— V2) (Wa Vy V2) 
ಹೀಗೆ (Vt Vy t V2)\(Va+ Vy— V2)(Va— Vy + V2) 

VAY) 
= | (a+-y—2) +20 oy (CY) 2N zy! 
(wt yd) dey xv? +2 — 2ay— 2yz— 22. 

ಇದು ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆ. 

bf +g), Vij, Wav yt+vo, 
2 y 2) ಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಉಳಿದಮೂರರ ಗುಣಲಬ್ದ್ಬದ ವಿಕರ 
FOS ಅಪವರ್ತನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
': ಉದಾ (]) ಇದನ್ನು ವಿಕರಣಗೊಳಿಸಿ. 

(V2— 3— 5) 
(W235 (V2-¥ 3) 5; =(V2-3)-(¥5) 
=213—2/g—5 =5—2VG—5 = —2V6 
ಇದನ್ನು ವಿಕರಣಗೊಳಿಸಲು, ೪/4 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಲಾಗಿ, 
(—2vV6)Vv6=—2%6=—12 
ಹೀಗೆ, ಬೇಕಾದ ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನ 


-iM2— 3-45} 
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Exercises 3°4 
I Evaluate: 
(1) (3 V3 i | (2 A/4) - 3/6 
(2) (2V 12—V8) V18- | 
(3) (3 5— V 28) ¥ 35 | 
4 
| 


= 


(4) (3Va—4V a) (V 9x— V 4a) - 

(5) (2V5—V 7). 

(6) (WET +2) (eV 2—1+ 3)- | 
f 
: 


Il. Find the simplest rationalising factor of each 
the following surds. 


—- — Je 
32, /54, V 125» V4 | 
ows [18 | 
“We N12 

IIL (1) Express with rational denominators, and fi 
their rationalising factors of each of the following sur 


1 3 1 | / 

(2) Simplify : | | 
EN NNT 

(2) (742-3) (02443) (+13) 01+ 
ಭ್ರ | 


Ga Van aD 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 3-4 


1 ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

1. @ °s/3)"- (@ “aay: ‘Ve 
(2719—V8) V18 
(34/5— V 98) V35 
(3Va—4V 2) (V9r— V 4a) 
(27 5— V7)? 

(Va—1+2) (2r—1+3) 


I] ಈ ಕರಣಿಗಳಲ್ಲಿ ಪ ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಅತಂತ ಕನಿಷ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ 
ಕಶಣೀಯ ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ, 
V32, 54, “125, 39, 
2V3 WaT 
[2 >» 12 


Il (1) ಈ ಕರಣಿಗಳನ್ನು ಛೇದವು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವಂತೆ ಬರೆದು, 
ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನವನ್ನೂ ಗೊತ್ತುಮಾಡಿರಿ. 
a 3 1 
2+/3 1-V3 V5-V3 
(2) ಇವುಗಳನ್ನು ಸುಲಭ ರೂಪಕ್ಕೆ 3H, : — 


(1) (2— 4/3) (2443) (2V5+4+ V2) (2V5— V2) 
(2) (w+2— V3) (n+2+ 3) (# +1— V2) (ex—-14 V2) 


1 i 
(3) =” —_=|. 
a -+- Jb a—/b 
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IV. Express with rational denominators, and redu 


to their simplest form : 


VI 


(2) wate VT 


3/9 4/3 6 
Q) FREE REE YN 
1 pO 
® wee’ we. NE 
(3) VI+tV5 VIi-Vv5 
VI-vV5 VTS 
(4) 2443 1-4-243 l+v3 
= TENT TN 
1 aul 1 ’ ಮ 
6) TES EN 
(42-41) (wv8—1)° K 
6 ಹ ae 
೪ waa * (V2+1) i 


Rationalise the following trinomial surds: 

(1) V2-vV3+V77 (2) v24+Vv5—-V6 

(8) 24S (4 NS 

Simplify the following : 

(1) | V7+45\2 (VIO + v5\2 (v38+v2 \ 
V7— ಸ) + VIN =») 5 


IV Sesey ಭಾಗಲಬ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವಂತೆ ಇವುಗಳನ್ನು ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿ, 
ಅವುಗಳನ್ನು ಕನಿಷ ರೂಷಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ, 


(1) 39 4/3 V6 
I, 
(2) 1 1 1 1 
V8+ V3 ¥ V8— v3 ¥ /2—1 a V2+1 
Or vitvs vi—ve 
EN A T7445 
Ws ys lis 
TN = 1 V3 2. 
(5) 1 1 1 1 


pot Jo" 7 fo 8 [3 ra 
(6) (/2+1) (WT 45 
EE + _* 


(./2—1) (42-1) 
V ಈ 8x0 ಕರಣಿಗಳನ್ನು ವಿಕರಣ ಗೊಳಿಸಿರಿ:- 
(1) V2—vV34+V77 (2) v2+v5—V6 
(3) 2+V73—V5 (4) 14+V75—V8 


VI ಇಪಗಳನ್ನು ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತನ್ನಿ: 
(1) es + ob a 
VI—V5 ¥10—%V5 1 3= 79 
V+ V2—1 Nz Nz! 
VIN l VEY 2—l 


(2) 
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(3) Jf 1lta®+/ 1-2 NE 
V1+a— 1—2" J@+1+V/72—1 


3.6 Independence of Surds: Extraction of Square roots. 


The basic fact that a rational number is not equal to 
an irrational number leads to the following theorems on 


quadratic surds. 


Theorem 1: A quadratic surd cannot be expressed 
as the sum of a rational number and another quadratic 


surd.: 


Proof: Let a,x,y be rational and /z, Vy irrational. 
Then if /7=a + ¥ gs) 


We have, on squaring both sides, 


c=a+y + Davy 


cy fe ae 
Vy = TAY which is rational. 


But Vy on the L. H.§. isa surd, and cannot be equal 
to a rational number. .. the assumption (i) is not true: 


Theorem 2: If a,b, x, y be rational, and vx, Vy 
irrational, and if a+ /2=b+7y, then a=b and t =%. 
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(3) V1 ++I VFI 
V142—N 1 © Vg? 1+ Vv 1 


3-6 ಕರಣಿಗಳ ನಿರವಲಂಬನ ; ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ತೆಗೆಯುವಿಕೆ. 


ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಒಂದು ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸಮನಲ್ಲವೆಂಬ 
ಮೂಲತತ್ತದಿಂದ ದ್ವಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಗಳಮೇಲೆ ಮುಂದಿನ ಪ್ರಮೇಯ 
ಗಳನ್ನು ಸಮರ್ಥಿಸಬಹುದು, 


ಪ್ರಮೇಯ 1 : ಒಂದು ದ್ವಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಯನ್ನು, ಒಂದು 
ಭಾಗಲಬ್ದ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಮತ್ತು ಇನ್ನೊಂದು ದ್ವಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣದ ಕರಣಿಯ ಮೊತ್ತ 
ವಾಗಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 
ಸಾಧನೆ : -—a.r, y NO ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿಯೂ, NE, Vy ಗಳು 
ಅಭಾಗಲಬ್ರ ಲಬ ಗಳಾಗಿಯೂ ಇರಲಿ. 
ಆಗ, Vz =A+Vy ee (1) 
ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ ವರ್ಗಿಸಿದರೆ, 
r= a?+y+2a/ y 
Ve (ns ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ) ಆದರೆ ಎಡ ಪಾರ್ಶ್ವ 
Y 2a = 
DLOon Vy ಎಂಬುದು ಕರಣಿಯಾಗಿದೆ, ಆದುದರಿಂದ ಅದು ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ಬ 
ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸಮವಲ್ಲ. 
ಭಾವನೆ (1) ಸರಿಯಲ್ಲ. 


ಘಮೋಯಂ. a,b, ax, y ಗಳು ಭಾಗಲಬ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿಯೂ / 7, 
Vy ಗಳು ಅಭಾಗಬಲಬು 2 ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿಯೂ ಇದು RU a+ “x =b+ Vy 


ಆದಾಗ, a=b —F may ಎಂದಿರುತ್ತವೆ. 
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Proof.— For if a+b, let a=b+k. 
btk+va=b+vy- 
k+Vva=Vy 
By Theorem 1, this is possible wa if k=0 and z=y» 
Then a=b. 


Square Roots of Binomial Quadratic Surds : 
Consider (V2 +V5) = 2454+2/190=74+2V 10 
(V7 V3) =743—2V21= 10-2V21 


These examples suggest, that if wv and y are rational 
and V y a surd, then the square roots of ct y are of 


the form a + Vb respectively. Here one at least of 
Va and V5 must be irrational, as otherwise its square 
would be rational. We prove now that the square root 
always exists in this form. 
To find the square root of r+ vy. 
Let us put Vet vy = Ma +b. 
Squaring, 2+ Vy = @+b+2V ab. 


Equating rational, and irrational parts, we get, 


.2£=—a-+b, and Vy =924/ Gh. 


gy” ==&ab, 
Now (a—b)=(a--b)°—40b. 
=”. 
a—b= + Gy 


a Beil 
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ಸಾಧನೆ :—ಬಿಕೆಂದರೆ, &3-b ಆದರೆ, a=b+k ಎಂದಿರಲಿ. 
bk =b+¥Y 
kt = Vy 


[SOs ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ, fk =o, ಮತ್ತು TH y ಆದಾಗ ಮಾತ್ರ ಇದು ಸಾಧ್ಯಮಗು 
ತ್ತದೆ. ena-b. 


ದ್ಲಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣದ OBS ಕರಣಿಗಳ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು. 


(/ 2+ 524542107 +2V10 

(Vv T—w 3h =74+3—2¥ 9) = 10—2 V9] 
ಎಂಬುವನ್ನು ವಿಚಾರಿಸೋಣ. 

ಈ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ. ಮತ್ತು y ಗಳು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿಯೂ, 
JV y ಬಂದು ಕರಣಿಯಾಗಿಯೂ ಇದ್ದರೆ, ೫ + Vy ಗಳಿಗೆ / Gtr } ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ರುವ ವರ್ಗಮೂಲಗಳಿರಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಬರುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ VJ gq ಮತ್ತು /F 
ಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದಾದರೂ ಕರಣಿಯಾಗಿರಬೇಕು:; ಹಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಅದರ ವರ್ಗವು ಭಾಗಲಬ್ಬ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

ಈ ವರ್ಗಮೂಲವು ಯಾವಾಗಲೂ ಇದೇ ರೂಪದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು ಈಗ 
ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


oa Vy ನ ವರ್ಗಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ 


VttVy = Hath ಎoದಿಡೋಣ, 
ವರ್ಗಿಸಿದರೆ, w+ Vy = 04b+24/ gb: 
ಭೂಗಲಬ್ದ ಮತ್ತು ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಪರಸ್ಪರ ಸಮಗೊಳಿಸಿದರೆ, 


"e xc=a+b. ಮತ್ತು ¥ y=2V ab 


-. Gh 4b. 
ಈಗ, (a—h)? =(a+b)?—4ab 
— Oy y". 
a—b= + ¥ a? —y? 
a+b=2 
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9a =L+ V xy. 

b= FTV ry? 
Thus a=}(\2+vrr—y’}> and b—3'2—V7—y} (1) 
Or a=tie—V7—y!, and b=} (a+ V gy! (2) 
Since VEY = NE +0) Which 15 symmetrical 


in a and b, we may employ one of the sets of values (1) or 
(2) of a and b. 
Thus, ferry — Na +5 where a and b have 


the values given by either (1) or (2)- 
Example (1) Find the square root of 12—2/ 38 


hot Af 12 — 235 = va—vb 


12—2/35=a+b—2Vab 
Equating rational and irrational parts, 
12=a-+b and 2V 35=2¥ ab 
140 = 4ab. 
(a—b)* =(a+b)?—4ab =12—140—144—140=4 
*. (a—b)=+4+2. We can take one of these tw 


values. 
a—b=2 (say) 
a+tb=12 
~ a4, © oat 
This gives b=5 
The required square root= /7— V5 


Note.-— If we take the other value a—b=—2, w 


get the square root as V5— 47. The required square roo 
is thus +(/77— V5). 
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“Yawk Va3—y? 
es Vy 

ಕಾಗಿ. 0—} {7+ J Fy) ಮತ್ತು $0 0 
NE a) 
V+ Vy= Vatvb ಎಂಬುದು a, b ಗಳಲ್ಲಿ ಅನುರೂಪವಾಗಿರುವು 
3003, ॥ ಮತ್ತು ಶಿಗಳಿಗೆ (1) ಅಥವಾ (2) ರಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು 
ತೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ ಬಹುದು. 
ಹೀಗಾಗಿ, Vat y= 2+ VT ಇಲ್ಲಿಯ ಶಿಗಳು (1) ಅಥವಾ (2) BE 
ಉಕ್ತವಾಗಿರುವ ಬೆಲೆಗಳು. 


ಉದಾಹರಣೆ (|) ಇದರ ವರ್ಗಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


12— 24/35 
4 12— 24 35 = a— Hh ರಲಿ. 
“© 12—2 /35=a+b—2vV ab 
ಭಾಗಲಬ್ದ ಮತ್ತು ಅಭಾಗಲಬ್ಬ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಸಮವಾಗಿಡುವುದರಿಂದ 
2. 12 =a +b ಮತ್ತು 24/35 =24/ ab 
" 140=4ab 
(a—b)? = (a+b)*?— 4ab = 12?— 140 —=144— 140 =4 
”. WER. ಈ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವ ಒಂದನ್ನಾದರೂ 
ತೆಗೆದುಕೊಳ ಬಹುದು. 
*, a—b=2 
at+b= 12 
: MAL. a= 
b-5 ಎಂದು ಇದು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಬೇಕಾದ ವರ್ಗಮೂಲ /ಗ1-,/35 
ಗಮನಿಸಿ: a—b =—Q ಎಂದು ಬೇರೆ ಬೆಲೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ವರ್ಗ 
' ಮೂಲವು J5—VJV7 ಎಂದು ಬರುತ್ತದೆ. .: ಬೇಕಾದ ವರ್ಗನೂೂಳಲ 
| ಮ _ 
=+(/7—Vv5)- 
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Example (2) Find the 4th root of 98-4-40 V6. 


First we find 4/98 + 4046 If this is J/a+ Vb 


we get 98-140 /6= a+b+2 ab. 
a+b=98 and 404 6= 2/ab . 9600=4ab. | 
(a—b)? = (a +b)?—4ab =98°—9600 =9604 — 9600 


= 
a) = 2 
a+b = 98 


- 9a=100 -. a=50and6=48 _ 
wat Vb= V50 % /48 = (25/2 + J16V3 
=5V72 + 4V3 
Now we find the square roet of (54/2 + 4 V3) 
54/2 + 473 = V2 [5 + 2V 6] 
But 4/5Vv2+4 Ne = Vie 4/5 + 2 V6 
Put ee W7 — \/* 4 Vv" 


a+y = 5 and 2v6 = 2V ay or 24 =4 74. 
”.(a—y)? = (a@+y)?—4ay = 5°—24=25 24=1 


a 


ಗ a 


y= | 
Wl ) 
WE 6 ~~ v= 
Ry —-4 s.g —2 
Vat N y= 344/2 


13 


ದಾಪರಣೆ (2) 98440 Vg ಇದರ 4ನೆಯ ಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ದಲು 98440 VG ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಇದು ೧/04 Vb ಆದರೆ, 
98-40 §6=a4+b4+2V ab 
“. A+b=98 ಮತ್ತು 404/6 =2/ ab 
9600 = 4ab 
*, (a—b) = (a+b)—4ab = 98°— 9600 
= 9604— 9600 =4 
*.a—b=2 
at+b=98 
*, 2a=100 .. a=50 HX, b=48 
“Math =V 504+ V 48= V25V24+V16V3 
= bW/9 +473 
ಈಗ (54/2 +47 3) ರ ವರ್ಗಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ. 
54/2 +44 3=¥2 [5+2V6 |] 


ಆದರೆ NS \/2 4 44/3 V2? $ 44/3 -\/? VS 4 24/6 
V5 +2V6=VatVy, ಎಂದು ಭಾವಿಸಿದರೆ, 
“8542V6 =C+yt+2V zy 
"೫4೪-5 ಮತ್ತು 27 6=2V ay ಅಥವಾ 24-4 ry 
7. (a—y)? = (24+ y)?—42y = 52—24=25—24=1 
“.a+y=d 


Qy=4.0.y-- 2 
NEN y= NYS 
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VTE? {vat 
ie. SEV 78 | wot et 
V + yr 4 V 3% V2; 
Example (3) Show that 
g — 
~~ ——r \/ 30+ 12v 6 | \/ 351248 
Evaluating the square roots in the usual way, we have 
N5—2V8 = V3 — V2 
V 30+1248 = 2434342 
A/ 35126 = 34S +2 2 
1 6 19 


— 


_ LHS. = Je ve STAINS INH 


Rationalising the denominators, we have 


‘ink oo 
Lee = (4 3— \/2) (/3+ v 2) 


6 (2V3 —3v2) 
— (2V343 V2) (2v3—3 v2) 


aT | tv 

(3v 3-4-2 V2) (By 3242) - 35—1 

6 (2 3—3 y 2) 19 (3 3+2¥ 2) 
12—18 — ae 


= (yB+ V3) + (2V3—3 v2) — BV 3-2 2) 
= J3 (1+2—3) + 72 (1-3-2 
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pe ft az - | 
V5 V2+4)V3= AS vit v2} 
VTE 


ಉದಾಹರಣೆ (3) ಇದನ್ನು ತೋರಿಸಿರಿ :— 


| ] 6 19 
_——— = a 0 
ETT 6 V35+12V6 
ವರ್ಗ ಮೂಲಗಳನ್ನು ವಾಡಿಕೆಯ ಕ್ರಮದಿಂದ ಪಡೆದರೆ, 
We By 6 V3— 2 
| 

V30+12/6=2/ 3432 

J 354127 6=3V 3842V2 ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. 

1 6 19 


'ದಗಳನ್ನು ವಿಕರಣಗೊಳಿಸಿದರೆ, 
ಇಡ V34+ v2 6(2./3—3 V2) 
= —(V3—V2)(V3+ V32)-(2V 343V 2) (2v 3—3 V2) 
1934 3+2 VQ) 
(3V 34242) (3,/3—2Vv 2) 


1 = 12—18 -— 
=(V 3+ V2) +(2V3—-3 Vv 2)-(38v 3-2 v2) 
= 7 3(1+2—3) + V2(1—3 +2) =0 
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Trinomial Surds 


We have the identities 

(VetvVyt va Hoty t 2424 yo DN oo 2 

(Wat Ny z+ y+ 2—2 J ye —2N 2 +2V eg 

With the help of these we can obtain the squa 
roots of surds of the form a+ “b+ cd: 


a+ }—e— Vd, when they exist in the form 
Vi+ Ny V2, as shown in the examples given below. 
Now ifat+vVsj+vcivd has a square root of t 
form 3+ y+ vz, then 
a+ NbN ct d=(Wat¥ytVoy 
=atyt24+2V yet 20 et 2/5 
Equating rational and irrational parts, we get, 
a=a2+y+2 (1) and 2Vyz=Vvb (2) 
2Via=Ve (3) 
2Vay=Vd (4) 
Using (2), (3) and (4) we can find rx, y, z as follow 


(2) x (3) 
(4) 


c / Uz pr Wp 
gives 2v yess ove 


*9 Vv xy /d 
AB af, similarly we get 


c= Af, y= /®, 


C 
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ತ್ರಿಪದ ಕರಣಿಗಳು 
ಮುಂದಿನ ನಿತ್ಯಸವಿಖಾಕರಣಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. 


NNN 
(Vat Vy— V2) =2+yt+2—-2 Vv y2—2V ex t+2 V zy. 
ಇವುಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ, ಮುಂದಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿರುವಂತೆ, 
RVbt+VetVd a+ Vb— Ve—Vvd ರೂಪದ ಕರಣಿಗಳಿಗೆ, 
Vy ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗಮೂಲಗಳಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅವುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 
ಮುದು. 
ಈಗ «04+ Vvbivet+vd ಕೈ Vvaivy} vz ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ 
ರ್ಗಮೂಲವಿದ್ದರೆ, 
b+ ver Vd=(Vat+ y+ V2) 
pty J yz+2 JV ze4+2 V7 cy 
NOW, ಮತ್ತು ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಪರಸ್ಪರ ಸಮಗೊಳಿಸಿದರೆ, 
(1) a=2+y+%2 ಮತ್ತು 
(2) 2vye=b (3) 2V =e (4) 2Vxy=Vd 
(2), (3) ಮತ್ತು (4) ಸ್ನುಪಯೋಗಿಸಿ ೫, y, 2 ಗಳನ್ನು ಹೀಗೆ ಕಂಡು 
ಯಬಹುದು. 


(2) x (3) Q/yz2/a  wvVbve 
«sar — = —  — 
(4) 2/ TY Vd 


a/ MO 
a2 = d AN 


1 es - 37853 
bp oe: \/ = | y - C ; ಗಳನ್ನೂ ನಕ) 
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at these values of 7, y,7 were 


determined independently of the equation (1). li now the 
2 satisfy the equation (1), then and then 


values of x, Y 
only the surd a+ b+ c+ Vd will have a square root 


of the form /a+Vyt Nz 
In this case, the square root of th 
Vatvyt v2. 
Example (1) Find the square root of 
15+2V 15+2V 35+2V 21 
Let the square root ofthe number = 7+ Vy 
Squaring we get 
15427 15+2V35+2V21 
ety tet gyt2V yet 2V a 
-. Equating rational and irrational parts, 
etytz=15, Vay=v 15, Nye ¥ 35, 


We notice here th 


e given surd 1s 


+ V2, 


V zn =V 21. 
Ve bude yg — 3 
yz 35 
= VUE 18 XB eee oy 
2೫ Vv 21 - 
— 4 / yom ‘35 » ೫ z=, 
ey a= — /4 5 < Fl _. / . 
— a . 
V LY \ 15 - 


This gives r+y+2=34+5+47=15. 
. Je Tag t+V¥e = V3 +45 +V7 is th 
required square root. 
Kxample (2) Next consider the surd 2 v 6— 24 10—2 V 15 
If this has a square root of the form vz + 4 =] 
= Oty t+ 20 gy—2V yz —2V 2. 
Equating rational and irrational parts, we cet 
a+y+2=20, v ry=V6, V yz =V10,Ver =V 15 _ 
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wy, 2 ಗಳ ಈ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು (1) ನೆಯ ಸಮಾಕರಣವನ್ನುಪಯೋಗಿ 
ಸಿದೆಯೇ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಲಾಗಿದೆ ಎಂದು ಗಮನಿಸಿ. x, Y 2 ಗಳ ಬೆಲೆಗಳು 
(1)ನ್ನು ತೃಪ್ತಿಗೊಳಿಸಿದರೆ ಮಾತ್ರ 044/4 ೪/೦4 ೪d ಎಂಬ ಕರಣಿಗೆ 
VE VY + ೪2 ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗ ಮೂಲವಿರುತ್ತದೆ; ಮತ್ತು ವಿಲೋಮ 
ವಾಗಿ, ಅಂಥ ಒಂದು ವರ್ಗಮೂಲವಿದ್ದಲ್ಲಿ, ಆಗ (1) ತೃಪ್ತಿಗೊಳ್ಳಬೇಕು. ಈ 
ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ, Jat ೪/೪4 ೪೭ ಎಂಬುದು, ದತ್ತ ಕರಣಿಯ ವರ್ಗ ಮೂಲ 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

ಉದಾಹರಣೆ (1) ಇದರ ವರ್ಗಮೂಲ ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

15424 154243542421 

ವರ್ಗಮೂಲ = MNT+ VY 4ರ ಎಂದಿರಲಿ. 

ಪರ್ಗಿಸುವುದರಿಂದ, 154 24/ 15424/3542 v 21: =x+y+z2+ 
QJ xyt2/yz4+2/ er 
atyt+z=15. V/2zy= Vv 15, V yz= V 35, Jw = / 21 


| ia pe = 
ಲ್‌ = /9 = 3 


y* 
LY x yz 15x35 AE 
VE 


:- em 1 on. Sy het 
ry 15 


53 
ತವೆ 


MD rtyt+2=34547 = 15 ಅನ್ನು ಕೊಡುತ್ತ 
“WEEN YN = 345+ ಇದು ಬೇಕಾದ ಮೂಲಮಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ (2) ಮುಂದೆ, ET ew 15 2ew 
[ರಜಿಯನ್ನು ವಿಚಾರಿಸೋಣ. ಇದಕ್ಕೆ Vt ೪4೪-೪೭ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ 
ಶರ್ಗ ಮೂಲವಿದ್ದ ರೆ, ಈಗ ೪  6—2 vy 102 V 15 = ( / ee vy 2) 


byte 0 Ny VR, Vv 
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a Vee No | 
t= ” 2 = V 


Vy 10 
Vy Nye _ ans 7 /* =e 
—_— | — = 
ra V 22 Vv yz _ ee Ny gS et 
= ar : 


But rt+y+z = 1040. 
- W6—2v 10—2V 15 bas no square root of t 
form 2+ N yHN 2: 
On the other hand, (Vg+vVy— V2p=(V3+V 2-8 
= (34245) + 2V6—2V 10—2V 15: 

= 10-424 6— 24 10—2¥ 15: 
Thus 10+2V/§—2wi9o—2Vv 15 has V8 NS 
as its square root. 


Exercises : 3°5 


[. Find the square root of each of the following : 


(1) 28—10/73 (2) 1142430 
(3) .9— 24/50 (4). 14-320 
(5) a5 +40 (6) 174 3—4V 45 

II. Find the 4th root of each of the following : 
(1) 28— 16/3 (2) 68448 /32 
OE (4) 97—56V3 
(5) 56+24V5 (6) 49—20V6 


cull 


Vv yz 10 

_ Vay V yz = 6 x10 pu A/4=2 
VEL 15 

Ne A IONS _ N35 =5 
Vv ry 6 - 


ಆದರೆ ¢+y+2=10+0 
NRE WEG + ve + Ve 
ರೂಪಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗಮೂಲವಿರುವುದಿಲ್ಲ. 
ಆದರೆ, (VY +YYy —Vvz P=(VT +E — V5) 
(34245)+2V 52 le—2V 15 
1042 fF =i 


ಹೀಗೆ 1042/6 —2VT0-2V 55 +V2—V5 
ಹಲಬುದು ವರ್ಗಮೂಲವಾಗಿದೆ. 


| 


| 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 3.5 

[I ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದಕ್ಕೂ ವರ್ಗಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : — 
(M&S IONE A211 4-2 30 
(3) 9— 2420 (4) 14—3/20 
(5) V45+ 440 (6) 17V3—4/45 

IIL ~ಇಪಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದಕೂ 4ನೆಯ ಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : — 
(1) 28—16V3 (2) 68448V2 (391-3 
(4) 97—56V3 (5) 5642475 (6) 4920 V6 
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Ill. Find the square roots of the following : 


64245424 3424 6- | 

11-464 2443426: 
9+ NTN 20— 60: 
12444/2243 6- 


IV Show that 
1 2 : 
(1) er ~~ a =a 
VI /30 Teal WORE 
1 = 2 3 
Q == — Wr 
5424/6 V8—2 Vi © 7-22 w 10 


1 J 2 
———— = 0 


0 ~~ — iv; , > 
Vj2—/140 V8—V60 104/84 


3.7 Logarithms. 


Definition :— 


If a >0. and = 1, and y =a" then zi ; 
— 3 ; =a". x is said to be t 
p i of y to the base a, andis denoted by the symbo 


eg. M=—16 ”. log, 16=4 
8° = 64 “. dog, 642 
1 
M8 ”. p= 
PA] Isl 
(35) = °° “eee 
10—*= 4 log 0 


18 


Tl ಇವುಗಳ ವರ್ಗಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : — 
642v27993 +2 v6 
1lagye@eeJsi2,.6 
9+ v 12—/20— 60 
1244/9 973-16 
ಇವುಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ: — 

1 3 4 


ee — 0 
Via Wesailen/ 30 N TB’ 10 A 8 +443 


(1) 


OR 
oad ——_ 4/82 15 ‘15 ans 2/10 
i A 1 — 
\/ 12 ./140 \/ 8— ./ 60 / 10+ / 84 


| 


—0 


7 ಪ್ರತಿಘಾತಗಳು 


ವ್ಮಾಖ್ಯೆ ‘-—a>o, #1 ಮತ್ತು y=ar CS, ೫ನ್ನು a ಆಧಾರದಲ್ಲಿ 


ಯ ಪ್ರತಿಘಾತವೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ, ಮತ್ತು x --loguy ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಉದಾ. 24 = 16 .. log,16 =4 
8? = 64... lug,64 = 2 


10-4 = 1 be .e [09,91 to =e. 
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Logarithms were invented by John Napier (1550—161 
a Scottish Astronomer, with a view to simplify labori 
numerical calculations. The base used by him was 
number ¢, the value of which is 2.718 approximately, 
3 places of decimals. These are called natural logaruth 
Briggs, working on Napler’s suggestion employ 
10 as the base, and published a table of logarithms t 
this base in 1617. These are called common logarith 
In addition to simplifying numerical computation, th 
concept of logarithms 1s of great importance in hig 
mathematics. 


3.8 Basic Properties of logarithms. 


The properties of logarithms will be direct consequene 
of the laws of indices. The following properties will 
found true whatever the base mav he. 


We have a°=1_ .. loga'=0. 


Thus, “the logarithmfof 1 is 0. for any base.” 
Again,a’=a_ .. loga=l 
Thus, “the logarithm of the hase itself is always 1” 
; ee 
From the laws of indices. given below. we prove thr 
important theorems on logarithms : 
4 - 
(1) am xanr—=amtn 
(2) am —an—=am—n - 
(3) (a) am 


Theorem. (1) {logamn=logam—+logan | ....-.-- (3.7) 


Proof -— 
Let m=a7,n =ay 
x =logaem, and y=logen. 
Now az.av=a:*y=mn. 
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ಶ್ರಮಕರವಾದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಲೆಖ್ದಾ ಸ ಚಾರಗಳನ್ನು ಸುಲಭಗೊಳಿಸುವ ಉದ್ದೇಶದಿಂದ 
ಕಾನ್‌ ನೇಪಿಯರ್‌ ಎಂಬ ಸ್ಕಾಟಿಷ್‌ ಖಗೋಳ ಶಾಸ್ತ್ರಜ್ಞನು (1550-1617) Be 
ಥಾತಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದನು. ಈತನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದ ಆಧಾರವು e ಎಂಬ ಒಂದು 
wOSS, : ಇಪರ ಬೆಲೆ 3 ದಶಮಾಂತ ಸ್ಥಾನಗಳಿಗೆ ಸರಿಯಾಗಿ 2-718 ಆಗುವುದು. 
ಇವುಗಳನ್ನು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಪ್ರ ತಿಘಾತಗಳೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಬ್ರಿಗ್ಸ್‌ ಎಂಬ ಪ್ರಾಧ್ಯೂ 
ಸಕರು ಸೇಹಂರಂರ್‌ ಇದಕೆ ಸಲಹೆಯ ಮೇಲೆ 10ನ್ನು ಆಧಾರವಾಗಿಟ್ಟುಕೊಂಡು, 
ಸಣಿಸಿದ್ದ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳ ಪಟ್ಟಿಯನ್ನು 1617ರಲ್ಲಿ ಪ್ರಕಟಿಸಿದರು. ಇವುಗಳನ್ನು 
DIRS, ಪ್ರತಿಘಾತಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಂಖ್ಯೆಗಳ C552, ಚಾರಗಳನ್ನು ಸುಲಭ 
ಸೊಳಿಸುವುದರ ಜೊತೆಗೆ, ಪ್ರತಿಘಾತವೆಂಬ ಭಾಷೆ ಪೌ a ಗಣಿತದಲ್ಲಿ ಬಹು 
ಹುಖ್ಯವಾದುದು. 


3-8 ಪ್ರತಿಘಾತಗಳ ಮೂಲ ಗುಣಗಳು 
ಪ್ರತಿಘಾತಗಳ ಗುಣಗಳು ಘಾತಾಂಕ ನಿಯಮಗಳ ನೇರವಾದ ಪ್ರತಿಫಲಗಳಾಗಿವೆ. 
೨ಧಾರವು ಯಾವುದೇ ಆಗಲಿ, ಈ ಮುಂದೆ ಕಾಣಿಸಿರುವ ಗುಣಗಳು ಸರಿನಿಲುತ್ತವೆ. 
a®=1 ಎಂದಿದೆ: .*logl =0 
ಹೀಗೆ, "ಯಾವ ಆಧಾರವೇ ಆಗಲಿ, 1ರ ಪ್ರತಿಘಾತವು 0.'' 
ಪುನಃ, 0 =a .. loga=—!- 
ಹೀಗೆ, "" ಆಧಾರದ ಪ್ರತಿಘಾತವು ಯಾವಾಗಲೂ 1 ಆಗಿದೆ.'' 
ಇಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ಘಾತಾಂಕ ನಿಯಮಗಳಿಂದ, ಪ್ರೆತಿಘಫಾತಗಳ ಮೂರು 
ಹುಖ್ಯವಾದ ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸುತ್ತೇವೆ 
(1) an Xan=antn 
(2) an—qrn=am—n 
(3) (am) =@qmn 


ಪ್ರಮೇಯ (1) logamn =logam+logan| ----- (3.7) 


OQO:— mM = a, Nn = a ಎಂದಿರಲಿ. 
= logam, ಮತ್ತು y = logan 


Sn aay = arty = mn. 
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x+y =logamn 

On substituting for 2 and y on the L. Se | 
ae 

: 


| logem + logan =logamn. | 
The sum of the logarithm 


The logarithm of a product = 


of its factors 
——— 

m 
loge ಇ = logam—logan A oon ee 

" 
= 
Proof :— Let m=a* n=ay 

v=logm , Yy=logen 

az 
ay 


Theorem. (2) 


=A, 


m 

n 

loga a a—y 
n 


Substituting for x and y, we get 


loge ಎ = logam — logan |. 


The logarithm of the quotieft of two numbers = t 
difference of the logarithms. 


ae OS 
Theorem (3) Loge = klogm . ..-. (3.9 


| 
— 


Proof :— 
Let ma ಯೊ 
mir—(@r)k=akr 
logamk =kx 
Substituting for x, we get, 


logm* = k logam 


The logarithm of the 4” power of a number =f ti 
the logarithm of that number. 
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x+y = logamn. 
ಎಡಪಾಶ್ಯ ೯ದಲ್ಲಿರುವ x, y ಗಳಿಗೆ ಆಯಾ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆಡೇ ಶಿಸಲಾಗಿ, 


logam + logan = ~~ 


ಒಂದು ಗುಣಲಬ್ದದ ಪ್ರತಿಘಫಾತವು -- ಅದರ ಅಪವರ್ತನಗಳ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳ 
ಮೊತ್ತ. 


ಪ್ರಮೇಯ (2) 
loga— = logam — logm | .... (3.8) 
n 


MGS: _.§s sam — ar, HR = ಯ ಎಂದಿರಲಿ. 
x =logams y=logan 


x 
m — & =— it~ 


3 ay 
*. log, Hv 2 — 
“oS Y 
g ಮತ್ತು y ಗಳಿಗೆ ಆದೇಶಿಸಲಾಗಿ, 
“Joga © = loge m—loga 
n 
ಜರಡಂ ಸ ೦ಖ್ಯೆಗಳ ಭಾಗಲಬ್ದ್ಬದ ಪ್ರತಿಘಾತವು - ಅವುಗಳ ಪ್ರತಿ ಘಾತಗಳ ವ್ಮತ್ಕಾಸ. 
ಪ್ರವ (3) logm =k logam| ...---. (3°9) 
ಸಾಧನೆ —— m= a ಎಂದಿರಲಿ, ee. x = logam 
ve mk = (az)t = ate 
* logam' = ka 
*, logam* =k loga™ 
ಂದು ಸಂಖೆಯ ಹಿನೆಯು ಘಾತದ ಪ್ರತಿಘಾತವು =k x (ಆ ಸಂಖ್ಯೆಯ 
ಪ್ರತಿಫಾತ) 


Examples :— 


1 WW) dey (TAU = log 7+log 11. 
whatever the base may be. 
3.1416 
(2) log = log 3.1416—log 1.41. | 
1.41 | 
(3) log (12.52% = 2 log 12.52 


(4) log (83.04) = 3 log 83.04 
(5) log 4 = log 47" = 5 log 47. 
II Given logy 2= 0.3010 and logy 3 = 0.4771 fi 
(1) log, 36 
log ¥ 36 = logy 36° = § logy 36 = 1 logy. 2 x & 
log, 2 1 4 log 3° 
log, 2 ai 3 L094 3 
{0.3010 + 0.4771 | 
10.7781} 


5187, correct to 4 places of decima’s. 


© ule ule Ply wl 


(2) log,, *¥ 120. 

log, 120 = + {logy 10 x 2 x 3; 
ilog,, 10 + 2 log,,2 + log,,3! | 
{1 +2 (0.3010) + (0.4771)! 
{1 + 0.6020 + 0.4771} 
'2.0791} 


.5198, correct to 4 places 0: decimal . 


| 
© RR ke Ms He OP 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು] :—(1) ಆಧಾರವು ಯಾವುದೇ ಇರಲಿ log (7x11) 
=log7 +log11. 


3.1416 
oi Ta 


(3) ‘leg (12-52)%=—2 log 12-52 


=log 3.1416—log 1.41 


5 
6 


(4) log (83.04)® =£ log 83.04 


(5) log \/ 47 — jlog 47. 


I (1) ತಹ 8010 ಮತ್ತು 103 =0:4771 ಆದರೆ 
(1) log , Vv 136 ಇದನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


log a \/ 36 36 =log,, 363 =} logy 36 =}log,, 2? x 3? 


=+ logy 2?+log,, 3? 

=# log, 2+ log, 3 
=2/0-301040-4771} 
=2(0-7781} 

=0-5187, (ನಾಲ್ಕು ದಶಮಾಂಶ ಸ್ಮಾನಗಳವರೆಗೆ). 


(2) logy NM 120 


= 1logy 120 =4{log,, 10 x 2? x3} 
= Iflog,, 10+2 logy 2+log,, 3] 
— 1142 (0-3010)+(0-4771)] 
— 1[1 40-6020 4-0-4771] 
119-0791} 
= 09-5198 (ನಾಲ್ಕು ದಶಮಾಂಶ ಸ್ಮಾನಗಳವರೆಗೆ.) 
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—..  - <a Exercises 3.6 © | 
I. Write out each of the following equations in th 
logarithmic form ae | 
(1) 2°=64 
2) 2564=16 
(3) 10 4 = 45.3 
(4) 5-* = .04 | 
5) 10; — 
(5) 1000 © 
11. Express each of the fo 
form of a power of the base : 
“(1) log, Bl — 4. 
(2) log, 121=2 
(3) logs (42)=9 
(4) logy, 35=1.5441 
(5) logy ¢€=0.4343 
Ill. Given that log,, 2=0.3010, log, 3=0.477 
log,, 5 =0.6990 and log,, 7 20.8451. find the logarith 
of each of the following to base 10. 
3/40 3 ( : 1 
1 40 147 (7) {98+ 125} 
0) A/ NV (8) {343-+42}% 


(2) 5/108? 50 \64 (9) {35 x 64! — 


Vv (5) (7 - 
(3) [ 168. ]? (6) (3) (10) _ 


IV. Given log, 54.23 = 1°7342 ; 
logy, 4-723 =0.6742, evaluate the logarithms to base 10, 


each of the following : 
(1) (54.23)? x (4.723)¢ 
2) (542.3) x (472.3)? 
(3) 5.423 
47.23 
(4) {(54.23)+472.3}—*? 
(5) 5 / (ai . 28)" 
(5.423) 


llowing equations, in tl 


) 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 3-6 
್ರತಿಯೊಂದನ್ನೂ ಪ್ರತಿ ಘಾತದ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ; 


I ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಪ 
(1) 2=64 (2) 2561=16 (3) 103-8 -- 45-3 
(4) 5*= -04 (5) lo = 2 


ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದನ್ನೂ ಆಧಾರದ ಘಾತದ ರೂಪದಲ್ಲಿ BF BAAO 
A) es 


II 
(2) log ,121=2 (3) log (3) 


(1) log 381 =4 
(4) log 35 —=1-5441 


ED log 203010, log ,, 30471 
ಮತ್ತು log ,, 7 =0-8451 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟರೆ, ಮುಂದಿನ 


ಪ್ರತಿ ಘಾತಗಳನ್ನು 10 ರ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


p/m 2 (2) We | (3) 1 {168} 3 (4) A/a 


(7) {98-125} 


(5) log ,, €—=0:4343 


log 4) 5=0-6990 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 


(5) (8) 
‘349 go. 
21 x 490 \ met 


Ft (6) {625+108}72 
(8) 
(10) 4 343 


(9) {35 x64}-24 


log ,, 54°23 =1-7342 ಮತ್ತು 10g 4'723 =0-6742 ಆದರೆ 
ಮುಂದಿನ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪ್ರತಿ ಘಾತಗಳನ್ನು 10 ರ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(1) (54-23)? x (4-123) 

(2) (542-3) x (472-3)? 

(3) “i 423 

Ai -23 
(4) { (54-23) + (472-3)}—? 
(47-237 


a / 
(5) (5423) 


IV 
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39 Common Logarithms 


1) Logarithms calculated to the base 10 are calles 
C ey logarithms. In what follows the base is n¢ 
indicated in the symbol for the logarithm 


We have | | 
1% = 1000 -. log 1000 = 3 | 
10% = 100 - log 100 = 2 
iw ,10 SN 10 = 1 | 
lis 1 ~ ae I= 0 
10— = a . ae aie 1 
le ~.01 - log Ol = 2 
10-7 = .001 - log WW = 3 


-. logarithms of integral powers of 10 are intege 
Thus log 100=2 and log 1000=3. Now 845 is a numb 
which lies between 100 and 1000. .. log 845 lies betwe 
2 and 3. 

«. log 845=2-+a fraction 


The logarithm of a number therefore consists of 
integral part called the characteristic, and a fractio 
part, called the mantissa. This characteristic may 
either positive, zero or negative, but the logarithm is alw 
written so that the mantissa is positive. 


(2) Determination of the characteristic of the logarit 
of a number, expressed in the decimal form. 


It is easily seen from the table given above, that 
logarithm of a number between 

100 and 1000 (that is, having 3 digits) =2-+-a posit 
proper fraction. | 

10 and 100 (that is having 2 digits)=1-+a posi 

proper fraction. 

1 and 10 (that is, having 1 digit)=0-+a posi 
proper fraction. 
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3.9 ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳು. 


(1) 10ರ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಗಣಿಸಿರುವ ಪ್ರಶಿಘಾತಗಳೇ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರತಿ ಘಾತೆಗಳು. 
ಈ ಮುಂದೆ, ಪ್ರತಿಘಾತದ ಚಿಹ್ನೆಯಲ್ಲಿ ಆಧಾರವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 


ಈಗ, 10°= 1000 ”. log 1000=3 
10— 100 -. log 100=2 

10—= 10 ”. log 10=1 

I 1 ”. log 1 = 
10-"— al ”. log “1 
1072 01 ue 
LO—* ==) "log .001=—3 


10ರ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಘಾತಗಳ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾಗಿವೆ. 

ಗಾಗಿ log 100 = 2, ಮತ್ತು log 1000-3. ಈಗ 845 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆ 
00 ಮತ್ತು 1000ದ ಮಧ್ಯೆ ಇದೆ. .-.109 845 ಎಂಬುದು 2 ಮತ್ತು 3d 
ಡುವೆ ಇರುತ್ತದೆ. 

.log 845 =2-- (ಭಿನ್ನರಾಶಿ) 
೨ಮದರಿಂದ, ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯ ಪ್ರತಿಫಾತವು ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕದ ಭಾಗವನ್ನು 
ತ್ತು ಒಂದು ಭಿನ್ನಾಂಕದ ಭಾಗವನ್ನೂ ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಈ ಪೂರ್ಣಾಂಕದ ಭಾಗ 
ಶನ್ನು ಸ್ವರೂಪಾಂಕವೆಂದೂ, ಭಿನ್ನಾಂಕದ ಭಾಗವನ್ನೂ ಶೇಷಾಂಕವೆಂದೂ ಕರೆಯು 
"ವೆ. ಈ ಸ್ವರೂಪಾಂಕವು ಧನಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿಯೋ, ಶೂನ್ಯವಾಗಿಯೋ, ಅಥವಾ 
ಣಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿಯೋ ಇರುತ್ತದೆ. ಆದರೆ ಶೇಷಾಂಕವು ಯಾವಾಗಲೂ ಒಂದಕ್ಕಿಂತ 
ಡಿಮೆಯಾಗಿರುವ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
(2) ದಶಮಾಂಶ ಪದ್ಧತಿಯಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳ 
ರೂಪಾಂಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 
eS BU Coss ae Gos, 
100 ರಿಂದ 1000ವರೆಗಿನ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ (ಮೂರು ಅಂಕಗಳಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ) 
ಸೌ ಶಿಘಾತಗಳು — 2 4 (ಒಂದಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾದ ಧನಸಂಖ್ಯೆ) 
IW Ba sass (ಎರಡು................ yo SEB eae 


ABs a (ಒಂದು... Jecereesesresseesones 


For a number that lies between 9.1 and 1, the logarithn 
lies between —1 and 0. 

- jt can be written as —1+ (a positive prope 
fraction). | | 1 
This is usually written in the form 1+ (a fraction 
where the negative sign of (—1) 1s written on the top of 3 
By this device a number like 

—1 40.7823 ean be written as 1.7628 im @ compat 
form, and it keeps the mantissa positive. . 
Thus we find that the logarithm of a number whiq 


lies between 
1 andl =j- a positive proper fraction. | 
01 and .1 — 3-4 a positive proper fraction. 


001 and .01 =3-+ a positive proper fraction. 


From an inspection of these cases, we can enuncia 
the following rule for determining the characteristics. 


__ alte characteristic of the logarithm of a number? 
is a positive integer and is one less than the number 
digits in the integral part of the number. 


_ The characteristic of the logarithm of a number 
is a negative integer, and 1s one more than the number 
zeros immediately after the decimal point.” 


Example : 
Given that log 5.273 =.7220. write down the numb 
whose logarithms are 1.7220, 3.7220, 2.7220, and 3.72 
Now log 5.276. 0.7220. | 


(1) If the characteristic is 1, the number must cont 
two digits to the left of the decimal point. 

.. The number whose logarithm is 1.7220 is 52.78 

(2) If the characteristic is 3. the number must h 


4 digits to the left of the decimal point. 
. The number whose logarithm is 3.7220 1s 5273 
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0.1 ರಿಂದ 158A ಇರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ, ಪ್ರತಿಘಾತವು--1ರಿಂದ 0ವರೆಗೆ ಇರು 
ಹುದು .:. ಇದನ್ನು 1-4 (ಒಂದಕ್ಕಿಂತ ಕಡಮೆಯಾಗಿರುವ ಧನ ಭಿನ್ನರಾಶಿ) 
ದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 1- (ಭಿನ್ನರಾಶಿ) ಎಂಬ ಹಾಗೆ, 
nf) ಚಿಹ್ನೆಯಾದ (-)ನ್ನು 1ರ ಮೇಲೆ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಯುಕ್ತಿಯಿಂದ 
-1--0°7823 ಎನ್ನುವಂಥ ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದನ್ನು 1-7823 ಎಂದು ಅಚ್ಚುಕಟ್ಟಾದ 
ಳಸಾಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು; ಇದರಿಂದ ಶೇಷಾಂಕವು ಧನಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿಯೇ ಉಳಿಯು 
ಗೆ, 

.1 ರಿಂದ 1ವರೆಗಿನ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪ್ರತಿಫಾತಗಳು- 74 (ಒಂದಕ್ಕಿಂತ ಕಡಮೆ 
| ಯಾಗಿರುವ ಧನ ಭಿನ್ನರಾಶಿ) 


COO 


ಈ ಸಂದರ್ಭಗಳನ್ನು ಅವಲೋಕಿಸಿದಲ್ಲಿ, ಸೃರೂಪಾಂಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ಮವನ್ನು ಉಚ್ಚರಿಸಬಹುದು. 

"ಒಂದಕ್ಕಿಂತ ಅಧಿಕವಾಗಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ವರೂಪಾಂಕವು 
೦ದು ಧನಸಂಖ್ಯೆ, ಇದು ಆ ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ಪೂರ್ಣಾಂಕಭಾಗದ ಅಂಕಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಗಿಂತ 
ದು ಕಡಿಮೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

ಒಂದಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರೂಪಾಂಕವು 
ದು ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆ; ಇದು ಆ ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ದಶಮಾಂಶ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಹಿಡಿದು 
ABCA ಸೊನ್ನೆಯಲ್ಲದ ಅಂಕದವರೆಗಿರುವ ಸೊನ್ನೆಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಗಿಂತ ಒಂದು 
ಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ.'”' 

ಉದಾ-]0g 5273 =-7220 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಿದೆ; ಇದರಿಂದ 1-7220, 
1220, 3-7220 ಮತ್ತು 5-7220 ಗಳು ಪ್ರತಿಘಾತಗಳಾಗಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 
13ಯಿರಿ. 
(1) ಸ್ವರೂಪಾಂಕವು 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಅ ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ಬಿಂದುವಿನ ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿ 
ರಡಂ ಅಂಕಗಳಿರಬೇಕು. 
+, 1-7220ಯನ್ನು ಪ್ರತಿಘಾತವಾಗಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆ - 52-73 
(2) ಸ್ವರೂಪಾಂಕವು 2 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆ ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ಬಿಂದುವಿನ ಎಡಗಡೆಯಲ್ಲಿ 
1% ಅಂಕಗಳಿರಬೇಕು. 
- 3.7220 ಯನ್ನು ಪ್ರತಿ ಘಾತವಾಗಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆ - 5273. 
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3) If the characteristic is 2, there must be one zer 


immediately after the decimal point, in the given number. 
“The number whose logarithm is 2.7220 1s 0527 


4) Similarly, the number whose logarithm 
3.7220 is .005273. 
310 The use of Logarithmic Tables 


The logarithms of numbers to the base 10 have bee 
calculated, and tabulated. Since the characteristics 5 
be written down by inspection, it is sufficient to give 0 
the mantissa in the tables. We use four figure table 
which give sufficient accuracy for all ordinary wo 
When greater accuracy is needed 5—place or even 7—pl 
tables may be employed. We shall now explain bh 
to use the four figure tables for finding logarithms. 
the sake of reference, we shall furnish an extract from 
tables, here. 


0 1 2 3 4 5 


61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7 
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7 
63 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8 
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8 
65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8 


7 8 9 Mean Differences 
a i 8s ಷ 8 
61 79038 T7320 7917 PI ESE $8 5 6 
62 7973 780 7987 ma 2 383 =a 5 6 
63 8041 8048 8055 ri4ie?et =e 5 5 
64 8109 8116 8112 * 1 © $m 5 ಶಿ 
65 8176 8182 8189 ¥ | 2% >= 5 5 


the columns of mean differences are numbered from 1 
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(3) ಸ್ವರೂಪಾಂಕವು 3 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆ ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ಬಿಂದುವಿನಿಂದಾಚೆಗೆ 
COS ಸೊನ್ನೆಯಲ್ಲದ ಮೊದಲ ಅಂಕದವರೆಗೆ 1 ಸೊನ್ನೆಯಿರಬೇಕು. 


2.7220, ಪ್ರತಿ ಘಾತವಾಗುಳ್ಳ ಸಂಖ್ಯೆ = .05273. 


(4) ಹೀಗೆಯೇ, 3.7220ನ್ನು ಪ್ರತಿಘಾತವಾಗಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆ = .005273 


3-10 ಪ್ರತಿಘಾತಗಳ ಪಟ್ಟಿಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವಿಕೆ 

ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪ್ರತಿ ಘಾತಗಳನ್ನು 10ರ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಗಣಿಸಿ ಪಟ್ಟಿ ಮಾಡಿರುವರು. 
ಏಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು ಅವಿಧೊಸನುನರಾಡತೇ, ಅವುಗಳ ಪ್ರತಿಘಾತದಲ್ಲಿರುವ charac- 
“A ಎಂಬ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಭಾಗವನ್ನು ಬರೆದುಬಿಡಬಹುದಾದುದರಿಂದ, ಈ ಪಟ್ಟಿ 
ಳಲ್ಲಿ ಅವುಗಳ mantissa ಎಂಬ ಭಿನ್ನಾಂಕಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ ಕೊಡಬೇಕಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
೨ಚ್ಚಿನ ನಿಖರತೆಯು ಬೇಕಾದಲ್ಲಿ 5 ಅಥವಾ 7 AD SNS ಪಟ್ಟೆಗಳನ್ನುಪಯೋಗಿಸ 
ಹುದು. ಈಗ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಲು ನಾಲ್ಕು ಸ್ಥಾನಗಳುಳ್ಳ ಪಟ್ಟಿಗಳನ್ನು 
en wears — ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅವಲೋಕೆಗೋಸ್‌' ರಮಗಿ, ಈ 
ಕಟ್ಟೆಯಿಂದ ಸ ಲ್ಪ ಭಾಗವನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಉಲ್ಲೇಖಿಸಿದೆ. 


Mean 
Differences 


123 456 789 


1889 | 7806 7903 | 7910 | 7917} 112 344 566 


7868 | 7875 | 7882 


62 7924 | 7931 | 7333 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7930 | 7987 |112 334 566 
63 7993 | 8000 | 8007 | 8014 | $021 | 8028 | S035 | S641 | 8043 | 8055 | 112 334 556 
64 8062 | SU69 | 8075 | 8C92 | 8089 | 8096 | 8102 | $109} 8116 | 81221112 334 5&6 
63 8129 | 8136 | 8141 | 8!47 | 81:6 | 8162 | $169 | 8176 | 8132, 8189} 112 334 566 


ನಾಲ್ಲು ಅಂಕಗಳ ಪ್ರತಿಘಫಾತಗಳಪಟಿ ಗಳಲ್ಲಿ ಶೇಷಾಂಕಗಳನ್ನು 90 ಸಾಲುಗಳೆಲ್ಲೂ 
0 ಅಂಕಣ pp ಗಳಲ್ಲೂ ಬರುವಂತೆ « ಅಳವಡಿಸಿದ್ದಾರೆ. ಇವುಗಳ ಜೊತೆಗೆ 
ಸರಿ ವ್ಯತ್ಯಾಸ > (Mean differences) sow ) ಅಂಕಿತ ತವುಳ್ಳ ಬೇರೆ 9 ಅಂಕಣ 
ಛೂ ಇರುತ 2. ಸಾಲುಗಳನ್ನು 10 ರಿಂದ 99 ವರೆಗೆ ಗುರುತಿಸಿರುತ್ತಾ ರೆ, ಅಂಕಣ 
ಳನ್ನು 0 ಯಿಂದ 9 ರವರೆಗೂ, ಸರಾಸರಿವ ತ್ಯಾಸದ ಅಂಕಣಗಳನ್ನು 1 ರಿಂದ 9ರ 
ರೆಗೂ ಗುರುಶಿಸಿರುವರು. 
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In order to look up the mantissa of the logarithm of 
given number, we first note down its first four significa 
digits ; ¢.9., in the case of the number 642.302, the fir 
four significant digits are 6, 4, 2,3. The first two figui 
6 and 4 are used to fix up the row and the third digit 2 
used to fix up the column from which the main part of t 
mantissa is taken. We note down the four figures fou; 
at the intersection of the 64th row and the 2nd column. YV 
find here the four figures 8075. 

We next find the mean difference corresponding | 
8 which is the fourth digit of the given number ; this 
found at the intersection of the 64th row with the «4 
difference column and is seen to be 2, which is next addi 
to 8075. Thus we get 8075 +2=8077. 


+ The mantissa =-8077. f 


Since the number 642.302 has 3 digits in its integ 
part, the characteristic of its logarithm 1s 2. 


:, log 642.302 =2.8077. 


Example 2.—To find log 0.06209. This number 1s <1. 


There is one zero immediately to the right of | 
decimal point before the non-zero digit 6 occurs. 

_ Characteristic of the logarithm of this number 

(negative integer, one more than the number of zeros). 


The mantissa is looked up for the 4 figures 6209 
before. | 
This is equal to 7924 + 6 = 7930. | 
-. log 0.06209 =3.7930. 


3.11 Use of the Table of Antilogarithms 


If log, «=M, x is the number whose logari 


(to base 10) is M. Here x is said to be the antilogara 
of M to base 10. This is denoted by writing 
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ದತ್ತಸಂಖ್ಯೆಯ ಪ್ರತಿಫಾತದ ಶೇಷಾಂಕವನ್ನು ಹುಡುಕಲು, ಮೊದಲು ಆ 
059 cami ನಾಲ್ಕು ಗಣನೀಯವಾದ ಅಂಕಗಳನ್ನು ಬರೆದುಕೊಳ್ಳು ತ್ತೇವೆ; 
Bon 642-302 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಲ್ಲಿ ಮೊದಲ ನಾಲ್ಕು ಗಣನೀಯ wal 
96,4, 2,3. ಮೊದಲನೆಯ ಎರಡಾದ 6 ಮತ್ತು 4ನ್ನುಪಯೋ ಗಿಸಿಕೊಂಡೃ 
MOOK ಮುಖ್ಯ ಭಾಗವಿರುವ ಸಾಲನ್ನೂ ಮೂರನೆಯ ಸ್ಥಾನದಲ್ಲಿರುವ 
ನ್ಲಿಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಅದಿರುವ ಅಂಕಣವನ್ನೂ ಗೊತ್ತುಮಾಡುತ್ತೇವೆ. ಈಗ 64 
ಹು ಸಾಲು 2ನೆಯ ಅಂಕಣವನ್ನು ಸೇರುವೆಡೆ ಇರುವ 8075 ಎಂಬ ನಾಲ್ಕು ಅಂಕ 
ನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳು ವೆವು. 


ಮುಂದೆ, ದತ್ತ ಸಂಖ್ಯೆ ಯ ನಾಲ್ಕನೆಯ Ap ನಲ್ಲಿರುವ ಅಂಕವಾದ 38, ಅನುಗುಣ 
ದ ಸರಾಸರಿ ವ್ಯತ್ಯಾಸವನ್ನು wus ಸಾಲು 3ನೆಯ ವ್ಯತ್ಯಾಸದ ಅಂಕಣವನ್ನು 
ಸುವೆಡೆ ಹುಡಕುತ್ತೆ ವೆ. ಅಲ್ಲಿ 2 ಎಂಬುದು ಸಿಕ್ಕುತ್ತ SS - ಇದನ್ನು ತರುವಾಯ 
758, ಸೆ "ರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ 80754-28077 ಎಂದಾಗುತ್ತ ಹೆ. 
”. ಶೇಷಾಂಕ = -8077. 
2-302 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಭಾಗದಲ್ಲಿ 3 ಅಂಕಗಳಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ 
ತಿಘಾತದ ಸ 1 ರೂಪಾಂಕವು 9. 
". log 642-302 = 2-8077. 
ಉದಾಹರಣೆ (2) : log 0°06209 ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಈ ಸಂಖ್ಯೆ 
'1 ದಶಮಾಂಶ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಮುಂದಿನ AY AN, CYB 6 ಎಂಬ ಆದವರ 
ದು ಸೊನ್ನೆ ಇದೆ, ಘು ಇದರ ಪ್ರತಿಘಾತದ ಪೂರ್ಣಾಂಕ 2. 
(ಇದು ಯಣಸಂಖೆ , ಮತ್ತು ಸೊನ್ನೆಗಳ ಸ ಸಂಖ್ಯೆಗಿಂತ ಒಂದು ಅಧಿಕವಾಗಿರಬೇಕು) 
ಸರ ಭಿನ್ನಾಂಕವನ್ನು ನಿ 6209 ಎಂಬ ನಾಲ್ಕು ಅಂಕಗಳನ್ನುಪಯೋಗಿಸ 
ಕು. 
ಭಿನ್ನಾಂಕ 7924-46 = 7930 
“. log 0:06209 =2-7930. 
3-11 ವಿಲೋಮಪ್ರತಿಘಾತಗಳ ಪಟ್ಟಿಯ ಉಪಯೋಗ. 


log,x = M ಆದರೆ, 10ರ ಆಧಾರಕ್ಕೆ Mನ್ನು ಪ್ರತಿಘಾತವಾಗುಳ್ಳ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಬುದಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ x ನ್ನು 10ರ ಆಧಾರದಲ್ಲಿ M ಎನ್ನುವುದರ ವಿಲೋಮ 
ತಿಘಾತವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು 
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x =antilog,, M 
Keeping the base understood, we write 
z=antilog M, if log 2=M. 
Tables of antilogarithms are available, and can 
used to read off the number whose logarithm 1s giv 


An extract from the table of antilogarithms is given bel 
————— Ee 


0 1 2 3 i : 5 

j an i TT 
WM 1622 1626 1629 1633 1637 1641 1 

22 1660 1668 1667 1671 1675 1679 1 

. 28 1698 ME W706 1719 714 1718 1 

. 24 1798 Y742@ Was 1780 1754 1758 1 

25 1778 1789 1786 1708. 4796 1799 li 

Mean Differences 

i 8 9 | 

1 © 84 5 6 UN 

TR 160 OE 0 48 22 2 Se 

. 2೫ 1687 1690 1694 018 232 2 2 fee 
2a 1726 17380 17 04 4 2 2& Fea 
. 24 1766 1770 i774 ota 2&2 eae 
0 te 2 2 2 


.25 807 1811 BiG 


In this table we find figures arranged in 100 r 
and 10 columns, together with 9 others columns, he: 
as Mean Differences. The rows are numbered from “ 
‘99, and the columns from 0 to 9. The difference colu 
are numbered from 1 to 9. | 


If it is required to look up the antilogar.thm 
number such as 2.2352 1.e. the number whose logar 
is 2.2352, it should be noted that only the mantissa. 
will have to be used to find out the four figures of 
required number from the tables. Now the first 
decimal places -23 fix up the row, and the digit in 
3rd place 5 fixes up the column from where to ex 
the main part of the 4 figures of the required nur 
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x=-antilog,,M ಎಂದು ಬರೆದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆಧಾರವನ್ನು ಅಧಾ 
ವಾಗಿಟ್ಟುಕೊಂಡು, 
log 2-M ಆದರೆ, x =antilog M ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ದತ್ತ ಪ್ರತಿಘಾತವನ್ನು ಳ್ಳ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಹುಡುಕುವುದಕ್ಕಾಗುವಂತೆ ವಿಲೋಮ 
We “ಹ ಗಳು ರೂಢಿಯಲ್ಲಿವೆ. ಈ ಪಟ್ಟಿಯ ಸ್ವಲ್ಪಭಾಗವನ್ನು ಇಲ್ಲಿ 
ದೆ. 


Mean 
differences 


| | 123| 4 a 789 
» | 1622 | 166 | 1#29 | 1633 | 1637 | 1642 | 1664 | 1648 | 1652 | 1656 | O11) 222] 333 
22 |1620| 1663 | 1667 | 1671 | 1675 | 679 | 1683 | 1687 | 1690 | 1694] 011| 222] 333 


23 1693 | 17°2 | 17C6 | 1710 | 1714 | 1718 | 1722 | 1726 | 1739 | 1784] 011] 2 2] 334 


4 1738 | 1742 | 1946 | 1750 | 1751 | 1758 | 1762| 1766 | 7701774 | O11] 222] 334 
25 1778 | 1782 | 1° 86 | 1791 | 1795 | 1799 | 1803 | 1807 | 181 |1816| 011| 222| 334 


ಈ ಪಟ್ಟಿಯಲ್ಲಿ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 100 ಸಾಲುಗಳಲ್ಲೂ, 10 ಅಂಕಣಗಳಲ್ಲೂ, 
ವಂತೆ 7 ಇವಲ್ಲ ದೆ, ಸರಾಸರಿ ವ್ಯತಾ ಸಗಳೆಂದು (mean differences) 
ಲಾಗುವ wed ಒಂಬತ್ತು ಅಂಕಣಗಳೂ ಇರುತ್ತವೆ. ಸಾಲುಗಳನ್ನು .00 
ದ .99 ವರೆಗೂ, ಅಂಕಣಗಳ ನನ್ನು 0 ಯಿಂದ 9 ರವರೆಗೂ ಎಣಿಸಿ ಗುರುತಿಸಿರು 
ರೆ. ವ್ಯತ್ಮಾಸದ ಅಂಕಣಗಳನ 41 ರಿಂದ 9ರ ವರೆಗೆ ಎಣಿಸಿರುತ್ತಾ ರೆ. 


2.2352 ಎನ್ನುವಂಥ ಯಾವಾ ಸಂಖ್ಮೆಯೊಂದರ ವಿಲೋಮ ಪ್ರತಿ 

— 2.235200, ಪ್ರತಿಘಾತವಾಗುಳ್ಸ ಸಂಖ್ಯೆ) ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 
BO, ಅದರ ಮೊದಲ ನಾಲ್ಕು ಗಣನೀಯ ಅರಿಕಗಳನ್ನು. ಪಟ್ಟಿ ಯಿಂದ ಪಡೆಯಲು 
ನಾಂಕವಾದ 2352ನ್ನು ಮಾತ್ರ ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೆ ವೆಂದು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 
ಪಲ ಎರಡು ದಶಮಾಂಶ ನಾ ನೆಗಳಾದ 23 ಎಂಬುವು ಈ ಸಂಖ್ಯೆಯಿರುವ 

R, ಮೂರನೆಯ ಸ್ಥಾನದಲ್ಲಿರುವ 5 ಎಂಬುದು, ಅದು ಇರುವ ಅಂಕಣವನ್ನೂ 
ಪಡಿಸುತ್ತವೆ. 23 ಎಂದು ಗುರುತಿಸಿರುವ ಸಾಲು 5 ಎಂದು ಗುರುತಿಸಿರುವ 
ಣವನ್ನು ಸೂಧಿಸೂವಲ್ಲಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆ 1718. ಶೇಷಾಂಕದ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಸ ಸ್ಮಾನ 
/ರುವ 2 ಎಂಬ ಅಂಕಕ್ಕೆ ಸ ಸರಿಯಾದ ಸರಾಸರಿ ವ BO, ANS, 23 ಎರಿದು ಗುರುತಿ 
ವ ಇದೇ ಸಾಲು, 2 ಎಂದು ಗುರುತಿಸಿರುವ BSA ಅಂಕಣವನ್ನು ಸೇರುವೆಡೆ 
ಲಿ ಕಾಣುತ್ತೇವೆ. ಅಲ್ಲಿ ದೊರೆಯವ ] ಎಂಬ ಅಂಕವನ್ನು 1718ಕ್ಕೆ 'ಕೂಡುವುದ 
5, 1718 + 1 = 1719 ಎಂಬುದಾಗಿ ಬೇಕಾದ ಸಂಖ್ಯೆ ಯ ಮೊದಲ ನಾಲ್ಕು 
ನೀಯವಾದ ಅಂಕಗಳು ದೊರೆಯತ್ತದೆ. 
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¢ the row marked as .23 and 1 
column marked as 5 we find the number 1718. 1 
mean difference corresponding the digit 2, m the fou: 
place of the mantissa is to be found at the intersection 
the same row marked as -23 and the difference colus 
headed bv 2. The digit found there is 1, which 1s ne 
added to 1718. Thus we get 1718+1=1719 which gy 
the first four significant digits of the required numb 
The characteristic of the logarithm being 2, we infer t] 
the required number must have 3 digits in its integ 


part. 


At the intersection 0 


antilog 2.2352 =171.9. 


Rx. (1) To find antilog 2.2364 | 
The figure at the intersection of the row headed * 


-23 and column headed by 6 = 2922 
Mean difference in the same row | 2 . 

and the column headed by 4, }¢ = —— 
the 4th figure of the mantissa J 1724 , on addi 
Now the characteristic is 2; .. there must b | 


digits before the decimal point. 
antilog 2.2364 =172.4 


Ex. (2) To find antilog 2 .2576 
The figure at the intersection of the row headed 


-25 and the column headed by 7 = 1807 
Mean difference corresponding to | = 2 
6, the 4th figure in the man- + ವಹಲ 
tissa. J 1809, on addi 


Now the characteristic is 2 The number is<]. 


There must be one zero immediately after 
decimal point. ~ 


antilog 2:2576= 0.01809. 
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ಪ್ರತಿಫಾತದ ಸ ಸೈ ರೂಪಾಂಕವು 9 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಬೇಕಾದ ಸಂಖೆಯ 


ರ್ಣಾಂಕ ಭಾಗದಲ್ಲಿ Dowd ಅಂಕಗಳಿರಬೇಕೆಂದು ಅನುಮಾನಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ದರಿಂದ, 


antilog 2.2352 = 171.9 


ಉದಾ. (1) antilog 2.2364ನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ, 


237 ಅಭಿಮುಖವಾಗಿರುವ ಅಡ್ಡಗೆರೆಯನ್ನು 6 ಎಂಬುದರಿಂದ ಮೊದಲಾಗುವ 
ನೀಟುಗೆರೆ ಸಂಧಿಸುವ ಕಡೆ ಇರುವ ಅಂಕಗಳು = 17292 
ಇದೇ ಅಡ್ಡಗೆರೆಯಲ್ಲಿ, ಭಿನ್ನಾಂಕದ ನಾಲ್ಕನೆಯ 


ಸ್ಥಾನದಲ್ಲಿರುವ 4 ಎಂಬ ಅಂಕಕ್ಕೆ ಸರಿಯಾದ ವ್ಯತ್ಯಾಸ = 2 
ಕೂಡಿದರೆ, 1724 
ಈಗ ಪ್ರತಿಘಾತದ ಪೂರ್ಣಾಂಕ 2, ,: ದಶಮಾಂಶ ಬಿಂದುವಿನ ಪೂರ್ವಕೆ 
ಕ 


ಖೈಯಲ್ಲಿ 3 ಅಂಕಗಳಿರಬೇಕು. 


antilog 2.2364 = 172.4 


ಉದಾ. (2) antilog 2.2576ನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
0-25 ಗೆ ಅಭಿಮುಖವಾಗಿರುವ ಅಡ್ಡಗೆರೆಯನ್ನು 7 ರಿಂದ ಮೊದಲಾಗುವ 


ನೀಟುಗೆರೆ ಸಂಧಿಸುವ ಕಡೆ ಇರುವ ಅಂಕಗಳು 1807 
ಭಿನ್ನಾಂಕದ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಸ್ಥಾನದಲ್ಲಿರುವ 6 ಎಂಬ ಆಂಕಕ್ಕೆ 
ಸರಿಯಾದ ಸರಾಸರಿ ವ್ಯತ್ಕ್ಮಾಸ. = 2 


eee | ee ee 


ಕೂಡಲಾಗಿ, 1809 


ಈಗ ಪ್ರತಿಫಾತದ ಪೂರ್ಣಾಂಕ $. ಸಂಖ್ಯೆ <1», ದಶಮಾಂಶ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 


ಹದಲನೆಯ ಸೊನ್ನೆಯಲ್ಲದೆ ಅಂಕದವರೆಗೆ ಒಂದು ಸೊನ್ನೆ ಇರಬೇಕು. 


“.antilog 2 -2576=0°01809. 
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mmon logarithms in numerical 
calculations. 


Employing the equations (3.7), (3.8) and (3.9) mul 
plication, division and powers of numbers can be eas 
worked out. Logarithms actually convert multiplicati 
and division into addition and subtraction. The proces 
of involution and evolution, viz., that of raising a num! 
to any power, and extraction of any root of a number 
converted into multiplication and division. The follow 
examples illustrate how these calculations are carried ¢ 


with the help of logarithms. 


312 Use of co 


Ex, (1) Evaluate 473.725 x 0.0267 
11.257 

Let 473.725 x 0.0257 | 

oh 

-. log z=log 473°725 +log 0: 0257—log 11257. 

To find log 473-725. | | - 

This number has 3 digits in its integral part. | 

- the characteristic of its logarithm 1s 2. | 

To find the mantissa from the tables, we make us; 

the first four significant digits 4, 7, 3 and 7 from the’ 


extreme. 
Thus log 473.725 =2.6755 a 7 


Similarly we find 
log 0.0257= 9 .4099. oT 


[Since there is one zero immediately after the dec 
point and the number is less than 1, the characteristi 


The first significant digits of this number are 2,5 @ 
+, The mantissa is looked up for these three digits]. 


Again, we find log 11°257 —log 11°26 because th 
pe 7 is greater than 5 .-. The previous digit 5 1s corr 
to 6. | | 

ee 


3.12 ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಲೆಕ್ಕಾಚಾರದಲ್ಲಿ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರತಿ ಘಾತಗಳ ಉಪಯೋಗ. 


(3-7), (43) ಮತ್ತು (3-9) ಸಮೂಕರಣಗಳನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು 
ಹಾಕಾರ, ಭಾಗಹಾರ ಮತ್ತು ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಘಾತಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಲೆಕ್ಕಿಸಬಹುದು. 
ತಿಫಾತಗಳು ಗುಣಾಕಾರ, ಭಾಗಹಾರಗಳನ್ನು ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ವ್ಯವಕಲನಗಳಿಗೆ 
ವರ್ತಿಸುತ್ತವೆ ಮತ್ತು ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಬೇಕಾದ ಘಾತಕ್ಕೇರಿಸುವ, ಅಥವಾ 
ರ ಬೇಕಾದ ಮೂಲವನ್ನು ಪಡೆಯುವ ಪರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ಗುಣಾಕಾರ, ಭಾಗಹಾರ 
ಗೆ ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತವೆ. ಮುಂದಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ, ಇಂಥ ಲೆಖ್ಬಾಚಾರಗಳು 
ತಿಫಾತಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ ಹೇಗೆ ಸಾಗುತ್ತವೆಂಬುದು ವ್ಯಕ್ತವಾಗುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು. 


(1) ಇಡರಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ;- £73725 x 00257 
11-257 
TS ರಲ, 
11-257 


log z=log 473-725 +log 0:0257— log 11-257. 
log 473-725 ಸ್ನು ಕಂಡಂಹಿಡಿಯುವುದು: — 


ಸಂಖೆ, ಯ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಭಾಗದಲಿ 3 ಅಂಕಗಳಿವೆ. J, ಅದರ ಪ್ರತಿಘಾತದ 
ABD 2. ಅದರ ಶೇಷಾಂಕವನ್ನು ಪಡೆಯಲು ಅದರ ಎಡತುದಿಯಿಂದ 


ದು ನಾಲ್ಕು ಗಣನೀಯ ಅಂಕಗಳಾದ 4,7.3,7ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಹೀಗೆ 10g$/473-725 =2-6755 


£ ರೀತಿಯಾಗಿ, log 0-0257 =2-4099. 
B A055, 1ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿರುಪುದರಿಂದಲೂ. ಅದರ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಮುಂದಿನ 
ನಿಯಮದ ಸಂಖ್ಯೆ ಯವರೆಗೆ ಒಂದು ಸೊನ್ನೆಯಿರುಪುವರಿಂದಲೂ ಅಡರ ಪ್ರತಿ 


A ವ é = 
ತದ ಸ ರೂಪಾಂಕವು 2 ಅಗಿದೆ. ಈಸು ಖೈಯಲ್ಲಿ ಗಣನೀಯವಾದ ಅಂಕಗಳು 
w 
~~ & ವಿ ಹಮ್‌ x aA 2 
oD ಮತ್ತು js ಇವನ್ನು ಪಯೋಣಗಿಸಿ ಶೇಷಾಂಕದನ್ನು ಪಡಿದಿವಿ.] 


Cd an ON oma ° ಬಹಿ 
Pa5., log bl Sar =log 11-26 ಎಂದ ಕಾಣುತ್ತೇವೆ 5 ಖಕರ 


Ch 
B 
cl 
oh 
cu 
© 


p — - eis 2 ~~ | = ಮೆ oD ~~ 
ಔೀಂರಂ ಅಂಕವಾದ 7 ಆಯದ ನಿರತ ಹೆಚಾ ದುಪರಿಂದ, WSU, NOI ಂಕಪಾದ 
~ 
po) 6ಕ್ಕೆ Wಬಲಸಿಟು 
eh 3 
89 
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-. log 11.257 =loy 11.26=1.0515 


-. log n= (2.6755 + 2 -4099—1 .0515); 


= {2.6755 --(—2) + (0.4099) 1.0515; for 3=—2 

= (2.6755 +0.4099)-—(2 +1 -0515) 

—3 .0854—3 . ONS. 

=7.0289 ° | 


Now we look up the tables of antilogarithms, and fim 
whose logarithm is 0:0339 


The figure we get for the mantissa of the logarit 
0-0339 from the tables of antilogarithms= 1081. 


The characteristic of the iogarithm=0 .. there pf 
be one digit in the integral part of 4. 


; 
©“ c=] 081. 
Ex. (2) Evaluate :— | 
yt 416x72.02x(4.1° | 
(53. 2)t x (0.023)? 


het & = a fo telex? Cat? 
(53 .2)# x (0.023)? 


_ 3.1416 x 72.02 x (4-1) 
(53 .2)* x (0. 023)? 
Taking logarithms on both sides, 
5 log x=log 3.1416+log 72.02+3 log (4.1) 
—4 log 53.2—2 log (0.023) 
=0.4972+1 .8574 +3(0.6128) 
—2 (1.7259)—2 (2.3617) 


[) 
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", log 11:257=log 11:26=1-0515 

log x= {2:6755 +2-4099—1-0515' 

= (2°6755 +(—2) + (0-4099)—1-0515! 

ee 

= (2:°6755 + 0-4099)— (2+ 1-0515) 

= 3:0854—3-0515 

= (0-0339 

ಈಗ ವಿಲೋಮ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳ ಪಟ್ಟಿಯನ್ನು ನೋಡಿ, 0:0339 ಎಂಬ 
WCBS, ತಕ್ಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದ 1081ನ್ನು ತೆಗೆಯುತ್ತೇವೆ. 

ಇಲ್ಲಿ ಸ್ಪರೂಪಾಂಕವು 0 ಯಾಗಿದೆ. +, ೫ ನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಭಾಗದಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ವಿರಬೇಕು" | 

x= 1M 


ಹರಣೆ (2) 


Wy is 72-02 x (4-1) 
(53-2)? x (0-023)? 
_ -/3°1416 x 72-02 x (4-1) 
L= ನ 
V (53-2)? 0a ರಲಿ 
5 3°1416x72-02 x (4-1) 
(53-2)? x (0-023)? 
೨ ಕಡೆಯೂ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 


ರ ಬೆಲೆಯನು ” ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


5 log x =log 3-:1416+ log 72-0243 log (4:1) 
—¥7 log 53:2—2 log (0-023) 

= 0:497241-8574+43 (0°6128) 

— } (1-7259)—2(9-3617) 
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—(0 .4972-+1.8574 +1. 8384 
-—(0 8629 )- (—4+0. 7234) 
—8. 1930: --1 .6865 
=6. 6067 
lpg = 4h. 3213 
- 120.90 


| 


Bx. (3) Sole Ao PwC decimal places. the follow 


equation :— 


57 — (ye 


Taking logari his on both sides. 
(1—a) log 5 =(x—3) log 6. 
-, log5 +3 log6=2 log 6-+-x logs 
-, logs +3 log6 = (log 60g) 
__ log5 +3 log6 
[095 -+-log6 
logs =0 .6990 
log6 = 0.7782 
3.0336 _ ಹ 
“LHR «1477 


Here we may directly divide and calculate x U 
places 0: decimals or proceed to use logarithms. be 


the calculation . We shall adopt the latter 
Accordingiv. taking logarithms, we get 


log r=leg 30336—log 14772 
=4.4818—4.1694 
=(0.3124 

.. Veantilog 0.3724 

NTO 


a 


I 


0:4972 41-8574 4-1-8384 
— (0-8629)—(—4 4 0.7234) 
= 8-1930—1-5863 


= 6:°6067 
AE = 13213 
"೫ = 20°95 


| ಉದಾಹರಣೆ (3) ಎರಡು ದಶಮಾಂಶ ಸ್ನಾನಗಳವರೆಗೆ ಮುಂದಿನ ಸಮಿಾಕರಣ 
2, ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


-~ 


a = Ge 
ಎರಡು ಕಡೆಗಳಲ್ಲೂ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 
(1— x) log 5 =(x—3) log 6 
log 54-3 log 6=z log 6+-=2 log 5 
log 543 log 6=z (log 6+ log 5) 


_log5+3 log 6 
log 5+ log 6 


5 =0-°6990 
HH =—0-7782 


_ 3.0336 _ 30336 
~ 1.4772 14772 


ಇಲ್ಲಿ, ನೇರವಾಗಿ ಭಾಗಿಸಿ, ೫ನ್ನು ವಿರಡು ದಶಪಪಾಂಶ $4 ಪಗಳಿಗೆ ಸರಿಯಾಗಿ 
ಹಿಡಿಯಬಹುದು ; ಅಥವಾ ಪ್ರತಿಫಾತಗಳನ್ನು ಪಯೋಗಿಸಬಹುದು, et 
ನೇ ಕ್ರಷುಪನ್ನು ಕೈಕೊಳ್ಳೋಣ. ಅದಕ್ಕಾಗಿ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳನ್ನು ತೆಗೆದು 
ರ, 
log x = log 30336 — log 14772 
= 4.4818 — 4.1694 
= (0.3124 
©“ x = antilog 0.3124. 
°. @ = 2.053 
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Ex. (4) Solve — 
Qt ae (1) 
oe (2) 
Taking logarithms we get, 
x log2=-y log3 


- ¢ log2—y log3=90. (3) 
| 
And (y-+1) log2=(a—1) log 3 
- x logs—y log2 =log2+log 3 (4) 
| 
(3) x (log 2) gives «x (log2)’—y (log2) (log3}=9. 


(4) x (log3) gives x (log3)’—¥ (log2) (log3) = log3(log2 log 


Subtracting, we get 
a (log3)2— (log2)*] =log3 (log3 --log2). : 
I 
- aflog3 + log2]{ 10g3-—log2 }=log3 (l0g3 --log2). | 
°° tg «ON 

log3—log2 0.4771—0.3010 

Oh a 5) 
0.1761 1761 . 


”. logx=log 4771—log 1761 


==3 NONI —3 . 22m 


= 074829 
*, e=antilog 0.4329=2.710 
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ಉದಾಹರಣೆ ಬಡೀ. 27 = 3¥ (1) 
(4) ಸಿ 2 (2) 


ಪ ರ್ರತಿಘಾತಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 
2 log 2 = y log 3 
. xlog2 — ylog3 = 0 
ಮತ್ತು (y+1) log 2 = (w—1) log 3 
. 2 log 3 — y log 2 = log2 + log3 ... (4) 
(3) x (log 2): x (log 2)? — y (log 2) (log 3) = 0 
(4) x (log 3) : x (log 3) — y (log 2) (log 3) = 


log 3 (log 2 + log 3) 
ಲಾಗಿ 


x [ (log 3)? — (log 2) | = log 3 (log 3 + log 2) 


..a[log 3+ log 2] [log 3—log 2]=log 3 (log 3+log 2) 
log 3 0-4771 


~ jog3—log2 04770-3010 


041 _ 477) 
0-1761 1761 


”. log =log 4771—log 1761 
= log 3-6786—3-2457 
= 0-4329 

~.x=antilog 0-4329 = 2-710 


WZ 


— 


Further, from'3). clog2=y loy3. 


log2 _ 4771 0.3010 from (5) 
1761 0.477) 


+, logy=log 3010—log 1761 | 
—3.4786— 3.2457 
—=0.2329 


p y=antilog 0.21.71 


Thus the solution i 


71 | 


‘1 f approximately. 


3.13 Change of Base 


If we have a system of Jogarithms to any hbase. we 
readily convert them to a system to any other bas 
follows :— 

Given loge N, to find I-go N. 

Let lop N=2-. N= 0’. 

Taking logarithms to base © on oth sides. 

logs N=x logab 
loge NI 
y = lop» = 0g: N ne ( 
loge b — °° § 
In particular. taking | = 10. and a = € we have 
log,, N = loge N + loge 10. 


( 
93 | 


ದೆ, (3) ರಿಂದ, 
x log 2=y log 3 
eee? Wl. 0300 


log 3 1761 0-4771 
3010 
1761 


“.log y=3010—log 1761 
= 3.4786—3-2467 
= (“2909 


“.y=antilog 0-2329 = 1-710 
ಹೀಗೆ, ¢=—2°-71 


13 ಆಧಾರದ ಪರಿವರ್ತನೆ. 


ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಆಧಾರವನ್ನುನುಸರಿಸಿ ಗಣಿಸಿದ ಪ್ರಶಿಘಾತಗಳನ್ನು 
₹ರೊಂದು ಆಧಾರಕ್ಕೆ, ಮುಂದೆಕಾಣಿಸಿರುವಂತೆ, ಸುಲಭವಾಗಿ ಪರಿವರ್ತಿಸಬಹುದು. 

10g ಇ N ಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ, logy N ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 

los N =x 20800.  N=b. 

ಎರಡುಕಡೆಗಳಲ್ಲೂಟ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ 


loge N=zlog ab. 


| 1 aN 
2 om | log iN = Me 


| 
b=10, 0-೬ ಆಗಿರುವ, ವಿಶೇಷ ಪರಿಸಿತಿಯಲ್ಲಿ, 
log ,N =log ¢ N +loge* ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
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enerally calculated to base e, and the 


L ithms are 
ee om 10, by multiplying lage N, by the 


converted to the ba 


called modulus im = 0.4343 (approximately). 


Example :—(1) Prove that logab. logoa=1. 
Converting each logarithm on L.H.S. to base 10 we haw 


L.H.S. = logis? ೫4 log" = | 
LOgy9* Logo? 


Example :--(2) Find log given that log,,e= 0.4343. 


logylG _ 1.204 _ 12041 _ , (gg 


log?10 0.4343 4343 


Now log,16 = 


| 


-. logy =log 12041—log 4343 


=4.0806—3.6378 
=(0 .4428 


-, g=antilog 0.4428= 2.772 
-. logel6 == 2.772 


Exercises 3.7 


A ಿ = ನ 
1. Evaluate the following expressions, using 
logarithms. to four place of decimals. 


(1) 172.3x6.813 
(2) 0.0275 x (9.207)? 
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ಪ್ರತಿಘಾತಗಳನ್ನು ಮೊದಲು € ಎಂಬ ಆಧಾರಕ್ಕೆ Neda, ತರುವಾಯ loge N 
1 
lo og 10 
ಸುವುದರ ಮೂಲಕ 10 ರ ಆಧಾರಕ್ಕೆ ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತಾರೆ. 


ನ್ನು, ಪರಿವರ್ತಕಾಂಕವೆಂದು ಹೇಳ 


04242 (ಸುಮಾರು) ರಿಂದ 


ಉದಾಹರಣೆ :—(1) 1044. logga=1 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. ABATE 
ರುವ ಪ್ರತಿಘಾತಗಳೆರಡನ್ನೂ, (3-10) ನ್ನು ಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು 10ರ ಆಧಾರಕ್ಕೆ 


ಉದಾಹರಣೆ : — (2) loge = 0.4343 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಿರಲಾಗಿ, 
gel® ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ, lg — log" _ 12041 1204 gg). 


log, 0.4343 4343 
logy = log 12041—log 4343 
= 4.0806— 3.6378 
= 0.4428 


| 


x antilog 0.4428 = 2.772 


loge* = 2.7% 
ಅಭಾ ಸಗಳು 3-7 


ಪ ್ರತಿಘಾ ಾತಗಳನ್ನು ಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, ಮುಂದಿನ ಬೀಜವಾಕ್ಕಗಳ ಬೆಲೆಗಳನು 
ನಾಲ್ಕು ದಶಮಾಂಶ 7, ನಗಳವರೆಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1) 172-3 x 6-813 
(2) 0-0275 x (9-207)? 
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(3) 3.456 x 4.8321 
APR 


(4) 2.1) +(83. 11)3 %1(83.8)? 
a7 SE 
Va 


(5) 3 73.78xK ./10.8 *( | al (708 


(6) (27.36) + (18.18) (Hint. Take logarithms 
each number and simpli 


V 5577 


(wl 


(7) (20. 25)2 (2. O12) 
A/ |: ag Fi 1088 


II. Solve the following equations correct to two decin 
places :— 


1) 39.7 (a—3)=1.293 

(2) 51.38 (3a+2)=(4.217) 
3) (1.043)? =1.25 

A) ex DT 

5) Te}, 502+) = 5% 


(6) gzt+%y—5 ) 322—5y — 7, 


3.456 » 4-832] 
(3) V 39-64 


a 
(4) (2-1)? x (83-11)? x (83-8)? 
a) 


9 yy BIB™ \/ THR ( (7 1008 0 HE 


(6) (27:36)°+(18-18)" [Res ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯ ಪ್ರತಿ 


) 
4 5577 ಘಫೂತವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ 
ತರಬೇಕು. ] 


2 2 
3 3 


(20.25)* —(2.012) 


/1277 — V 1088 


11 ಮುಂದಿನ ಸವಿಖಾಕರಣಗಳನ್ನು ಎರಡು ದಶಮಾಂಶ ಸ್ಥಾನಗಳಿಗೆ ಸರಿಯಾಗಿ 
ನಿಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1) 39-7 (2—3) = 1.293 

(2) 51.38 (324-2) = (4.217)? 

(3) (1.043) * = 1-25 
(4) 822248 = 72+} 

(8) TEE) — 5% 

(6) 34% = 5; 32-5 — 7 

Ct) Sees: fae 
(BUSS — 28 
(9) 225% =1; 5e+12QV=2 
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(10) log,a +-log,2? +log,7* = 3. 


111. Show that :— 
(1) log? x log =log,° x log,’ 
(2) log. loge’. loga = 


] 


(4) If log (80) aga +logb), 


prove that a=b. 


IV Find the number of digits in (1) 2% (2) 
(3) 34855 


Vy What is the least integral power of 2 which exce 
a million ? | 


| Ye Calculate the volume of a solid cone, whose k 
is a circle of diameter 8.68 cms, and height is 7.49 ¢ 


(V=$x1°h) 


VII Calculate the weight of a hollow iron ball in — 
form of a sphere of radius 6.9 cms, of thickness 0.3 © 
given that the relative density of iron 1s 7.6. ) 


VIII Given that log,e=0.4343, calculate the value’ 


(@) log.23, loge5'7, loge77°2, log28°0l, logel1 .2¥ 
(b) Find (1) 109,43 (2) log,12.3 (3) log,4:73 
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(10) log, x + log, 27+ log, 2 =3 
11 ಇವುಗಳನ್ನು ಸಮರ್ಥಿಸಿ: 
(1) log, 2 x log,3 = log,5 x log,3 


(2) logsa. loge. logac = 1 


a) «10 og) 


(4) log IS |- 3 (logat+logb) ಆದರೆ = b. 


FIV ಮುಂದಿನ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಲ್ಲಿ ಎಷ್ಟೆಷ್ಟು ಅಂಕಗಳಿವೆ ? 


6 


(1) aes (2) 12%.) (3485) 
Vi ಹತ್ತು ಲಕ್ಷಕ್ಕಿಂತ ಅಧಿಕವಾಗಿರುವ 2 ರ ಕನಿಷ್ಠ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಘಾತವನ್ನು 


VI 7.49 Ac, ALD. ಎತ್ತರವಾಗಿಯೂ, ತಳಭಾಗದ ವೃತ್ತದ ವ್ಮಾಸವು 
ಸೆಂ. ಮೊ. ಆಗಿಯೂ ಇರುವ ಘನ BoM’ ತಿಯ ಗಾತ್ರವನ್ನು ಕಂಡು 
ಯಿರಿ. (ಗಾತ್ರ —= i T rh). 


ಪಿ 


೫11 0.3 ಸೇ. ae, ದಪಷಾಗಿ, G9 Ao. ಮಾ. ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ಗೋಳಾಕಾರ 


ರುವ, ಟೊಳ್ಳಾದ ಕಬ್ಬಿಣದ ಚಂಡಿನ ತೂಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಡಿಯಿರಿ. (ಕಬ್ಬಿಣದ 
ಕ್ಷ ಸಾಂದ್ರತೆ 7.6). 


TI] logye = 0.4343 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಿದೆ; ಇದರಿಂದ ಇವುಗಳ ಬೆಲೆ 
್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(a) log,23- log.5:7, log,77°2. log-28-01, log,11-21° 
(b) ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(1) log,43. (2) log,12:3 (3) log,473. 


CHAPTER 4 


Quadratic Equations 


(4.1) Linear Equations. A linear equation Im. 


variable 2 can be put in the form 
am AE (1 
where a + 0. 


By a root of an equation is meant a value of the variab 
which satisfies the givene quation. For any pair of | 
numbers a and b, the equation (1) has one and only one 1! 


ಮಮ = 


Nowz =— 3 
b 
is obviously a root of this equation. 


To prove that (1) has only one root. let us assume 
a and B are two roots of (1). 


da+tb=0 and a B+b=0, 


Qa +b=a B+, 
| da—ap i | 
Here a#0. .. Dividing by a, 
a= 


This shows that the equation (1) has one and only one 
and its value is— « 
a 
4.2 Solution of the quadratic equation— The ¢ 
quadratic equation In one variable can be written 1 
form : 
_...-- aa bate=0....-. (1) where (a # 0). 
Dividing by a. 


24-2 oS = 0 
2a a 


OF 


ಅಧಾ sor 4 
ವರ್ಗಸುಮಾಳರಣ ಗೆಳು 


4.1] ಸರಳ ಸವಖಾಕರಣಗಳು: ೫ ಎಂಬ ಒಂದು ಚರಾಕ್ಷರವಿರುವ ಸರಳ ಸಮಾ 
ವನು 


a 


axr+b=0, a0 ee 
ಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ತೃಪ್ತಿ ಗೊಳಿಸುವ ೬ ಚರದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಸಮಾಕರಣದ 


a ಮತ್ತು HAS ಯಾವ ಎರಡು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿದ್ದ ರೂ, ಸಮಾಕರಣ 
ಕ್ರೈ ಕಂದು, "ಮತ್ತು ಒಂದೇ ಒಂದು ಮೂ ಲವಿರುತ್ತದೆ. 


r= — 1s ಈ ಸವಿಖಾಾಕರಣದ ಮೂಲವೆಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ 


0 


ಸಮಾಕರಣ (1) ಕೈ ಒಂದೇ ಒಂದು ಮೂಲವಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸುವುದಕ್ಕೆ, 
ಗಳು (1)ರ ಪೂೂಲಗಳೊದು ಭಾವಿಸೋಣ. 

aa +b=0,. 232, a 8+b=0 

au +tb=as+b 


aa=apB 
ಇಲ್ಲಿ a0. .*. a ಯಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ, 
ce 


ಇದರಿಂದ, ಸವಿಕಾಕರಣ (1)ಕ್ಷೆ ಒಂಡು, ಮತ್ತು Woe ಒಂದು ಮೂಲವಿರುತ್ತಬ 


ke 


ಹೂ, ಅದರ ಬೆಲೆಯು (=; J ತಿಳಿದುಬರುತ್ತದೆ. 
a 


4.2 ೯ಸ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಿಕೆ 


ಸ್ಸ 7 ಸಾ rd ಸಾ 
ಐಕಳರಾಕರ ಸಾಮಾನ್ಯ ವರ್ಗ್‌ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
ot 


. ax” + ba +c = 0 « (18 
೬ ರೂಪದಸ್ತೌ Www : Te a0. a 53908 ಬಾಗಿಸಿದರೆ. 
b C 
ಹ” +-2 xX —axrt+- = 0 
2a a 


Completing the square on the L.H.8., | 
' 


gu 2D Of bz ET 
* a + 4a? 4a a 
2 b2—4ac 


b — 2 
(244) 4a 


Taking square roots on both sides, 
b _ +7 —4ac 
i a oa 
Adding — © to both sides, | 
2a 


b 4 / b?—4ac 


$s 
_ ss | 
= [Ame 
a b-+/b?—4ac Ee tow) | 
2a 
a ./ ae or.....4 (all 
or 2= b ನ 4ac = 00 (8 | 


——— 


This shows that the equation (1) has two roots a an 
To show that (1) can have only two roots, let us ass 
that y is another root of (1). 


Since u and 3 are roots of (1), by the remainder t 
rem, (z—u) and (a—) are factors of aa +bx+c. 


We may write ax +bz+c = a(x—a) (x¥—8) 
Equation (1) may be written as 
a(x—a) (ex—8) = 0.... (2) 
Since y is assumed as another root of (1), ther 
a(y—a) (y—B) = 0 
Here a#0 .. Hither y=a or y=8B. Thus wt is seen 
a quadratic equation has two and only two roots. 


ಪಾರ್ಶ್ರದಲ್ಲಿ ವರ್ಗಪೂರಣಮಾಡುವುದರಿಂದ, 
bx b> b> 


2 [6 
7 — — KE Ss 
a 2a Tip 4a” a 
| b b:— 4ac 
Do ee 
sn us me 4a’ 
ಡು ಪಾಶಣ್ವ ಗಳಲ್ಲೂ ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುವುದರಿಂದ, 
k + 2 _ + V—4ac 
2a 


ಡು ಕಡೆಗಳಗೂ _- 0 ಸೇರಿಸುವುದರಿಂದ, 


e= 2 4 Vb—4ac 
7. 2a 


, = —b+ Vv B—4a0_ = a. ಎಂದಿರಲಿ 
2a i. (4e1) 


ಅಥವಾ 7— ಮಾ. ಎಂದಿರಲಿ 
| 2a 
ಸಿಮಾಕರಣ (1)ಕ್ಕೆ y ಮತ್ತು 4 ಎಂಬುವು ಮೂಲಗಳೆಂದು ಇದರಿಂದ ಕಾಣ 
ತ್ತದೆ, ಸಮಾಕರಣ (1)ಕ್ಕೆ ಎರಡು ಮೂಲಗಳು ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತವೆಯೆಂದು 
'ರಿಸಲು, y ಎಂಬುದೂ (1)ರ ಇನ್ನೊಂದು ಮೂಲವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಈಗ 
ನತ್ತುತ3ಗಳು`(1)ರ | ಮೂಲಗಳಾದುದರಿಂದ, , ಶೇಷ ಪ್ರಮೇಯಕ್ಕನುಸಾರವಾಗಿ 
—a) ಮತ್ತು, (೫-4) ಎಂಬುವು pe ಎಂಬುದರ ಅಪವರ್ತನ 
ಿರುತ್ತವೆ 
ax? +-ba he = "a (t—a) (x4 — 3) ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
2, ಸಮಾಕರಣ (1)ನ್ನು 
a (2—a) (x—B) = 0 °° + (2) 
ಬರೆಯಬಹುದು. ಈಗ y ಎಂಬುದು (1)ರ ಇನ್ನೊಂದು ಮೂಲವಾದು 
PO a (y --a r=) ane 
e400. .. y= u YG@my = B ಎಂದಿರಬೇಕು. ಈ ರೀತಿಯಾಗಿ, 
ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣಕ್ಕೆ ಎರಡು ಮತ್ತು ಎರಡೇ ಎರಡು ಮೂಲಗಳಿರುತ್ತವೆ, 


i 


ತೋರಿ ಬರುತ್ತದೆ. 
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4.3 The nature of the roots of quadratic equation 


We have seen that the roots of the quadratic equati 
ax? +ba-+e=0, are given by 
b+ /B—4ac 
.2- 
2a 


We assume that a. b. c are real numbers, and that a 
Now the expression b>—4ac may be positive. or negative 
sometimes it may be equal to zero. If b2—4ac 1s negatl 
its square root is imaginary. and hence u. A are not re 
We distinguish between the following cases : 


Case (i) ®—4ac>0. Then its square root exists as aT 
number. The above formula gives t 
distinct values for a and B. 


Case (ii) b&—4ac=0. In this case. « and 5 are both eq 
to —b/2u. They are real, and coincident 


Case (ili) B—-4ac<0. « and # are now imaginary. 
The expression b2—4ac is called the discriminant 


the quadratic ax? +-ba+c. for, it enables us to diserimin 
the nature of the roots of the quadratic equation. 


We summarise the results. 


(i) Discriminant > 0. The roots are real and distinct. 
(1) Drseriminant = 0. The rooty are equal (and real). 
Qu) Diserinanent < 0. The rools are imaginary. 

In the last case. the numbers « and B are evidel 


conjugate complex numbers. For, if b?—4ace = —p 
roots are | 


oa, Bee = btwp 
2a 
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4.3 ವರ್ಗಸಮಾಕರಣವ ಮೂಲಗಳ ಸ್ವಭಾವ 


—— 


ax*+ba--e=0 ಎಂಬ ವರ್ಗ ಸವಿಕರಣಂದ ಮೂಲಗಳು 


—b+ vbP—Aac ‘ 
Rp ——=—_—— ಎಂದು ನೋಡಿದ್ದೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ 4,b:೭ ಗಳು ವಾಸ್ತವ 


2a 
ಸಂಖ್ಯಗಳೆಂದೂ, 0:0 ಎಂದೂ ಭಾವಿಸಿದರೆ b? 40೭ ಎಂಬ ಅಕ್ಷೆರೋಕ್ತಿಯು 
ಘನವಾಗಿಯಾದರೂ, ಯುಣವಾಗಿಯಾದರೂ, ಅಥವಾ ಕೆಲವು ವೇಳೆ AOS, OBEN 
BRB ಇರಬಹುದು. ಶಿ: 460 ಎಂಬುದು ಹಯುಣವಾದರೆ, ಅದರ ವರ್ಗಮೂಲವು 
NID, DIST, 
| NOUS (i) P—4uc>0. SN ಅದರ ವರ್ಗಮೂಲಪು ವಾಸ್ಮವ 
| ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಮೇಲಿನ ಸೂತ್ರಪು , ಮತ್ತು 4 ಗಳಿಗೆ ಎರಡು ಪ್ರತ್ಯೇಕ 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 

ಸಂದರ್ಭ (11) b—duc=O0. ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ | ಮತ್ತು 3 ಗಳೆರಡೂ 


a 2 ಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿರುತ್ತವೆ, ಅವು ವಾಸ್ತವಮಗಿರುತ್ತವೆ, ಮತ್ತು ಪರಸ್ಪರ ಸಂಗ 
a 
ಎಂಸಿರುತ್ತವೆ. 


ಸಂದರ್ಭ (111) 5 44೭<:0. « ಮತ್ತು 3ಗಳು ಈಗ ಊಹ ವಾಗಿರುತ್ತವೆ, 


b?—dac ಎಂಬ ಅಕರೋಕ್ತಿಯನ್ನು ೩೫ +b -- ೭ ಎಂಬ ವರ್ಗ ಉತ್ಪನ್ನ ದ 
: ay 
ಬ 


a 
ಶೋಧಕವೆಂದು tds <5, ಏಕೆಂದರೆ, ವರ್ಗಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳ 5 Wo: 
wd 


ಬನು ಶೋಧಿಸಲು ಇದು ನೆರವಾಗುತದೆ. 
a pf) 
ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಹೀಗೆ ಸಂಗ್ರಹಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಘು y y 2, 

(1) ಶೋಧಕ -.0. ಮೂಲಗಳು ವಾಸ್ಕಪವಾಗಿಯೂ, ಪ್ರತೆ ಈಹಾಗಿಯೂ 
ಇರುತ್ತವೆ. 

(ii) ಶೋಧಕ. ಮೂಲಗಳು ಸಮಾನವಾಗಿಯೂ, (ವಾಸ್ತವವಾಗಿಯೂ) 
ಇರುತ್ತವೆ. 


Bd 7 4 me 2 ono a a ~ 
(111) SHITE ಆ. ಷೂೂಲಅಗಳು ಊಪ ಪಾಗಿರಂತವೆ. 
| 7 ಶ್ರ 
~ See — J ro) ee ES aie ಎಲಿ 
my SOCerCe, ., Bde. 8 ROW AMEND LRM LI, ಸಂಖ್ಯ 
§ on? ai — jy f) by) ಶಿ 


ಸಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಏಕೆಂದರೆ, h2—- 4ac=—p ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ 
—b + ip 
Buen, ಧಂ ಲ Sinem. 
2 


0 


are all rational, and 


We also observe that it & Ope 
are, say n?, then a a 


b2—4ac is positive and a perfect squ 
8 are rational. We have 


which are rational numbers. 


Examples :— 
1 25x +6=0. Discriminant = 25 — gO 
The roots are real and also rational. They are 2 and 


9 —5a+5=—0. Discriminant = 25—20>0 | 


The roots are real, and distinct. 
‘ 


3 4¢2—16c-+16=0. Discriminant = et 


The roots are equal. The quadratic expression is 
perfect square, viz., 4(~—2)? 
4 @w+2c+3e0.  Discrimmamity= 1— 2D 


The roots are imaginary. 
4.4 Symmetric functions of the roots 


A function f(a, 8) is said to be symmetric in u and 
if by interchanging « and 8 the value of f(«, 8) is unaltered 


2.€., if f(a, B) = Ss a). 
e.4.; ube = W 4 awe, ap, a” +3 are a 


| 
| 
aB = Ba t symmetric function 


a? + B72 = B? +a? J a and iG. 
Now the equation az*+br4-c=0.......--. (1) 
may be written as 
247 
Mato MN. (2) 
a a 7 


ab. ಆ ಗಳೆಲ್ಲಾ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದು , 02—4ae ಯು ಧನಸಂಖ್ಯೆ 
ಯಾಗಿ, ಒಂದು ಪೂರ್ಣವರ್ಗವಾದರೆ, ಆಗ a. 4 ಗಳು ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


b°— 4ac — n? SACO. 


ಈಗ yp = hw, ಇವೆರಡೂ ಭಾಗಲಬ ows nse. 
2a ಈ . 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 2-524%6=0. ಶೋಧಕ—25- 24=—1>0. ಮೂಲಗಳು 
DA, WAI NY, ಹಾಗೂ ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು. ಅವುಗಳಬೆಲೆಗಳು 2 ಮತ್ತು. 


೨೫ #-54+5=—0. ಶೋಧಕ=25-20>0. 
J, ಮೂಲಗಳು ವಾಸ್ತವಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಮತ್ತು ಅವು ಭಿನ್ನವಾಗಿವೆ. 


3 47-—162+416=0. ಶೋಧಕ — 162—4-4-16=0. ಮೂಲಗಳು 
ಪರ ಸ್ಪ ರ ಸಮಾನ ವರ್ಗ ಉ SQ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಎರ್ಗ. ಅದು 
K-23 ಎಂದಿರುತ್ತದೆ. 

4 204243=0. ಶೋಧಕ1-24<೭0. ಮೂಲಗಳು ಊಹ್ಯ 
ಗಿವೆ. 


4-4೬ ಮೂಲಗಳ ಸಮಾಂಗ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಂ 


a ಮತ್ತು 4ಗಳನ್ನು ಪರಸ್ಪರ ಬದಲಾಯಿಸಿದಾಗ  (,, 4) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನದ 
ಶಲೆ ಬದಲಾಯಿಸದೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ ಎಂದರೆ flu, B)=f (8, ua) ಆದರೆ, 
| (4 3)ನ್ನು « ಮತ್ತು 4 ಗಳ ಒಂದು ಸಮಾಂಗ ಉತ್ಪನ್ನವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾ. utB=Btu +) ©. at B ap a+ ಇವೆಲ್ಲವು 


aB= Bu | a mS, 4 ಗಳಲ್ಲಿ ಸಮಾಂಗ 
a2 + B2= 624-4? | ಉತ್ಪನ್ನಗಳು. 
mn 06ot*+be@+ee0........ (1) Sow ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
py? e+ Nd (2) ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
a a 


If « and B are its roots. (r—u) and (z—B) are factors 
the L.H.S. of @ ~~» Lhe equation (2) may also be writt 


as (x—a) (x—B) = 9. 

1?— (c 3) WL Luis =0 A SS See (3) 
Comparing the equations (2) and (3), we find on eq 
ting corresponding coe ficients, 


The combinations «+5 and us of the roots «a an i 
are called elementary symmetric functions of t. 
roots. It will be found that any symmetric polynomial 1 
wand B can be expressed in terms of the clementarv syn 
metric functions a+ and uB. 


4.5 To form the equation whose root are given. 


If u is a root of an equation f(z) =0. by the Remaine 
Theorem, (2-—«) is a factor of f(z). Similarly. if 8 isa roe 
(a—3) is a factor. If f(r) is a quadratic. ‘there can be 1 
other root. Hence f(r) is equal to («--«) (7— 5) or a COB 
tant multiple of this. The required equation having « al 
B as roots is ‘s 


— 


aAxr—a) (x—B) = 0 : 
ನ _ ee. (4.3) 


More generally, Wy. ug, . . . a are roots, the equation 


« ಮತ್ತು B ಗಳು ಅದರ ಮೂಲಗಳಾದರೆ, (೫-೩) ಪುತ್ತು (೫-4) 
ಎಂಬುವು (2)ರ ಎಡಭಾಗದ ಅಪವರ್ತನಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. - 'ಸಮಾಕರಣ (2)ನ್ನು 
(2—u) (2—)=0 ಅಥವಾ 
2— (ut 8) e+uB=0..... ‘— lM) ಎಂದು ಬರೆಯ 
ಬಹುದು. (2) ಮತ್ತು (3) ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಹೋಲಿಸಿ ಅನುರೂಪ ಗುಣಕ 
ಗಳನ್ನು ಸಮಾನಗೊಳಿಸಿದರೆ' 


b C | 
aT © gh = /..-.... (4.2) ಪಂಬಪು 
al a 


| 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 

« ಮತ್ತು 3 ಎಂಬ ಮೂಲಗಳ 8 ಮತ್ತು , 
| ಗಳನ್ನು, ಮೂಲಗಳ ಪ್ರಾಫಮಿಕ ಸಮಾಂಗ ಉತನ್ನ 
a ಮತ್ತು 3 ಗಳ ಯಾವ ಸಮಾಂಗ ಬಹುಪದಿಯನ್ನಾಗಲೀ, «448 ಮತ 
«ರ ಎಂಬ ಪ್ರಾಥಮಿಕ ಅನುರೂಪ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೂಲಕ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದೆಂದು 


£2) 


4.5 ಪಕ್ರಷಂತಲಅಗಳಿಳುವ ಸಮಾಕರಣದ ರಜನೆ 
f(r) =0 ಎಂಬ ಸಃ BE BOLE, « DOWD ಮೂಲವಾದಲ್ಲಿ, ಶೇಷ ಪ್ರಮೇ 
PE, MONON, (1-೬) ಎಂಬುಮು ij @ ನ ಅಪವರ್ತನವಮಗಿರುತ್ತದೆ- 
Woe. 3 ಎಂಬುದು ಮಲಪಾದಕೆ, (c— 3) ಎಂಬುದೂ ಒಂದು ಅಪವರ್ತನ 
ಪಾಗುತ್ತದೆ. f (2) ಒಂದು ವರ್ಗ ಉತ್ಪನ್ನ ಪಾದರೆ, f (0) ಎಂಬುದು 
Z— 1) (r—B) ಗೆ ಅಥವಾ ಅದರ ಒಂಡುಸ ಸ್ಸ 5 ಅಪವರ್ತ್ಯಕ್ಕೆ ಸಮಾನವಾಗಿರುತ್ತದೆ" 
ಮತ್ತು 3 ಗಳನ್ನು ಮೂಲಗಳಾಗಿ ಇರುವ ಸಮಾಕರಣವು 
a (%—u) (2—8)=0 
ಅಥವಾ en oa 


(ut 3) + aB=O0 


» 
j 


ದುಗುತ್ತದೆ. 
ಇಷ್ಟೂ ROOT, 4) ig ity ಗಳನ್ನು ಮೂಲಗಳಾಗಿ 
ಹವ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
| w (peg ei) . =O |) 


ಹು ಬರೆಂ ಯಬಹುದು. 
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Exzamples— 

(1) Form the equation whose roots are 2+/3 
2—/ 3. 
The equation whose roots are a and 8 1s 

(7—a) (x—B) = 0 

“© &—(a +8) t+a8 = 0 
Here a+ 3 = (2+¥3) + (2—/3) = 4 

a8 = (2+03) (2-H) =4—8=1 

the required equation is 
1—4x-+1=0 
(2) Form the equation whose roots are 
92—i/3 and 2-4-043 
5 Kk. 
The required equation is 


CT 
25 3-20 747=0 
(3) Find a in order that the roots o! the equati 
4x°—20az-+1=0 may differ by 7. 
If a, 8 are the roots, then 


20 
aT — — ರಡ ; ap = ; 
and a—8=7 
x 2a=5a+7 
28=5a—7 


loz 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


(1) 2 + v3 ಮತ್ತು 2-೧/3 ಮೂಲಗಳಾಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣರಚಸಿರಿ, 
« ಮತ್ತು BAW, ಮೂಲಗಳಾಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣವು 
(2—a) (2— 4) = 0 ಎಂದಿರುತ್ತದೆ. 
7— (a+ 8) za B=0 


J 


= (2+ V3) (2Q—v3) = 4-3 =1 
ಬೇಕಾದ ಸಮಾಕರಣವು 


—4z7+1=0 
2 WG V3 
(2) ಮ ಮತ್ತು ed ಮೂಲಗಳಾಗಿರುವ ಸಮಾಕರ-” 
ರಚಿಸಿರಿ 
5 5 
AG 1/4 
5 ( ) 5 ನ್‌ 
B ND 3 
2 —— i 
( 5 "8 
4 
2 = & 
2 5 + += 


ee se 0 
(3) 427? —20 az +1 = 0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ Boon’ 


Sia ©, -29, 


ತ್ಯಾಸವು 7 ಆಗುವಂತೆ, a 2 ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ದಿಷ್ಯಷಿ: 


ಮೂಲಗಳು , ಮತ್ತು 6 WMG, (1 B= _ = 5a 
[01 B = ಮತ್ತು a — s= (i 
4 
2a =e + 7 
28 = 5a— 7 


102 


Au = 250?—49 

ಜಃ 4uB=1 
2502—49= 1 
25a" = 50 
a*— 2 

- a=1¥2 

(4) Find the gee between p, g and r in ord 


that the equation pa? +-ye -r=0 may have one root double 
the other. 


If a and 8 be its roots, 
ee ee 
uk p and IG} > 


Let u=2 as at+tB = 38 = — 


~ Ike 
ಲು 
‘Ss 


And of =2p" = 


2p = 9p” 
Here p+ 0. for the given equation is quadrati 
on dividing by p, 
24% = 9pr. This is the required condition. 
(5) If « and J are the roots of the equation 
—qr--r=0, 
find the values of 
(1) «+ 
(11) a 
lip © + 5 
2 1 I! 
oY) 5 aR + Ey 
NowatB=q, uB=r 
(i) a? +6’ = (a+6)?—2up = P—2r 
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4a 8 = 25a" — 49 888448 =1 


1 = 25a? — 49 
260” = ಈ 
=F 

a= +9 


(4) px? + qa r=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ಇನ್ನೊಂದರ ಎರಡರಷ್ಟಿರಬೇಕಾದರೆ, ), 4 ಮತ್ತು ೫ ಗಳ ನಡುವೆ ಏರ್ಪಡುವ 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೬ ಮತ್ತು grid ಮೂಲಗಳಾದರೆ, .4 4- - 41 ಮತ್ತು 
pe 
Ns”. a= BBs, .. A ae 
ag p 
Uf 
pe me , 3,0 B= 28% = ~ 
3p p 


a) (-£)? = 

3p P 

2 p=9p 

aS p40, ಜಕೆಂದರೆ ದತ್ತ ಸವಿಖಾಕರಣವು ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣ. p ಯಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ, 
24 = 9 pr ಎಷ್ಟರ: ಇದೇ ಜೇಕಾದ ಸಂಬಂಧ. 


(5) ua, BN% #2—qr+r=0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳಾದರೆ, 
ಇವುಗಳ ೭ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 
(1) 24-6? (1) w+ ° 
= a 3 : 
a Ss 1V ———— 
(ಈ) 7 «a ts 2 a 


[2 a 
ಈಗ a +8=q, ಮತ್ತ್ತು B= 
(i) w+ 6?=(a+8)?—2 uB=qg—2r 
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es 


(ii) a? +6° = (ut-B)—3u8 (a+8) = (Q—8 (r) J 
To find the value of u4+4 we write 
a’ +4 — (a? +67)? — 2 a2 6? 

Using the value of «2+? determined in (i), we get 

at ರ (a? + 67)? — 98)? = (q?—2r)?>—2(7)* ; 


= g—4¢r+-2r* 
dB _ (6 f—4¢r+2P 
Wa ao a 
1 1 Petes ot oe 
> ee TM A 


B+2 (a+28) (B+2a) 
The numerator = 3(a+8) = 39 
The denominator = u8 +287 +2u?+4u8 
Su +2 (u? 4-6?) = 5uB+2 (0 +8)?—2u8} 
5r 4-2 {q?—2r} 
idr +29q?—4r} 
24% 4 
— a 
a +28 B+2u 24° -r 


(6) Ifa and 8 are the roots of the equation 2°+lz+m= 
find the equation whose roots are 


a + : and B+ 


ie 


ಜ| 


Put a = and B=6 + 1 
a B 


1 Les 1 @ 
ee ga (e+ 8) +(243) 


= (B+a)_ 
(u+B)+ nto) («+4)[ 1 +] 


a +B =u 
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(i) a+ 6%=(u+8)*—3u8 (a+) =(q)°—3(r) (4) 
=4—3qr 


(ಟ* + Bt) ಎಂಬುದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು, 
4 8) ಎಂದು ಬರೆಯೋಣ, ಇದರಲ್ಲಿ, ಹಿಂದೆ (1)ರಲ್ಲಿ 
ಕಂಡುಹಿಡಿದ (೭ 43)ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಪಯೋಗಿಸಿದರೆ, 
ಹ Me 7 — Lr 
BEE ter] 
a a 8 r 
iar ae 1 MT Da TS 
a¥ 28 B+2a (a +28)(8+2a) 
ಅಂಶ = 3 (a + 8) = 34 
RO = a8 + 26? + Qu? + 448 = 5uB+2 {a?+,?! 
= bof +2 71 (a-+ 8)*—2a8) 
= 5r+ 2 {q* — 2r} 
= 5r+ 2q?—4r 
= 2¢4+4r 


ale 


> lea ua 1 39 
a +2 8B fe) + Da 2? +r 
(6) ಮತ್ತು B ಎಂಬುವು' ೫2 +] ae + m = 0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ 


SOMOS, | ೬ = ಮತ್ತು +5 ಮೂಲಗಳಾಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣ 
U. 
ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಜೆ =ut— ಮತ್ತು 8’ = 8 +3 ಎಂದಿರಲಿ. 


EB  ) 
B+u 
=(u- 8) HE = (u+6)[ 1 + al 
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But a+8 =— lL, ap=m 


1 I 
- 4 ae ee) [ iti |=—; Im +1] 
Again, ip =(« +1\(6 + 3)” (154-5) KA 
B®? +a? 
ರ 
fs he” 3 


Now PA nn, en = P— 2m 
ನ [m? +1 +P—2m] 


=~ a 
mM 


m 


Now the equation, whose roots are «’ and #, is gl 
2>—(a’ +8')x + a 3° 
+ rn] x +! [(m—1) +2 ]=0 
m m 
2. me +l(m+1)e+[(m—1)}? +P] =0 
(7) Show that the roots of the equation 
(P@—pr)e +2(p--r) 2—4=0 
are always real for real values of p. g and. 
The discriminant of the given equation 15 
4 (p+) —4(--4) (pr) 


=4 i(p Al +-4(q@—pr)} =4 |p? +rF—2p +4 


4i(p—r)? +4 


Which is non-negative for all values of p. g and r. 


rv . . 
Lhe roots of the given equation are always rea 
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ಆದರೆ, a+ A= —l ಮತ್ತು aB=m 
a+ tl) [1+ Jom +1) 


- | 
ಪುನಃ, (Blu —+ -) | J=(- 3) p = 
ಪಸ (4 3) (6 +3 a+ 3) 


=e + 1 ele 
B+ at “6 
ಈಗ uw? + 6? = (a+ 8)? —2u8=(—-1)?-2m=12 —2m 
uf = _— Tha = [m?+-1+/2— 2m] 
= [(m—1)?+? ] 


ಈಗ, ,' ಮತ್ತು 4' ಗಳನ್ನು ಮೂಲಗಳಾಗಿರುವ ಸಮಾಕರಣವು 


a? —(u' +6’) 2+’ =O ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


WO t 1 a 

. ot = [m+1]] a+ ಷ [(m—1)?+/7]=0 

maz? +l (m+1) x+[(m—1)?+77]=0 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದರೆ, 


(7) PQ 7 ಗಳು ವಾಸ್ತ 
(q — pr) x2 +-2(p+r)x— 4=0'! {oe ಸವಿಖಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 


ಯಾವಾಗಲೂ ವಾಸವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿಯೇ ಇರುತ್ತ ವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ, 


ದತ್ತ ಸವಾಕರಣದ ಶೋಧ 
Wp) tl) (9° — 97) 
=4 {| (ptr)? + 4 (g?—pr) | =4 { (p?+r?— 2pr+4q) 
p—r)?+4 q?! 9 p,q 7 ಗಳ ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವ 


ಲೆಗಳಿಗೂ ಹಣ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 
ದತ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ಯಾವಾಗಲೂ ವಾಸ್ತವವಾಗಿರುತ್ತವೆ 
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4.6 Zero and Infinite Roots 


1 If one of the roots of the equation 


a +b +c=0 i oe 
is zero, then 2=0 satisfies the equation. 
o=8 
“© The equation becomes az? +ba=0 
“x (ax+b)=0 4 


; b 
- g=0 or ar+b=0. 2.e., T= =a 


The other root —- ° will also be zero if and only ifb=0 


- The conditions that both the roots of (1) be zero 
are b=0 and c=0 } 


2 To find the condition that the roots of the equation 


oa 


az2+brtc=0 be infinite. 


Let us put oa in this equation. We set 


1 
ಈ — + (5 ) +c=0 
(5) 
or cy” +by+a=0 
Now, if y=0, zis infinite. — 


Mie condition that (2) may have one zero root is th 
a=W. 


*, equation (1) will have one root infinite if a=0. 


Again equation (2) will ಇಡದೆ ba au roots equal 
zero,ef b=0, and GE 0% .. | 


”. Equation (1) will have both its pony infinite 
b=0. and a=0. | > | | | 
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46 ಶೂನ್ಯ ಮತ್ತು ಅನಂತ ಮೂಲಗಳು 


(1) as +hr+c=0........ (1) 
'ಬ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಶೂನ್ಯವಾದರೆ, =O ಎಂಬುದು ಸಮಾ 
ಣವನ್ನು ತೃಪ್ತಿಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ. 
C=O. ಈಗ ಸಮಾಕರಣವು az?+-br =O ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
* 2(ax+b)=0 
Z=0 ಅಥವಾ az+b=0, ಎಂದರೆ, y= — 4 ಇನ್ನೊಂದು ಮೂಲವಾದ 
a 


ಯು ಸೊನ್ನೆಯಾಗಬೇಕಾದರೆ ಶ೭0 ಆಗಬೇಕು, ಮತ್ತು ಶ--0 ಆದರೆ, 


ಡನೆಯ ಮೂಲವೂ ಸೊನ್ನೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


-. ಸಮಾಕರಣ (1)ರ ಎರಡು ಮೂಲಗಳೂ ಸೊನ್ನೆಯಾಗಬೇಕಾದ ಪರಿಸ್ಥಿತಿ 
೦ದರೆ b=0 ಮತ್ತು c=0. 


(2) ax“ +bx+c=0 (1) ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 
ಅತವಾಗಲು ಇರುವ ನಿರ್ಬಂಧ. 


ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ೫-1 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ, 
y 


2 
4) 
y Y 
ಅಥವಾ cy2+byta=9 aaa. (2) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
, ೪ =0 ಆದರೆ, ೫ ಎಂಬುದು ಅನಂತವಾಗುತ್ತ ಜೆ. 


ಸಮಿಶಾಕರಣ (2)ರಲ್ಲಿ, ಒಂದು ಮೂಲವು 0 ಯಾಗಬೇಕಾದರೆ, 0-0 ಆಗ 
೨. 7, ಸಮಿಾಕರಣ (1) ರಲ್ಲಿ, ಒಂದು ಮೂಲವು ಅನಂತವಾಗಚೇಕಾದರೆ, 
0 ಎಂದಾಗಬೇಕು. 

ಮತ್ತೆ ಸಮಾಕರಣ (2) ರಲ್ಲಿ, ಎರಡು ಮೂಲಗಳೂ ಸೊನ್ನೆಯಾಗಬೇಕಾದರೆ, 
0, ಮತ್ತು ೧೭0 ಆಗಬೇಕು. 

ಆಗ (1)ರಲ್ಲಿ ಎರಡು ಮೂಲಗಳೂ ಅನಂತವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 

+ ಸಮಾಕರಣ (1)ರಲ್ಲಿ ಎರಡು ಮೂಲಗಳೂ ಅನಂತವಾಗಿರಬೇಕಾದಲ್ಲಿ, 
0 ಮತ್ತು ೧-0 ಎಂಬ ನಿರ್ಬಂಧಗಳಿರಬೇಕು. 


106 


4.7 Conditions that two quadratic equations may ha 
common roots 


(a) To find the condition that ba — 
= NT 
and -aw+bhetc= 


may have both the roots ನ common. 


If « and 8B are the roots, then since they are root 
equations (1) and (2), 


KOO b’ 
we have a+ B= - rs 
Cc re 
and == 
8 2 em 
— ¢| These are the requ 
a b Cc 
conditions. 


(b) To find the condition that the equations (1) and 
may have one root in common. 


Let a be the common root. 


a a2 +b a+e—0 
a’ a*+b'a+c’=0 


Solve for a? and a. 
We have ab'u2+bb’ u+cb’=0 
a'b a? --bhb’ «+bc’=0 
(ab’—a'b) «2+(b'c—bc’)=0 


a2 = be’ —b’c 
a 


Next, ad’? --ba’'a-+-ca’ =0 
aa'o* +ub'a+ac’=0 
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4-1 ಎರಡು ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯ ಮೂಲಗಳಿರಲು ನಿರ್ಬಂಧಗಳು 


(a) av?+br+c=0........ (1) ಮತ್ತು 
a’ vc’ =0........ (2) ಗಳಿಗೆ ಎರಡು ಮೂಲಗಳೂ 
ಮಾನ್ಯವಾಗಲು ಇರುವ ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 


ಈ ಮೂಲಗಳು gq ಮತ್ತು 4 ಆದರೆ, ಇವೆರಡು ದತ್ತ ಸಮಾಕರಣಗಳೆರಡಕ್ಕೂ 
ಸಾಲಗಳಾದುದರಿಂದ, 


b b’ 
at s8=—--=— = 
a a 
ere Cc ನಿರ್ಬಂಧಗಳು 
a 
* oo ” , ಇವೇ ಬೇಕಾದ ಪರಿಸ್ಥಿತಿಗಳು 
a’ b’ Cc’ 


(b) ಸಮಾಕರಣ (1) ಮತ್ತು (2)8, ಒಂದು ಮೂಲಪು ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಗಲು ಇರುವ ನಿರ್ಬಂಧವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 
ಈ ಸಾಮಾನ್ಯ ಮೂಲವು ಎಂದಿರಲಿ. 
*. aa +bautc=0 
a'o?+b'a+e’ =0 
ಇಲ್ಲಿಂದ, ೬? ಮತ್ತು ಗಳನ್ನು NAA». 
en ab'u2+bb'a+ch’=0 
a'bu?+bb’a-+be’ = 0 
(a b’—a’ b) a?+-(b’c—be’)=90 


f , 
lo bc'—b'c ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
ab'—a'b 


» aad+baute a’=0 
aa'a?--a bata co =0 
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(a'b—ab')a +(ca’—c'a)=9 


_ eco 
“~~ ab'—a'b 
> Wee'-—b'e ( ca’ —-c'a ) 
“EP ab’ —a'b 
Or. . : ; 
(bc'—b'c) (ab’—a’b)= (ca’—c'a)? This 1s 


Eee eee 
required condition. 


[The student who is familiar with the cross-rule me 
of writing down the roots of two simultaneous equati 
can write down the values of a? and a directly.] 


EXERCISES 4.1 


1 Write down the discriminants of the follo 
equations, and find the nature of their roots. 
(1) #+e2+1=0 (4) 5a?—3xr+4=0 
(2) #—xz+1=0 (5) az?+2ar+1=0 
(3) 22—6z+8=0 (6) (a+b)a?—(a+b)x+1= 
2 Form the equations whose roots are : 
(1) 7 and—4 
(2) 2; amd 2 
(3) 4a and 7/b 
(4) 1—Ve..., Te 
and . 
2 “@ 
(5) 1— 1+1 
py and —— 
(6) 3-42 _ 3—iV 2 
3 | 3 
3 Find the condition that: |. 
(1) the equation 2a2—5br+4=0 may have 
roots. 
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ಅಥವಾ, 


(a’b—a b')a+(c a’—c'a) =0 


4 _ ca’'—ca 

a bab 
me 00 —lC ae (: a'—c'a\? 
> - me Na raat) 


(6 c’—b'c) (a b’—a’b) = (c a’—c'a)? 


ಇದೇ ಬೇಕಾದ ನಿರ್ಬಂಧ. 


= 


[ಎರಡು ಏಕಕಾಲಿಕ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಬರೆಯುವ ಓರೆ-ಗೆರೆಯ 


ನಿಯಮವನ್ನು ತಿಳಿದಿರುವ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು g? ಮತ್ತು ೬ ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ನೇರವಾಗಿ 


ಬರೆದು 


ಬಿಡಬಹುದು.] 


ಅಭಾಸ 4.1 
1 ಈ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಶೋಧಕಗಳನ್ನು ಬರೆದು ಅವುಗಳ ಮೂಲಗಳ 


ಸ್ವಭಾವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಬೇಕು. 


(1) 214 x24+1=0 (2) 23— 2-4-1 =0 
(3) 2— 62-48 =0 (4) 573— 32-4 4=0 
(5) ax3+2axz+1=0 (6) (a+b)2?—(a+b)zr+1=0 


9೨ ಇವುಗಳು ಮೂಲಗಳಾಗಿ ಇರುವ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ರಚಿಸಿರಿ. 


Gq) y= -~1 (2) 2% ಮತ್ತು 2% 
fees? OO ಣ್ಣು 
b = = 
@y =a !1t (6) 34432 3-5 
3 + j — ee na 


3 ಮುಂದಿನ ಸನ್ನಿವೇಶಗಳಿಗೆ ತಕ್ಕಂಥ ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(1) 273—5bz-+-4=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ಸಮನಾಗಿರ 
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(2) the sum of the roots of the equation 
a?—2(1—a)x -+(1—a)*= 6? be 6. 
(3) one root of the equation 242—br+3a=0 may 
be double the other. 
: « 


(4) the sum of the roots of the equation 
327—\a—5—=0 may exceed their product J 


by 3. 
(5) the ratio of the roots of the equation 
x’—qr-+r=0 may be as 3: 5. 
4 If «u, 6 are the roots of the equation az? +ba+c=0 
find the values of . 


(1) «8 +06? (2) a®—6? 
(3) a° +6" (4) a —8', 

6 _| 96 oe fF 
(3) «FS (6) Jae 


5 If «, 8 are the roots of the equation «2—pa+q=0 | 
form the equations whose roots are 


ಯ್ಯ > ; (3) uh, B+h 
(4) tu, WE G) RL (A 4. 
(5) +B, 38-+4 (6) IT Br 
2u—B 28—u 1 1 
7 ae wal 7 
GBR O ety Bk 
fe} a ] 1 
py MW 1+ ae 
le z (10) +o + 


6. Show that (1) the roots of the equation 
2—2(1-0)z + (1-0) = 
are rational if a and b are rational. 


(2) the equation 20°-—2(p+q)a+p?+g2=0 cannot 
have real roots unless p—q. 
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(2) 23—2 (1—a) 2+(1l—a)}?=b? ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲ 
ಮೊತ್ತವು 6 ಆಗಿರಬೇಕು. 


(3) 227ba+38a=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ ಒಂದು ಮೂಲವು 
OBS ಎರಡರಷ್ಪಿರಬೇಕು. 


(4) 322—Ar—5=0 ಎಂಬ ಸವಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳ ಮೊತ್ತವು ಅವುಗಳ 
ಲಬ್ದಕ್ಕಿಂತ 3 ಅಧಿಕವಾಗಿರಬೇಕು. 


(5) 22@—ga+r=0 ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳ aN 3,089 3:5 ಆಗಿರ 
q ಬ 


4. «ಮತ್ತು 4ಗಳು ax?+be+e=0 ಎಂಬ ಸವಾಕರಣದ ಮೂಲ 
PNG 5, ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1) 234-4 (2) #8 (3) 48° 
2 2 2 
(4) (5) a4 (6) 


5 ಮತ್ತು ಗಳು g2—prtg=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳ 
, ಇವುಗಳನ್ನು ಮೂಲಗಳಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ರಚಿಸಿರಿ ; 


(1) #8 5% Bath B+h 

1 1 
) ku, kp (5) 3a Bs 38+ a (6) Bat’ BF 
1 


SS eee, 40) Hep 


FB BT 


1 ee 
pt g@ ae To Bete 


ಇವುಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿ: — 


(1) @ ಮತ್ತು ಶಿಗಳು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದರೆ, 
—9(1—a)z+(1—a)? =b? ಎಂಬ' ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ಭಾಗಲಬ್ದ 
3 ಗಳು. 


(2) 2u*®—-2(p+q)x+p? +9" =0 SoU ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲ 
2 p=q ಆಗಿದ್ದ ಹೊರತು, ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 


109 


(3) if a and b are rational, the roots of the equ 
(a2—b?) 22-42 (a? +-0*) x +(a?—b?)=0 

are rational. Are they always rational if a and 6 are 
(4) the roots of the equation 
(q2—pr)x* +2(p--r)x—4= 0 are always real for real v 
of p,q andr. 


(5) the roots of the equation 
(x—1) (a—-3)—k(z—2) (a—3) = 0 are real for all values ¢ 


7 Show that if the roots of the equation 
(a?+b2) 2242 (ac+bd) e+2+d?=0 


are real, they will be equal, and find these equal roo 


8 Prove that the roots of the following equa’ 
are real : 
(1) 22—2ax -+-a?—b*—c? = 0 
(2) (a—b-+c)a? +4(a—b)x +(a—b—c)=0 


9 Show that the equations x*+axzr+b=0 
xe? +be+a=0 will have a common root if either a= 


a+b+1=0. 


10 If the equations 2*?+px2+q=0, and 
x +-p'x-+-q'=0 have a common root, show that it mus 
equal to either a 
PY—P'Y op 1-9 
IY yp 
11 Ifthe equations z?-++-ar+10=0, and 2?+br—1 
have a common root, prove that a?— b= 40. 


12 Find the condition that one of the roots of 


equations z*—ax-+-b=0 may be double one of the 
of the equation «?—pxr+q=0. 
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(3) a ಮತ್ತು ಶಿಗಳು ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದರೆ, 

(a?—b?)a? + 2(a? + b%)x + (a2—b?) = 0 OO ಸಮಾಕರಣದ 
ಮೂಲಗಳೂ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು. (a, ಗಳು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದಾಗಲೆಲ್ಲಾ 
ಮೂಲಗಳಂ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆಯೇ 2) 

(4) (Gg — pr)? + 2(ptrjc—4 = 0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ 
ಮೂಲಗಳು ), 4, ಗಳು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಾಗಲೆಲ್ಲಾ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೇ 
ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 

(5) k ಎಂಬುದರ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ, 

(2—1) (2—3)—k(2—2)(2—3)=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ 
ಮೂಲಗಳು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ, 


7 (a2—4-02)22+2(ac+-bd)z+-c+d2=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ 
ಮೂಲಗಳು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಅವು ಸಮಾನವಾಗಿಯೂ ಇರುತ್ತವೆ. ಅವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


8 ಈ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಮೂಲಗಳು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 
(1) 2?—2ar+a?—b?—c?=0 
(2) (a—b-+c) 2244 (a—b) x+(a—b—c)=0 
9 a=b YG atb+1=0 ಆದಾಗ, z?+ar+tb=0 ಮತ್ತು 
g2+brta=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಮೂಲನವಿರುತ್ತದೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


10 24+ prt =0 ಮತ್ತು ೫-)'1--q' = 0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣಗಳಿಗೆ 
00 ಸಾಮಾನ್ಯ ಮೂಲವಿದ್ದ ಠಿ ಅಹು wy ಅಥವಾ qI—7 q’ ಗಿ. ಸಹ 
ವೆಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. g—q' p — 


11 2°+ax+10=0 ಮತ್ತು 2?+b2—10=0 ಸಮಾಕರಣಗಳಿಗೆ 
ಒಂದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಮೂಲವಿದ್ದರೆ, a? —b? = 40 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


12 2—artb=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳಲೊಂದು 
7—pL-+-q=0 ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳಲ್ಲೊಂದರ ಎರಡರೆಪ್ಪಿರಬೇಕಾದರೆ 
ನಿರ್ಬಂಧವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. . 
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4.8 The Quadratic Function 


1 We have so far discussed the quadratic equatio 
ax?+brt+ec=0. « here corresponds to only two value 
viz., the roots of this equation. We now study t 
quadratic function, y= ax? +-ba+e. 


By the noticn of a function, z here can take an 
value, and we study properties of the corresponding valu 
of y. This we do by the help of the roots ol the equatio 
ax*+bxe-+c=0. Let the rcots be denoted by u and 
as before. Therefore z—ua and x—f are factors of the 
function ax?+br+e. Hence | 


y=ax>-—+tbrtc=a (x—u) (2—B) 
We now discuss various possibilities. 


Case 1. wand 8 are real, and unequal. We can suppcse 
that a<B. 


(1) When a>0. For any value of z<u, both the 
factors c—u and a—f are negative. Hence y is positive. 


S'milarly for any value of 2>B, both the factors 
*—a and r—6 are >0, and hence y>0. 


When z lies between « and 8 (we write this as ax xv< ey 
Z—-« 18 positive, but z— 6 is negative. 


. oe 


y 1s zero when =a and when x=. Yy goes cn in- 
creasing, when 2 goes on increasing, and 2>8. Similarly 
when y goes on increasing, and z<. 


Li 


4.8 "ವರ್ಗ ಉತ್ಪನ್ನ 


ಇದುವರೆಗೆ ವರ್ಗಸಮಾಕರಣವಾದ +೫4೪ ೭-0 ಎಂಬುದನ್ನು 
ಚರ್ಚಿಸಿದ್ದೇವೆ. ೫ಎಂಬುದಕ್ಕೆ ಇಲ್ಲಿ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ಮಾತ್ರ ಅನ ೈಯಿಸುತ್ತವೆ, 
ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು. ಈಗ ಉತ್ಪನ್ನ ವಾದ y=? tbr ಎಂಬುದನ್ನು 
ಅಭ್ಯಾಸ ಮಾಡೋಣ. ಉತ್ಪನ್ನದ ಭಾವನೆಯ ಪ್ರಕಾರ, ಇಲ್ಲಿ ಗೆ ಯಾವ 
ಬೆಲೆಯನ್ನಾದರೂ ಕೊಡಬಹುದು, ಅದಕ್ಕೆ ಅನ್ವಯಿಸುವ y ಬೆಲೆಯ ಗುಣಗಳನ್ನು 
ವಿಚಾರವಮಾಡು ತ್ರಿ ಪೆ. ಇದನ್ನು ax? +br+ec=0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ 
' ಮೂಲಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದಲೇ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. ಹಿಂದಿನಂತೆಯೇ ಮೂಲಗಳನ್ನು u, 8 
ಎಂದು ಬರೆಯೋಣ. ಆದ್ದರಿಂದ೫- , ಮತ್ತು ೫-4 ಎಂಬವು az? +brte 
ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನದ ಅಪವರ್ತನ ಗಳು. ಆದ್ದರಿಂದ 


y=axr?+-ba + c=a(r—u)(x— B) 
ಈಗ ನಾನಾ ವಿಧದ ಸಾಧ್ಯತೆಗಳನ್ನು ಕುರಿತು ಚರ್ಚಿಸುವೆವು. 


ಸಂದರ್ಭ 1: ೬, BNW ವಾಸ್ತವ ಹಾಗೂ ಅಸಮಾನ. <4 ಎಂದು 
ಭಾವಿಸಿಕೊಳ ಬಹುದು. 


(i) a>0 ಆಗಿದ್ದಾಗ. ಖಃ ಆಗಿರುವ gd ಯಾವ ಬೆಲೆಗಾಗಲಿ ೭ 
ಮತ್ತು ೫- 6 ಎಂಬ ಎರಡೂ ಅಪವರ್ತನಗಳು ಯಣ. ಆದ್ದರಿಂದ ಧನ. 


ಇದರಂತೆಯೇ 7 > 8 ಆಗಿಕೂಪ.ಎನ' ORS Were ಆಗಲಿ 2 -, ಹತ್ತು 
೫- ೧ ಎಂಬ ಎರಡೂ ಅಪವರ್ತನಗಳು ೨-೦0, ಆದ್ದರಿಂದ y>0. 


೩ ಮತ್ತು BAY ನಡುವೆ ೫ ಇರುವಾಗ (ಇದನ್ನು «<೫ ಎಂದು ಬರೆಯ 
ತ್ತೇವೆ), pu ನ, ಆದರೆ 2—18 ಯಣ “yO 


a ಮತ್ತು ೩೫-4 ಆದಾ ಗ, y ಶೂನ್ಯ ವಾಗುತ್ತದೆ. 9) ಆಗಿದ್ದು, 
Be « Za, Semen. ye ಹೆಚ್ಚು ತ್ತಾ ಹೋಗುತ್ತದೆ. ಇದರಂತೆಯೇ, 
L<u ean, y ಹೆಚ್ಚು ತ್ತಾ ಹೋಗುತ್ತದೆ. 


Wl 


curve (i.e., obtain its 


These data enable us to draw the | 
The curve is shown 


shape and position) y=anx? +br--e. 
in Fig. (4.1) 
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ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ y=az*-tbw--c ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು 
DO. (ಎಂದರೆ ಅದರ ಆಕಾರ, ಸ್ಮಾನಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಲು) ಸಾಧ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. 
ಯನ್ನು ಚಿತ್ರ (4:1) ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿ. 


Y 


Fig. 4.5 


We note that the quadratic function ax? +bz 
(a>0) 1s negative when x lies between the roots u and, B 
as positive for all other values of x. 


(1) When a<0, all the above results are reve 
and the graph of the function is as in fig. 4.4. 
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— 


= 


ವರ್ಗ ೮ ತ್ರೆ ತ್ರನ್ನ az? + bx +c, a>0 ಮೂಲಗಳಾದ y , ane ನಡುವೆ 
4 ಇತಳಿವಾಗ ನ ಹಾಜವಂಬಂದನಟ್ನ ೫ನ ಇತರ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಧನವೆಂಬುದನ್ನೂ 

bee iss ren 
ಗಮನಿಸಿ. 


(ii) a<0 ಆದಾಗ ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳೆಲ್ಲವೂ ವ್ಯತ್ಮಸ್ತವಾಗುತ್ತವೆ, 
ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆಯು ಚಿತ್ರ (4-4) ರಂತೆ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
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The function is positive when x lies between the roots 


a and 8, and is negative for all other values of x. 


Case Il. a and B are equal (and real). Now 
y=a (w—a)? 


y=0 when z=u. Y is positive for all other values of 2, 


if a>0, and negative if a<0. 


Fig. 4.2 shows the graph of the functions when a>0, 
and Fig. 4-5 when a<0. 


Case III. When the roots u and 6 are imaginary. 
We use a different method, inthis case. We have 


b 


y=a p+ -@+ 5) 
a a 


2a) 4a? 
b \? (6°—4ae) 
o[ (2 T 2) 4a? ‘J 


Since the roots are imaginary, the discriminant 
b’—4ac<0. Hence — (b—-4ac) is positive. The expres- 
sion inside the square bracket is therefore positive for all 
values of x. Hence y is always positive, if a>0, and 
always negative if a<0. The graph does not cut the 
xz—axis, since the roots are not real. The graph of the 
function is as in fig. 4.8 when a>0, and as in fig. 4.6 
when a<0. ' 


a [(* +33) o + |, by completing the square 


When the roots are imaginary, the quadratic function 
ax + br--c ts positive for all values of x if a>0, and negative 
for all values of x if a<0. < 
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ಮೂಲಗಳಾದ , ಗಳ ನಡುವೆ yx ಇರುವಾಗ ಉತ್ಪನ್ನವು ಧನ, ೫ನ ಇತರ 
ee a 
ಬೆಲೆಗಳಿಗೆಲ್ಲಾ ಯಣ. 


ಸಂದರ್ಭ 11 .. Ariens (ಹಾಗೂ.ವಾಸ್ಟವು. ಈಗ ಎಂಫ) 


೫= ಆದಾಗ y=0. a>d0 ಆದಾಗ, ೫ನ ಇತರ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 


A>0 ಆದಾಗ, ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಚಿತ್ರ (4-2) ತೋರಿಸುತ್ತದೆ, 
೩ < 0 ಆದಾಗ ಚಿತ್ರ (4:5) ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


ಸಂದರ್ಭ IIT a, 8ಗಳು ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದಾಗ, ಈ ಸಂದರ್ಭಕ್ಕೆ ಬೇರೊಂದು 
ವಿಧಾನವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವೆವು. ಈಗ, 


y =o( 2" 4+ ) 
8 a 


=a[ (2+ =) oF 2 ]ನರ್ಗ ಪೂರಣ ಮಾಡು 


4a? 


=a[(z + =) ae] 


ಮೂಲಗಳು ಊಹ್ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಶೋಧಕವಾದ b2—dac < 0. 
ಆದ್ದರಿಂದ — (b2— 4a) ಧನ. ಆದ್ದ ರಿಂದ ಚೌಕುಳಿ ಆವರಣದಲ್ಲಿರುವ ಉಕ್ತಿಯು 
೫ನ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಧನ. ಆದ್ದರಿಂದ, a> 0 ಆದರೆ, y ಯಾವಾಗಲೂ ಧನ, 
ಹಾಗೆಯೇ ೧೭೦ ಆದಾಗ ಯಾವಾಗಲೂ wo, ಮೂಲಗಳು ವಾಸ್ತವವಲ್ಲದುದ 
ರಿಂದ, ನಕ್ಷೆಯು -ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸುವುದೇ ಇಲ್ಲ. a>0 ಆದಾಗ; ನಕ್ಷೆಯಂ 
ಚಿತ್ರ 4-3 ರಂತೆಯೂ, ೭0 ಆದಾಗ ಚಿತ್ರ 4-6 ರಂತೆಯೂ ಇರುತ್ತದೆ. 


ಮೂಲಗಳು ಊಹ್ಯಗಳಾದಾಗ, ವರ್ಗ WES, ೧೫-1೫-4 ಎಂಬುದು 
a>0 ಆದಾಗ ಇನ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಧನವಾಗಿಯೂ ೩೭0 ಆದಾಗ 
ಯಣಪವಾಗಿಯೂ ಇರುವುದು. 
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Note the gradual evolution between the figur 
(4.1)—(4.3). The curve which cuts the ae in tw 
distinct points in (4.1) moves up, 80 that these pom 
coincide in (4.2). The curve moves further up i (4.3), Ae 
the points have disappeared- Similarly betw een (4.4)—(4. 


4.9 Maximum and Minimum oom of the functi 
az? +ba-+ c. a 

There is a ow point giving the minimum valu 
for y, in figs. 42 and 4.3. There is a highe 
point, giving thd par value for y, In figs. 4.4, 4 
and 4.6. All cases can be discussed by expressing y as 


case III above. 


y=a( 2 2 a+ “| 
a a 


a [ e+ =) aa te [by completing th. squ 
2a a 


4a? 


= de) 


The expression in the second bracket here is a constant 
The first bracket (2+ +) is least when it is zere, 7.e., wh 
a | 


p — because for all other values of x.its value > 
a 
Hence, we have 
> ian b 
Case 1. a>0. ys minimum when ಭಾ The 
a 
R b2—4ac. 
minimum value of yis— = ——— 
4a 
b 
Case II. a<0. yis maximum when s=——. 
2a 
: ' Re 4 
waximum «alu: of y is — rif 
4a 
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ಚಿತ್ರ 4-1 ರಿಂದ 4-3 ರವರೆಗೆ ಕಾಣಬರುವ ಅವರೋಹಣೆಯನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 
ಚಿತ್ರ 4-1 ರಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು x ಅಕ್ಷವನ್ನು ಎರಡು ಪ್ರತ್ಯೇಕ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿ 
'ಸುತ್ತಾ 4-2 ರಲ್ಲಿ ಈ ಬಿಂದುಗಳು ಸೇರಿಕೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. 4.3 ರಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು 
ಇನ್ನೂ ಮೇಲಕ್ಕೆ ಹೋಗಿ, ಬಿಂದುಗಳು ಮಾಯವಾಗಿವೆ. ಇದರಂತೆ 4-4 ರಿಂದ 
4-6 ಚಿತ್ರಗಳವರಗೆ. 


4:9 a@tbate ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ, ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳು 


ಚಿತ್ರ #1. 42, ೩8 ಗಳಲ್ಲಿ ಅತ್ಯಂತ ಕೆಳಗಿರುವ ಬಿಂದುವೊಂದಿದೆ. 
ಇದು y ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಚಿತ್ರ 44, 4:5, 46ರಲ್ಲಿ 
ಅತ್ಯಂತ ಮೇಲಣ ಬಿಂದುವೊಂದಿದೆ. ಇದು y ಗೆ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. | 
ಮೇಲೆ ಸಂದರ್ಭ [J] ರಲ್ಲಿ ಮಾಡಿರುವಂತೆ y ಯನ್ನು ಬತೆಹು ಎಲ್ಲ ಸಂದರ್ಭಗಳನ್ನೂ 
ಚರ್ಚಿಸಬಹುದು. 


ay" a 


b 2 b—4 
Ae + Po 


ಇಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಆವರಣದಲ್ಲಿರುವ ಉಕ್ತಿಯು ಸ್ತಿ ರಸಂಖ್ಯೆ. ಮೊದಲನೆಯ 
ಅವ serra et =) ಎಂಬುದು ೫ನ ಎಲ್ಲ De, ಬೆಲೆ >0 ಆಗಿರು 


bY?  «€ 
=alizx+—) — |, ವರ್ಗಪೂರ್ಣಮಾಡುವುದರಿಂದ 


ಪುದುರಿಂದ ಇಡರ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ ಶೂನ್ಯ. ಆಗ pe 


ಸಂದರ್ಭ 1. a> ಆದಾಗ. 


b — ; b? — 4ac 
a ಷ ಆದಾಗ, y ಕನಿಷ. ಯ್ಯ ಕನಿಷ್ಠ 2303 a 
ಸಂದರ್ಭ 11. ೩೭0 ಆದಾಗ. 
2,2 Bt d4ac b ~ 
ಗರಿಷ wo —— f ಜಾ 9 ಆದಾಗ, yw NOD. ಯ 
, @ 4a L oa Y © Y 
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The graphs suggest that the maximum or minimum 
value of | 4 attained when x takes the value midway 
Ke cand te, war >= } (u¥8). This 1s 


verified, for 


—_—_—————— 


= << b 3 x b2— 4ac 
2a 2a 
B= — b _ b—4ac 
~ 2a 2a 
~. Yat 8) = 2 , which is the value of 2 when y 1s 


a minimum, a>0 or a maximum, a<0. 


The student will be able to work out all these cases 
later by the method of the differential calculus. 


Examples : 
1 When is the function 222—3x— 2 positive ? 
Ans.: When x does not lie between the roots 
—— 3 and 2. 
2 Prove that the function z?--r+1 is always 
positive. 
The roots are imaginary. 
3 Construct the function which vanishes when 
g=—2 and when z=3, and which is equal to 12 when z=0. 
The function should be of the form a (z+2) (x—83). 
When 2=0, its value is —6a .. a=—2. 


‘4 Show that for all real values of x, the function 


2 . 
st lies between } ard 3. 


e+toe+l 
The given function is not a quadratic function at all 
It is the ratio of two quadratic. But if we writ 
“ —ae. we get after s'mplifyi 
pee get after smplifying, 
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೫ ಎಂಬುದು a, BN ನಡುಮದ್ಯದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಪಡೆದಾಗ, ಎಂದರೆ 
೫ $(-- 8) ಆದಾಗ yh ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯು ಒದಗಿ ಬರುತ್ತದೆ ಎಂಬ 
ಎಷಯವು ನಕ್ಷೆಗಳಿಂದ ಸೂಚಿತವಾಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು ಸಮರ್ಥಿಸಬಹುದು, ಏಕೆಂದರೆ 


_ ABV tee 
— 
gO IF ate 
— 
a 2a 
Lu) = =. ೫ನ ಈ ಬೆಲೆಗೆ 4೨.೧ ಆದಾಗ, y ಕನಿಷ್ಟವೂ 


a<0 ಆದಾಗ y ಗರಿಷ್ಟವೂ ಆಗಿದೆಯಷೆ,, 


= ಸಂದರ್ಭಗಳನ್ನೆಲ್ಲಾ ಮುಂದೆ ವಿದ್ಮಾರ್ಥಿಯು ಚಲನಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ 
ವಿಧಾನದಿಂದ ಪಡೆಯಲು ಶಕ್ತನಾಗುವನು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. 2y7%—37—2 ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವು ಯಾವಾಗ ಧನವಾಗಿರುವುದು ? 
ಉ. ಮೂಲಗಳಾದ 4 ಮತ್ತು 2 ಇವುಗಳ ನಡುವೆ x ಇಲ್ಲದಿರುವಾಗ. 


9. g2—x-1 ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವು ಯಾವಾಗಲೂ ಧನವೆಂದು ತೋರಿಸಿ 
ಮೂಲಗಳು ಊಹ. 

3. 2=--2 ಹಾಗೂ ೫ = ಕಿಲೆದಾಗ ನಶಿಸಿ ಹೋಗುತ್ತಾ ೫=0 ಆದಾಗ 
12 ಆಗುವಂತಹ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 

ಉತ್ಪನ್ನವು a(x+2)(~—3) ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿರಬೇಕು. ೫-0 ಆದಾಗ, 
ಅದರ ಬೆಲೆ-“6«0 .. a=—2. 
x>—x+-1 
‘224+ 
ಮತ್ತು 3 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

ಉತ್ಪನ್ನವು ವರ್ಗ ಉತ್ಪನ್ನವೇ ಅಲ್ಲ. 


4, ಇನ ಎಲ್ಲಾ ವಾಸ್ತವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಎಂಬ ಉತನ್ನೆವು 4 


x3—x+-1 
x? r+ 


ಅದು ಎರಡು ವರ್ಗ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ. ಆದರೆ y= 


ಎಂದು ಬರೆಯುವುದರಿಂದ, ಸುಲಭ ರೂಪಕ್ಕೆ ತಂದಮೇಲೆ 
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g2(1—y) -—a (1+y) + (1—y) = 0 
z is real i.e. the roots of this quadratic equation are 


real 
- (1+y)? —4(1— y? > 0 


3y—10 y+3 <0 .. y lies between the roots 
4 and 3. 


5 Sketch the graph of the function 32°+32—6. 
y= 3 (z—1) (21-2) 


Hence the graph cuts the x-axis at —2 and 1, 1s 
below the z-axis between —2 and 1, and rises on either | 
side of these points indefinitely. The figure is completed, © 
after fig. 4.1. 


4.10 The Method of Analytical Geometry 
y = 8 (2*+2—2) 


3{ (HHI) 
y+ =3(0+4) 


Transfer the origin to the point (—},—+*?). 
The equation becomes Y=3.X?. 


| Hence, plot the point (—}, —*#), draw lines through. 

it parallel to the original axes Ox, Oy. Draw the curve 

Y =3X?, referred to the new axes. 
Exercises 4.2 


1 When are the following functions positive ? 
72,443, 8, 4S. 


2 When are the following functions negative? 
20-52 33, ಯ ರಿ. 


iW 


x*(1—y)—x (1+y)+(1—y)=0 


ಮಾ ದೆ. ೪ ವಾಸ್ತವ, ಎಂದರೆ ಈ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 
24,5. 


(l1+y)?—4 (l—y)?>0 
ಎಂದರೆ, 3y2—10y+3<0 


y ಎಂಬುದು ಮೂಲಗಳಾದ 1 ಮತ್ತು 3 ಇವುಗಳ ನಡುವೆ ಇರಬೇಕು. 
5. 340343: 6ಎಂಬ ಉತ್ಪ Fy ದ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಗುರ್ತಿಸಿ, 
y=3 (2—1) (2-42). ಆದ್ದರಿಂದ ನಕ್ಷೆಯು ೫-ಅಕ್ಷವನ್ನು “2 ಮತ್ತು 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ, —2 ಮತ್ತು 1 ಇವುಗಳ ನಡುವೆ - ಅಕ್ಷದ ಕೆಳಗಿರು 
ದೆ, ಈ ಬಿಂದುಗಳ ಎರಡೂ ಕಡೆಗಳಲ್ಲಿ ಅನಿರ್ದಿಷ ಮಾಗಿ ಮೇಲಕ್ಕೇಳುತ್ತದೆ, ಚಿತ್ರ 
1 ನ್ನು ಅನುಸರಿಸಿ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಪೂರ್ಣಮಾಡಬಹುದು. 


4.10 ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತದ ವಿಧಾನ 
y=3 (1+ 2—2) 
= 3[ ety +] =secty— 4 


25 
y+ {= sot} 
ಖಾಲಬಿಂದುವನ್ನು (-},- 3") ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿಗೆ ವರ್ಗಾಯಿಸಿ. ಸಮೀಕರಣ 
"=—3 X2 ಆಗುತ್ತ af 


ಆದ್ದ ರಿಂದ (, — #4) ಬಿಂದುವನ್ನು ಗುರ್ತಿಸಿ ಇದರ ಮೂಲಕ ಮೊದಲಿನ 
ಕಗಳಾದ Ox, Oy ಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರಗಳಾದ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಿರಿ. ಈಗ 
ಇಸ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಕುರಿತು Y < 3X? ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು ಎಳೆಯಿರಿ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 4.2 


1 ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಯತಾಪಾಗ ಧನವಾಗಿರುತ್ತವೆ ? 
2, 04443 82-1, 4-3-2 


Q ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಯನಾವಾಗ ಯಣವಮಂಗಿರುತ್ತವೆ? 
2೫ 5842. 3o2— br 3,4-— x, 


ey 


3 Prove that the following functions are alwe 
positive : 
24, 3a2—4e0+5, (x—1) (x—2) + 2. 
4 Sketch the graphs of the functions 21+ r—# 
a2 432+4, 2, (242), tt, 4—42+22?. ( 
5 Construct a function which vanishes when x 


and when z=} and which is equal to 6 when z=1. 


6 Construct the function whose roots are 2+ 
2—3i and which is equal to —26 when z=0. 


7 A function vanishes when xz=2+3, and 
equal to 1 when z=0. What is its value when 2=2? © 


Qe" “Big =. 2 


5 lies between : 
x +x 


8 Show that the function 


and 7 for all real values of z. 


x +2¢— 


: 9 When zis real, show that the functions : 
x? + 2x— 


cannot lie between 4 and 1. 


2. 
10 Prove that the function 3 


any real value. 


2 
11 Prove that the function res can take 


447 +27—1 
all real values. 
. _ 
12 Prove that the function cannot lie 


between 1 and -—} 


3 ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ ಗಳು ಯಾವಾಗಲೂ ಧನವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
2th, 34S, (01) (2—2)-4-2 

4 20342—6, —O432+4, Is, (242), 
44, 442? ಈ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಕ್ಷೆಗಳನ್ನು ಚಿತ್ರಿಸಿ 

ರ ೫-2 ಮತ್ತು ga} ಆದಾಗ ನಶಿಸಿ ಹೋಗುವ, ಹಾಗೂ z=] 
ಆದಾಗ 6 ಆಗುವ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 


6 2483, 2—3, ಮೂಲಗಳನ್ನಾಗಿ ಹೊಂದಿ ೫೭0 ಆದಾಗ 26 
ಆಗುವ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 


7 ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವು ೫-24೬/3 ಆದಾ ನಕಿಸಿಹೋಗುತ್ತಾ, ೫೭0 
ಆದಾಗ 1 ಆಗುತ್ತದೆ. ೫-92 ಆದಾಗ ಅದರ ಬೆಲೆಯೆಷ್ಟು? 


272—3r4 2 
A] 
$ ಮತ್ತು 7 ಇವುಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಎಂಬ Ws, ನ್ನವು ೫ನ ಎಲ್ಲಾ ವಾಸ್ತ್ರವಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 


9 ೫ ವಾಸ್ತವವಾದಾಗ, T1223 ಎಂಬ ಉತ ನ್ನವು 4 ಮತ್ತು] 
- 228 e 
ಈ ಬೆಲೆಗಳ ನಡುವೆ ಇರಲಾ i ವವುದಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


10 © 300) ಉತ ನ್ನವು ಯಾವ ವಾಸ್ತವ ಬೆಲೆಯನ್ನಾದರೂ 
2282415 pS 
ಪಡೆಯಬಲ್ಲುದೆೇದು ತೋರಿಸಿ. 


2 
೫1623 ಎಂಬಉತನ್ನವುಎಲ್ಲಾ ಪಾಸ್ತ್ರವ ಬೆಲೆಗಳನ್ನೂ ಪಡೆಯ 
4x24 24— pe 
WHIT ಸಾಧಿಸಿ. 


Ge... 
12 SIT ಬ ಉತ್ಸನ್ನವು 1 ಮತ್ತು - ಸ ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳ ನಡುವೆ 
2—3r+3 7 
ಇರುವುದಿಲ್ಲವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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CHAPTER 5 


Progressions 


5.1 Sequences —A sequence is a succession of 
numbers formed according :0 a definite law or rule. 


Examples :—(i) 1, 4, 9, 16........5. These numbers are 
successively the squares of the natural 
numbers and form a sequence. The nth 
term of this sequence is n?, where n is & 
natural number. . 


i) The numbers 1, 4, 7, 10, 16......femm 
sequence in which each term after the first is obtained 
by adding 3 to the preceding term. 


5.2 Arithmetic Progressions—An arithmetic pro- 
gression 18 a sequence in which each term, after the first, 
is obtained by adding a constant number to the precedin 
term. The constant number added in this way is called 
the common difference. We shall briefly denote an arith- 
metic progression by A.P. 


Example (ii) of 5.1 is an AP. Here are some more 
examples : 


A (1) 5, 10, 15, 20. 25. This is an AP. with 
5 as the first term and 5 as the common difference. 


(ii) -9,-6, -3,0,3, 6,9. This is an AP. with 
—9 as the first term and 3 as the common difference. 


(il) 7, 6, 3, 1,-1, -3 5. WieiseadN 
with 7 as the first term and —2 as the common difference. — 
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ಅಧ್ಯಯ ೨ 
ಕ್ರೇಢಿಗಳು 
5.1 ಶ್ರೇಢಿಗಳು: 


ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ನಿಯಮಾನುಸಾರ ರಚಿತವಾದ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪರಂಪರೆಗೆ ಶ್ರೇಢಿ 
ಯೆಂದು ಹೆಸರು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು - 


ma, 4, 9, da... 
ಇವು AD TAI ಸಂಖ್ಯೆಗಳ BO re ಪರಂಪರೆ. ಇವು ಒಂದು ಶ್ರೇಢಿಯನ್ನು 
ರಚಿಸುತ್ತವೆ. ಈ ಶ್ರೇಢಿಯ nde ಪದವು ೧?. ಇಲ್ಲಿ ೫ ಒಂದು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ. 


(ii) 1. 4, 7, 10, 13,...ಇಪು ಇನ್ನೊಂದು ಶ್ರೇಢಿಯನ್ನು ರಚಿಸು 
BS. ಇದರಲ್ಲಿರುವ (ಒಂದನೆಯ ಪದದ ವಿನಾ) ಪ್ರತಿ ಪದವನ್ನು ಹಿಂದಿನ ಪದಕ್ಕೆ 
8ನ್ನು ಕೂಡಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ಪಡೆಯಬಹುದು. 


5.2 ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಗಳು: 


ಹೆಸರೇ ಸೂಚಿಸುವಂತೆ ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯು ಒಂದು ವಿಶಿಷ್ಟವಾದ ಶ್ರೇಢಿ 
ಯಾಗಿದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ (ಒಂದನೆಯ ಪದದ ವಿನಾ) ಪ್ರತಿ ಪದವನ್ನೂ ಹಿಂದಿನ THs 
ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕವನ್ನು ಕೂಡಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 
ಕೂಡಿಸಿದಂತಹ ಸ್ಥಿರಾಂಕದ ಹೆಸರು (ಸಾಮಾನ್ಯ HFA.) ಒಂದು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿ 
ಯನ್ನು ನಾವು ಸಕ್ಷೇಪವಾಗಿ A.P ವಾಡಾ ಬಕಯಾತ್ತೇವೆ. 


5.10 ಎರಡನೆಯ ಉದಾಹರಣೆ ಒಂದು 4.P. ಇಲ್ಲಿ ಇನ್ನು TOM ಉದಾ 
ಹರಣೆಗಳನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


(i) 5, 10, 15, 20,25. ಇದೊಂದು 4.P. ಇಡರ ಮೊದಲಿನ 
ಪದ ರಿ ಮತ್ತು ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಯಾಸ ರಿ. 

i =0,=6, 8, 0, 36,9 ಇದೊಂದು ಸ. P. ಇಹ 
ಮೊದಲಿನ ಪದ —9 ಮತ್ತು ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಮಾಸ 3. 


= ಶಿ 
(ii 7, 6, 8, 1, —1, —3, —5. ಇದೊಂದು A.P. ಇದರ 
Beads ಪದ 7 ಮತ್ತು ಸಾಮಾನ್ಯ ವೃತ್ಕಾಸ —2. 


_ 
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Generally, if a is the first term and d the commo 
difference, the terms can be written down as follows : 
a,atd, a+2d, at+3d, a+4d......... 
We notice that : 3rd term=a-+2d, 


5th term = a+4d, 
10th term = a+9d and so on. 


Hence denoting the nth term by 1, we have the fir 
important formula: _ : 
1 =a +(n-1)d. . NO 
Examples ನಾ Find the 20th term of the AFP. 3, 7 


Pr. 
PR oe d=4 and n=20. 


Hence 20th term = a+(20-1)d 
3+19 x4 

= 0 
(v) Find the 16th term of the A.P. —-7, -2, 


a= -7, d=6 and n=. 
*. 16th term = -7 +95x5 = 08 


Exercises 5.1 


In exercises 1-10, determine which of the sequences 
are arithmetic progressions. Write down the next two 
terms of each A.P. 


© ¢,.4.4,7 2 1, 2,4, 6,8 
oe 7-1, San 4 2314} 53 

5 6,7, 11,14 6 6, 2 =3; 0 
ಗ &5, 61, 6S 8 Qa, 22+ 
9 —2y,2,y 10 2-3, 2x, 32-3 
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ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ, goo ಮೊದಲಿನ ಪದ ಮತ್ತು 4 ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಕಾಸವಾಗಿ 
ರೆ ಅಂತಹ A.P.cd ಪದಗಳನ್ನು ಹೀಗೆ ಬರೆಯಬಹುದು_- 
@ a+d, a+2d, a+3d, add, 
ಇಲ್ಲಿ ನಾವು ಗಮನಿಸುವ ವಿಚಾರ 
380 ಪದ= ೧-24 
ರಿನೆಯ ಪದ ೩0-44 
10ನೆಯ ಪದ- ೩-94 ಇತ್ಯಾದಿ. 
ಆದುದರಿಂದ nde ಪದವನ್ನು | ಎಂಬ ಅಕ್ಷರದಿಂದ ಸೂಚಿಸಿದರೆ, ನಮಗೆ 
l=a+(n—1)d sati(\5i, 1) 
ಎನ್ನುವ ಮೊದಲಿನ ಮುಖ್ಯಸೂತ್ರ ದೊರೆಯುವುದು. 
ಸದಾಹರಣೆಗಳು : 


(iv) 3, 7, Ll... 
OW ಸ4.P.ಯ 20ನೇ ಪದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಇಲ್ಲಿ a=3, d=4, n=20 
+, 208e ಪದ=a-(20 —-1)d 
=3119x4=:79 
(vy) —7, —2, 3, 8,..... ಎಂಬ 4. P.ಯ 16ನೇ ಪದವನ್ನು 
ಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
—— 7, a8 ಮತ್ತು n=16 
- 16ನೇ S3—= 7415 x 5 68 


ಅಭ್ಯಾಸ 5-1 


1 ರಿಂದ 10ರವರೆಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವ ಶ್ರೇಢಿಗಳು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿ 
Poss ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಿರಿ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯ (A.P) 
ಖಂದಿನ ಎರಡು ಪದಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


Yr 1,3, 1,2,4 0S 

¥ 7, 4 2, 33, 4, & 

5 ©, 7, les 6 —9,—6,—3, 0 
1 6-5, Ogee, 7-3 8 2—a, 2, 2-47 
9 —2y, xy 10 2—3, 2x, 37+3 
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In exercises 11-20, find the indicated term in e 
A.P. 


41 4,6,8...... Mth 22 1, SUNN 
13 10,15, 20....11th I 8, 6)4......24th 
45 11, @4,....17%h 16 -14, -8,-2....12t 
17 —3,—)0,=17. . 20nd 18 «x-y, 22, 3x+y..1% 


19 2-2 BY. 3a+5.. 20 24,65, 84..158 
. . Oth ‘ 


5.3 The sum of » terms of an Arithmetic P 
gression—Let a be the first term and d the comm 
difference. 


If there are n terms, then the last term 1 is given 
the formula l=a+ (n-1) d 


Let S denote the sum of nterms. Then we 
write down the sum in two ways as follows :— 


S=a ++ (a+d)+(a4+2d)+...... + (l-2d) + (I-d)+ 1 
S=1 + (L-d)+(l-2d)+......+(a+2d)+ (a+d)+ a 
The second equation is obtained from the first 


reversing the order of the terms on the right hand si 


Adding the corresponding sides of the two equations, 
get, 


2 S= (a+l)+(a+l)+(a+l)+ 


SSRs & a we 


(a+l)+(a+l)+a+l), 
=n(a-+l), since there are n terms. 
n 
S 5 (a+) oo 
Substituting 1 = a+(n-1)d we obtain 
= 5 {20+ 0-1) fa | p a | (68 
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11 ರಿಂದ 20ರ ವರೆಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು A. Pood ಸೂಚಿಸಿದ 
ಪದವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ: — 
1} 44688,...:9೬ನೆಯದು 
ws 18, I... 
18 10, We, 20.....1 1808 
14 8,6, 4&@....248eeso 
15 11,6, 1.....17sesoms 
1 ARES, 2..... Ween 
17 ARE _17,.. 2ನ 
18 2z—y. 27» 34+ y----19ನೆಯದು 
19 ZEST, 3205. TOನೆಯದು 
2) %—7, 6, 8+... SD 


5.8 ಒಂದು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯ ೫ ಪದಗಳ ಮೊತ್ತ 


ಯು ಮೊದಲಿನ ಪದವೂ doo ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಕಾಸವೂ ಆಗಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ 
ಪದಗಳಿದ್ದರೆ, ಕೂನೆಯ ಪದ ಎನ್ನುವುದು l=a+ (n—1)d ಎನ್ನುವ ಸೂತ್ರ 
ದ ತಿಳಿಯುವುದು. 
ನ ಎನ್ನುವುದು n ಪದಗಳ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ, ಈ ಮೊತ್ತವನ್ನು 
ಛಗೆ ಕಾಣಿಸಿದಂತೆ ಎರಡು ವಿಧದಲ್ಲಿ ನಾವು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
S=a-+(a+d) + (a+2d) +---+(1— 2d) + (1—d) +1 


S=l+(l—d) + (l—2d) +--+ (a+2d) + (at+d)+a 
ಒಂದನೆಯ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿರುವ ಪದಗಳನ್ನು ಪ್ರತಿಲೋಮವಾಗಿ ಬರೆಯುವುದರ 
LF ಎರಡನೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೆ CS. ಇವೆರಡು ಸಮೀಕರಣ 
೪ ಅನುರೂಪ ಪದಗಳನ್ನು ಕೂಡಿಸ ಲಾಗಿ - 


28 =(a+l)+(a+1) + (atl) +--+ (ath) + (a+l) 
+ (a4+l])=n(a+l), (ಇಲ್ಲಿ n ಪದಗಳಿರುವುದರಿಂದ) 


8 =F atl) 0 (0 
l=0+(n—1)d ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 
| 2a-+(n—1)d | ಎಂದಾಗುವುದು. es 
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Formule (5.1), (5.2) and (5.3) are useful for appli 
tions to arithmetic progressions. The five quantities a, 
1, n and S, occurring in these formulae are someti 
called the elements of an arithmetic progression. If thr 
of the elements are given, the other two may be found b 
use of the above formulae. 


Examples :—(i) Find the sum of 30 terms of the A. 
4 Cn - 


Here a=2, d=2 and n=30. Applying f 
mula (5.3), we get 
S = (30/2) {2.2+(30—1) 2} 
—15 (44-58) 
= 4980 
(ii) Given n=12, l=71, d=3, find a and S. 
Substituting in formula (5.1), 
71 =a+ MG 
“a= 
Now using formula (5.2), 
S= 6 (WE) 
= 654 
(iii) Given n=11, S=110, and d=8, find a and 


Substituting in formulae (5.1) and (5.2), we 
l=a+ 103 


110=(11/2) (a+l), which may be written as 


a+l = 20 
al = -30 
The solution is a= —5, 1 
K — —ಿ, | =D The 
may now be written a835, -2 1, °4,....g..00- in 
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ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಗಳಲ್ಲಿ ಬಳಸಲು (5.1), (5-2) ಮತ್ತು (5-3) ಸೂತ್ರಗಳು 
ತುಂಬ ಉಪಯುಕ್ತವಾಗಿವೆ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಕಂಡುಬರುವ g, 4, 1, ೫ ಮತ್ತು § ಎನ್ನುವ 
ಐದು ಅಕ್ಷರಗಳನ್ನು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯ ಐದು ಮೂಲಾಂಶಗಳೆಂದು ಕರೆಯವು 
ದುಂಟು. ಮೂರು ಮೂಲಾಂಶಗಳು ದತ್ತವಾದಾಗ ಉಳಿದೆರಡನ್ನು ಮೇಲಿನ ಸೂತ್ರ 
ಗಳ ಉಪಯೋಗದಿಂದ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು (i) 2, 4, 6,........4Pಯ 80 ಪದಗಳ ಮೊತ್ತವನ್ನು 


ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
8 a=2, d=2 ಮತ್ತು n=309 


(5-3) ನೆಯ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಬಳಸಿದರೆ, 

30r. Ne ua 
pad aE 2+(30—1)2 | =15 (4 — 58) 
= 930 


(ii) n=12, I=71, d=3 ಎಂದಿರುವಾಗ ೧ ಮತ್ತು ನನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(5.1) ನೆಯ ಸೂತ್ರದಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಲಾಗಿ, 
7T1=a4+11.3 
“.a=38 
ಈಗ (5.2) ನೆಯ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಬಳಸಿದರೆ 
S=6(38 +471) 
=654 
(iii) n=11, S=110 ಮತ್ತು d=3 ಎಂದಿರುವಾಗ ೩ ಮತ್ತು 1ನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(5.1) ಮತ್ತು (5.2) ನೆಯ ಸೂತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಲಾಗಿ, 
l=a+10.3 
110=11(a +1) 
a+[=20 
a—l——30 


ae poe = 5, 1=25 
ಶ್ರೇಢಿಯನ್ನು ಈಗ-5, 2,1,4 , 25 ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
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Exercises 5.2 
Find the last term and the sum S of each 
arithmetic progression (1-10). 


3,60... to 10 terms 

MW OAL... to 21 terms 

7, 12, tae... - ‘©... to 11 terms 

a 9, 14, tome. -.... sam to 10 terms 

Dm 6, Wee... ss 2 to 9 terms 

© Gl, NN... to 17 terms 
7 16S... to 13 terms 
S 9... to 23 terms 

BD 40S... sce to 21 terms 
1D) DAIS... ee to 31 terms 


With the usual notation a, d, n, 1 and S for th 
elements of an arithmetic progression, find the twe 
missing elements in each of the A.P.’s (11-16). 

il a=7, tes n=10 

12 a=42, 1=10,d=— 

18 i=51, @=7, n= 

4 «a=28 d=—3, n= 

© «e=27 1 =66,.S=—5e 

16 d=3, l=50, S=440 

17 Find the sum of the integers from 1 to 80. 


po Find the sum of the odd integers between 20 am 


19 Find the sum of the integers between 3 ಇಷ 101 
which are divisible by 5. : 


20 Prove that the sum of the first n ls eve 
integers is n(n+1). 


21 Prove that the sum of the first n positive od | 
integers is n?. | 
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ಅಭ್ಯಾಸ 6.2 


ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು (1 - 10) ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯ ಕೊನೆಯ ಪದ ನ್ನೂ, 
ಮೊತ್ತ S ನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ__ 


4 & oe e........... 10 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 

Pp 2 me ............ 21 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 
ON 11 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 

4 9... 10 ಪಡಗಳ ವರೆಗೆ 

5 NNT... 9 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 

6 51, 46, 41,........17 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 

7 EE 15, — 1022-419 sane wer 
8 —9 —5, —l.e oo. 23 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 
9 46959 7 . 21 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 
70 2E 8.5,......,.081 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 


ಒಂದು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯ a, d, ೫, 1, ಮತ್ತು 8 ಎಂಬ ಮೂಲಾಂಶ 

ಗಳಿಗೆ ಬಳಕೆಯಲ್ಲಿರುವ ಅರ್ಥದ ಪ್ರಕಾರ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು AP ಯ ಎರಡು 
ಅವ್ಯಕ್ತ ಮೂಲಾಂಶಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ (11-16) 

11 a=7; 1=34,n=10 

42 a=42, l= 0, d=——-—2 

$3 eb, d=7, wel) 

14 a=24, d=—3, n=25 

16 @=zZ, l=66, S=578 

16 ಈ, i=50, S—460 

17 1ರಿಂದ 80ರ ವರೆಗಿನ ಪೂರ್ಲಾ ೦ಕಗಳ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

18 20ರಿಂದ 1000 ScAS ವಿಷಮ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ 


19 3 ಮತ್ತು 10ರ ನಡುವೆಯಿರುವ ಮತ್ತು 5 ರಿಂದ ಭಾಗವಾಗುವ 
ಪೂರ್ಲಾಂಕಗಳ ಮೊತ್ತ ವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೧0 ಮೊದಲಿನ ೫ ಧನ ಸಮ ಪೂರ್ಲಾ ೦ಕಗಳ ಮೊತ್ತ n (n+ 1) ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


21 ಮೊದಲಿನ n ಧನ ವಿಷಮ ಪೂರ್ಲಾ ೦ಕಗಳ ಮೊತ್ತ ೫5 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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99 Sticks are arranged in a pile so that the to 
layer has 1 stick, the next layer has 2 sticks, the next 3, 
and so on to the bottom layer which has 42 sticks. Find 
the number of sticks in the pile. 


93 A man is offered a post at a starting salary of 
Rs 3,600 per annum. He is also offered an increment 0 
Rs 100 per year at the end of each year or alterna- 
tively an increment of Rs 25 for each six months at the 
end of each half year. Find the total salary he receives 
under each proposition for a five-year period. 


24 How manv times will a clock strike in 12 hours, 
if it strikes the hours and half hours ? 


25 A body falling from rest travels 16 feet during 
the first second, 48 feet during the second second, 80 
feet during the third second, and so on. Find how fa 
the body falls (a) in the first 8 seconds ; (b during the 
8th second. ; 


26 A man buysa radio for Rs 1,000. He agrees to” 
pay Rs 50 each month, beginning at the end of th 
first month together with interest of 1 per cent on the” 
amount unpaid during that month. Find the total” 
payment. 


5.4 Harmonic Progressions—A harmonic _ pro- 
gression (H.P.) is a sequence such that the reciprocals 
of its terms form an arithmetic progressio n. 


Examples :—(i) 1, WS, 1/8, Wa, afe.:...,. 8 in . 
since their reciprocals 1, 2, 374 5....,. 8 
are in A.P. | 


s . 
(1) To find the 11th term of the HP. 1/5, 1/9 


1/13, 1/17........The corresponding AP. 
5°; 9, ISH ee whose 11th term | 
Is §+10.4=45. 


124 


22 ಕೆಲವು BQ ಗಳನ್ನು ಒಂದು ರಾಶಿಯಾಗಿ ಒಟ್ಟಲಾಗಿದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ ಮೇಲಿನ ಪದರ 
ದಲ್ಲಿ 1 ಕಡ್ಡಿ ಯಿದೆ". ಮುಂದಿನದರಲ್ಲಿ Di, ಅದರೆ ಮುಂದಿನದರಲ್ಲಿ 3 ಇತ್ಯಾದಿ 
ಯಾಗಿ ಕಡ್ಡಿ Hes, ಬುಡದ ಪದರದಲ್ಲಿ 42 ಕಡಿ 3 ಗಳಿರುವುದಾದರೆ, ಒಟು 7 
ತಠಾಶಿಯಲ್ಲಿರು ವ ಕಡ್ಡಿ ಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


23 ಪಾ ಪ್ರಾರಂಭದ ಹಿ cS ವೇತನ ರೂ. 3600 ಇರುವಂತೆ ಒಬ್ಬ 
ನುಷ್ಯ ನಿಗೆ ಒಂದು ಉದ್ಯೋಗವನ್ನು ನೀಡಲಾಯಿತು. ಎರಡು ರೀತಿಯ ಬಡತಿಯ 
ದರಗಳನ್ನೂ ಸೂಚಿಸಲಾಯಿತು. ಒಂದನೆಯ ದರದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವರ್ಷದ ಅಂತ್ಯ ದ 
ಲ್ಲಿಯೂ ರೂ 100ರ ಬಡತಿ ನೀಡಲಾಗುವುದು. "ಎರಡನೆಯ ದರದಲ್ಲಿ, ಪ್ರತಿ ಅರ್ಲಿ 
ವರ್ಷದ ಸೇವೆಯ ಅಂತ್ಯ ದಲ್ಲಿ ಅರ್ಧ ವರ್ಷದ ಬಡತಿಯೆಂದು ರೂ 25ನ್ನು ಕೊಡ 
ಲಾಗುವುದು. ಇದು ವರ್ಷಗಳ ಸೇವಾವಧಿಯ Vos BO ಆತನಿಗೆ ಪ 3 ತಿಯೊಂದು ದರ 
ದಲ್ಲಿಯೂ ದೊರೆಯುವ ಸಂಬಳ ಬಡತಿಗಳ ಸಮಗ್ರ ಮೊತ್ತವೆಷ್ಟು 2 


24 ಗಾತ್‌ಸ್ನೂ, ಅರ್ಧಗಂಟೆಗಳನ್ನೂ ಹೊಡೆಯುವ ಒಂದು ಗಡಿಯಾರವು 
12 ಗಂಟೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಷ್ಟು ಸಲ ಹೊಡೆದಿರುವುದು ? 
— a8, ಸ್ಥಿತಿಯಿಂದ ಕೆಳಗೆ ಬೀಳುತ್ತಿರುವ ಒಂದು ವಸ್ತು ಮೊದಲಿನ 
೨ 16 ಆೆಡಿಗಳನೊ , ಎರಡನೆಯ ಸೆಕೆಂಡಿನಲ್ಲಿ 48 ಅಡಿಗಳನ್ನೂ, "ಮೂರನೆಯ 
| ನು 80 ಅಡಿಗಳನ್ನೂ (ಇದೇ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಮುಂದಕ್ಕೂ ಸಹ) "ಪ್ರಯಾಣಿಸಿರು 
ವುದು. (a) ಮೊದಲಿನ 8 ಸೆಕೆಂಡುಗಳಲ್ಲಿ; (b) 8ನೆಯ "2ಕಿಂಡಿನಲ್ಲಿ ಆ ವಸ್ತು 
ಎಷ್ಟು ದೂರ ಪ್ರಯಾಣಿಸಿರುವುದೆಂದು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. ’ 
26 ಒಬ್ಬ ಮನುಷ್ಠನು ರೂ 1000 3, ಒಂದು ರೇಡಿಯೋವನ್ನು 
ಸೂಂಡುಕೊಳ್ಳುತ್ತಾನೆ. ಒಂದನೆಯ ತಿಂಗಳಿನ ಅಂತ್ಯದಲ್ಲಿ ತೊಡಗುವಂತೆ, ಪ್ರತಿ 
ತಿಂಗಳೂ ರೂರಕಂ se ಮತ್ತು ಅ ದುವರೆಗೆ ಬಾಕಿಯಾಗಿದ್ದ 
ಮೊಬಲಗಿನ ಮೇಲೆ ಶೇಕಡಾ ಸಾಲಿಯಾನ 1 ಬಡ್ಡಿಯ ಹಣವನ್ನೂ ಮರುಪಾವತಿ 
ಸುವುದಾಗಿ ಅವನು ಒಪ್ಪಿ ಕೊಳ್ಳು ತ್ತಾನೆ. ಒಟ್ಟು ss ಮಾಡಿದ ಹಣವೆಷ್ಟು 2 


5.4 ಹರಾತ್ಮಕ ಶ್ರೇಢಿಗಳು 


ಒಂದು ಶ್ರೇಢಿಯ ಪದಗಳ ವಿಲೋಮಗಳು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಆ 
ಶ್ರೇಢಿಯನ್ನು ಹರಾತ್ಮಕ ಶ್ರೇಢಿಯೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಂಕ್ಷೇಪವಾಗಿ ಇದನ್ನು 
H.P. ಎಂದು ಬರೆಯ ನತ್ತ ವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು: (i) 1.4,4,}, 1.......... ಇವು H.P.ಯಲ್ಲಿವೆ. ಏಕೆಂದರೆ 

ಅವುಗಳ ವಿಲೆ ಮಗಳು 1, 2, 3,45... 
ಇವು 4.P.ಯಲ್ಪಿವೆ. 
Gay 1/5, 1/@, 1/08, 1/7, ........ ಈ H.Pod 11ನೆಯ 
si, ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಕ್ರಮ. ಈ H. P.ಯ ಅನು 
ರೂಪ ಗೆ.ೌ.ಯು5, 9.13, 17... ಆಗಿದೆ. 
ಇದರ 11ನೆಯ ಪದವು 54-10.4= 4ರ. 
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Hence the 11th term of the given HP. is 1/4 


From this example it is clear that any problem 
in H.P. can be solved by treating the corres- 
ponding problem of the associated A.P. 


5.5 Arithmetic and Harmonic Means.—In an A.P., 
the terms between the first and last terms are called 
arithmetic means. Similarly in an H.P., the terms 
between the first term and last term are called harmonie 
~ means. 


Examples :—(i) Insert 5 arithmetic means between 3 and 11. 
The corresponding 4.P. has 7 terms, of 
which 3 is the first term and J1 1s the” 
seventh term. Hence if d is the commor 
difference, we have by formula 5.1, 


11=3+6d 
~~ d= 
The required means are 44, 53, 7, 84, 9¥ 


(11) Insert 4 harmonic means between 2 and 12 
Inthe corresponding A.P., 1/2 is the first 
term and 1/12 is the 6th term. Ifdisthe 
common difference, 


2a 
. 1 
— 


The A.P. is 1/2, 5/12, 4/12, 3/12, 2/12, 1/12 


‘*. the required harmonic means are 12/5, 
12/4, 12/3, 12/2 or 12/5, 3, 4, 6 , 
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ಆದುದರಿಂದ ಗ.P.ಯ 11ನೆಯ ಪದವು 1/45 


ಆದುದರಿಂದ ಯಾವುದೇ ಒಂದು H.P.ಯ ಪ ಪ್ರಶ್ನೆಯನ್ನೂ ಅದರ ಅನುರೂಪ 
4.P.ಯಲ್ಲಿ ಅದೇ ಪ ಪ್ರಶ್ನೆ ಯನ್ನು ಸಾಧಿಸುವುದರ ಮಂ ಸಾದಿಸಬಹುದು ಎಂದು 
ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಿಂದ ಸ ಹ ವಾಗುವುದು. 


55 ಸಮಾಂತರ ಮತ್ತು ಹರಾತ್ಮಕ ಮಧ್ಯಕಗಳು 


ಒಂದು 4.P.ಯಲ್ಲಿ ಮೊದಲಿನ ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ ಪದಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ 

ಪದಗಳನ್ನು ಸಮಾಂತರ ಮಧ್ಯ ಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತ ವೆ. ಇವುಗಳನ್ನು A.M. ಎಂದು 

| ಬರೆಯುವದಿದೆ. ಅದೇ ರೀ ಶಿಯಲ್ಲಿ, ಒಂದು ಗ.P.ಯಲ್ಲಿ ಮೊದಲಿನ 'ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ 

ಪದಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ಪದಗಳನ್ನು BOS ಕ ಮಧ್ಯ ಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆ ವೆ. 
ಇವುಗಳನ್ನು ಔ.51. ಎಂದು ಬರೆಯುವುದಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು: (1) 3 ಮತ್ತು 11ರ ನಡುವೆ 5 ಸಮಾಂತರ ಮಧ್ಯಕಗಳನ್ನು 
ಬರೆಯಿರಿ. 


ಈ ಸಿ.Pಯಲ್ಲಿ 7 ಪದಗಳಿವೆಯೆಂದೂ ಇವುಗಳಲ್ಲಿ 3 ಮೊದಲನೆಯ ಪದವೆಂದೂ 
11 ಕೊನೆಯ (7 ನೆಯ) ಪದವೆಂದೂ ತಿಳಿಯುವುದು 'ಸುಲಭ. ಆದುದರಿಂದ 4 ಯು 
ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಯಾಸವಾದರೆ, 5.1 ಸೂತ್ರದಿಂದ, 


11=34+6d 
- d=4/3 
+, ಬೇಕಾದ ಮಧ್ಯಕಗಳು 44, 52, 7, 8], 92 


(ii) 2 ಮತ್ತು 12 ರ ನಡುವೆ 4 ಹರಾತ್ಮಕ ಮಧ್ಯಕಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ 


ಇದರ ಅನುರೂಪ 4.P. ಯಲ್ಲಿ } ಮೊದಲಿನ ಷನ ಮತ್ತು 1 /182 ಆರನೆಯ 
ಪದ. gd ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಯಾಸವಾಗಿದ್ದ ರೆ, 


| i =e 3 2255 
° Neo, oS , = = ಆಗಿದೆ. 
. AP > ewe 12 2 BD 
ಬೇಕಾದ ಹರಾತ್ಮಕ ಮಧ್ಯಕೆಗಳು 15, = 12 12 
ಅಥವಾ 12/5, 3, 4, 6 
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Exercises 5°3 : 
Insert the indicated number of arithmetic meanss 
between the given pair of values in each of he problem 


1 to 6. 
{1 5 and 23; 2 means 


—5 and 44; 6 means 
4 and -21 ; 4 means 
4 and 44; 9 means 
—11 and 11; 10 means 
6 23 and —58 ; 8 means 
In problems 7-10, insert the indicated number of 
harmonic means. 
7 2 and 14; 5 means 
8 } and 1/1] ; 6 means 
9 -1/3 and 1/9; 5 means 
10 -1/7 and 1/23 ; 9 means 


41 Find the arithmetic and harmonic means of the 
pairs: 3,7; —3, 5 ; and 2,—10. 


Cr & WH 


5°6 Geometric Progressions —A geometric pro- 
gression (G.P) is a sequence in which each term, after the 
first, is obtained by multiplying the preceding term by the 
same constant factor. The constant factor is called the 
common ratio. 


If ais the first term and r the common ratio, the G.P. 
is a, ar, ar*, ar, 


oe ೪ ೪ 6 68 86 640 06 ee ese ee ee 


The nth term is easily seentobe ...... (5.4) 


Examples: 1, 3, 9, 27....is a G.P. with common ratio 
3 and nth term=3"-! 


~2, 4,-8,16 .... 6 a GP. with common 
ratio —2 and mth term = — 2. (—2)"-! 


3, 2 4/3, 8/9......18 a G.P. with common 
ratio 2/3 and nth term =3(2/3)"—} 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 53 


1 ರಿಂದ 6ನೆಯ ಪ್ರಶ್ಲೆಗಳವರೆಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ನಡುವೆ ಅಲ್ಲಿ 
ಸೂಚಿಸಿರುವಷ್ಟು ಸಮಾಂತರ ಮಧ್ಯ ಕಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


1 5 ಮತ್ತು 23; 2 ಮಧ್ಯಕಗಳು 


2 -ರಕಮತ್ತು 4: 6 ಮಧ್ಯಕಗಳು 
3 4ಮತ್ತು 9]; 8 ಮಧ್ಯಕಗಳು 
44 4ಮತ್ತು 44; 9 ಮಧ್ಯಕಗಳು 
5 —11ಮತ್ತು 11; 10 ಮಧ್ಯಕಗಳು 
6 23 ಮತ್ತು 58; 8 ಮಧ್ಯಕಗಳು 


‘ 7 ರಿಂದ 10ನೆಯ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳವರೆಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವಷ ಷ್ಟು RO ಕ ಮಧ್ಯಕಗಳನ್ನು 
ಯಿರಿ. 


7 2ಮತ್ತು14; 5 ಮಧ್ಯಕಗಳು; 
3 ಮತ್ತು; 6 ಮಧ್ಯಕಗಳು; 
9 ಕ್‌ ಮತ್ತು 1; 5 ಮಧ್ಯಕಗಳು: 
10 ಪನ್ನು 2; 9 ಮಧ್ಮಕಗಳು: 


41 ಕೆಳಗಿನಸ ಸಂಖ್ಯಾ ಯುಗ್ಮ ಗಳ one ಮತ್ತು BOS ಕ ಮಧ್ಯಕಗಳನ್ನು 
ಂಡಂಹಿಡಿಯಿರಿ. 3,7; a 5; ಮತ್ತು 2, —10 


5.6 ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿಗಳು 


ಗುಣೋತ್ತರ Eres (ಒಂದನೇ ಪದದ ವಿನಾ) ಪ್ರತಿ ಪದವೂ ಅದರ 
ಹಿಂದಿನ ಪದವನ್ನು ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಅಪವರ್ತನದಿಂದ ಗುಣಿಸುವರ ಮೂಲಕ ದೊರೆಯು 
) ಸಂಕ್ಷೇಪವಾಗಿ ಈ ಪ್ರೇಢಧಿಯನ್ನು GP. ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸ್ಥಿರ 
ಅಪವರ,್ತನದ `ಹೆಸರು ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ ಪ್ರಮಾಣಿ. 


(ಯುಂ ಮೊದಲಿನ ಷಳಷು y ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರಮಾಣವೂ ಆಗಿದ್ದರೆ ಆ4.ನP. ಯು 


a, ar. ar®, ar3,.,,.......ಆೆಗಿರುವುದು. nde ಪದವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು. ರ್‌ (5:4) 
ದಾಹರಣೆಗಳು: 1,3. 9, 27............ದೆಳಾಂದು G.P. ಇಡರ 


—— ಪ್ರಮಾಣ 3 ಮತ್ತು nee ಪದ 371 

g, & 2K Ga... atest G.P. ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರಮಾಣ 
2 ಮತು ಗನೇಪದ= -2(-2)”"1 

5, 2 4&8 ಇದೊಂದು G.P. ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರಮಾಣ ಮತ್ತು 
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57 Sum cf n terms of a Geometric Pragression— 


Let S=atartar+....-++: ar + art. 
Multiplying both sides by r, 


ee | 
rS= artar +... tar’! + af 


Subtracting the lower equation from the upper, 
term by term, we get 


S (1) =a -ar" 


KN a(1—r*) . (5° 5) 
(158 
Ifr >1, we usually write $=) ae .@ 
= 


We may calla, r,n, 1, S the elements of the geometri 
progression. 


Given any three elements, we can find the other tw 
from formulae (5.4) and (5.5) or (5.6) 


Examples :—(i) Find the sixth term and the sum to 6 
— ope ಕ್‌ progression 3, 6, 12 
Here a=3, r= 2 and 6: 
Applying formula (5.4), 
6th term =3.25=96 
Applying formula (5. 6), 


(06 
—_— 


a ~ 3 ee 


5°7 ಒಂದು ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿಯ ೫ ಪದಗಳ ಮೊತ್ತ 


S= a+tartar+...+am-2+ar-1 ಎಂದಿರಲ್ಲಿ. 
ರಿಂದ ಎರಡು ಬದಿಗಳನ್ನು ಗುಣಿಸಲಾಗಿ 


rS=  ar+ar?+....tar"—2ayr—1 gyn 
ಎರಡನೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಮೊದಲಿನ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಕಳೆಯಲಾಗಿ 
S (l—r) =a—ar™ ಎಂದಾಗುವುದು 


s | a(1—r") 
| SEE A oe. (5.5) 


r > 1 ಆಗಿದ್ದರೆ ಇದನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 


S = a(r™—1) ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ .... (5.6) 
r—1 


a, ೫, ೧, 1, ನ ಇವುಗಳನ್ನು ನಾವು ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿಯ ಮೂಲಾಂಶ 
ಗಳೆಂದು ಕರೆಯಬಹುದು, ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಮೂಲಾಂಶಗಳು 
ದತ್ತವಾದಾಗ ಉಳಿದವುಗಳನ್ನು (5.4), (5.5), ಅಥವಾ (5.6) ಸೂತ್ರಗಳಿಂದ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಬಹಂದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು : 

(1) ಈ ಕೆಳಗಿನ ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿಯ 6ನೆಯ ಪದವನ್ನೂ, 6 ಪದಗಳ 
ಮೊತ್ತವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: — 

FIN 

(5.4) ನೆಯ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಲಾಗಿ 

6ನೆಯ ಪದ-3.25 96 

(5.6) ನೆಯ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಲಾಗಿ 


We. 
g — USD 20.48=186 
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(ii) The second term of a G.P. is 4 and the fift} 
term is 256. 


Find the first and fourth terms. 


Let first term =a, and common ratio=r 


Then art= 256 
ar =—4 
4 
2. = 256 or r3=64 
ar 4 


" r=4 and a=] 


Fourth term=1 .4°= 64 


5.8 Geometric Means—The terms between th 
first and last terms of a G.P. are called geometric means. 


Examples :—(i) Insert three geometric means betwe 
4 and 1/4. 


The corresponding G.P. has 5 terms. Let r b 
the common ratio. 


Then 1/4 = 4.r4 
Av = 1/léorg = 1/2 
Hence the means are 2, 1, 1/2 
(:1) Find the Geometric mean between 3 and 12. 


Let the geometric mean be x,1.e. 3, x, 1 
are in G.P. 


ia = — 12 
53 2 


“°21=396orv=6 
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(1) ಒಂದು G.P.od 2ನೇ ಪದ 4 ಮತ್ತು Sdke ಪದ 256. ಅದರ 
ಒಂದನೆಯ ಮತ್ತು ನಾಲ್ಕನೆಯ ಪದಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮೊದಲಿನ ಪದ--, ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರಮಾಣ ಆಗಿರಲಿ. 


ಆಗ r=. 256 
ars 4 


ಇ r=4, ml 
{೩ನೆಯ ಪದ=—1.43=64 


5.8 ಗುಣೋತ್ತರ ವಂಧ್ಯಕಗಳು 


ಒಂದು 4.P.ಯ ಮೊದಲಿನ ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ ಪದಗಳ ನಡುವಣ ಪದ 
ಗಳನ್ನು ಗುಣೋತ್ತರ ಮಂಧ್ಯಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು: (1) 4 ಮತ್ತು 4 ಇವುಗಳ ಮಧ್ಯೆ 3 ಗುಣೋತ್ತರ 
ಮಂಧ್ಯಕಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


BG.P. ಯಂಲ್ಲಿಕ ಪದಗಳಿವೆ. 7 ಎನ್ನುವುದು ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರಮಾಣ 
ವಾಗಿರಲಿ, 


ಆಗ 4=4.r4 
ಗ್‌ ಅಥವಾ 
a ಮಧ್ಯಕಗಳು ay 1, 4 


(ii) 3 ಮತ್ತು 12ರ ನಡುವಿನ ಗುಣೋತ್ತರ ಮಧ್ಯಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
೫ ಎಂಬುದು ಗುಣೊ 3,0 ಮಧ್ಯಕವಾಗಿರಲಿ, 


- 3, ೫ 12 ಇವು GP ಯಲಲ್ಲಿವೆ. 


Exercises 5.4 | 
Find the last term and the sum of each geometric 
progression (1—6). 


1 3,6,12.. .to5 terms 

2 7,21,68... . to Gennes 
3 27,18, 12. . tod terms 

4 1,—3,9... to 6 terms 
5 81,—27,9.. . to 5 terms 
6 3,—2, 4/3.......to 6 terms 


Insert the indicated number of geometric means 
between each pair of values (7—12). 
7 3 and 48; 3 means 

8 1/7 and 343 ; 3 means 

9 — 1/8 and 128 ; 4 means 
10 3/2 and 16/81 ; 4 means 
11 256 and 1 ; 3 means 

12 27 and 1/27 ; 5 means 


13 Prove that for two unequal positive 
numbers a and b, the arithmetic mean is greater tha 
the geometric mean. 


14 Find the value of p so that 2p—3, 4p—1, 
and 13p--23 are in G.P. | 
In exercises 15— 20, three of the elements a, r,1, » 


and S of a geometric progression are given. Find the 
two missing elements. 


$ 


15 | =9%98,r=7,n=5 

16 a= 3/4, = 24,7, =8 

17 a= 12,7 = 2/3, 8 = 76/3 
18 += — 2/3, = 4,8 = 13/18 
19 a= 3,r= 2,S = 189 

20 / =1l,r= —}4,8 = — QI 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5.4 


ನೆಯ ಪದವನ್ನೂ ಮೊತ್ತ ವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 


Ana PUN = 


WG, 12, 5 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 
MD), 6 ae 6 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 
27, 18, 12,5 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 
3, 9, qn OOMONG EM 
Bl, —27, 9 eed ಪದಗಳ ah 
Ro 6 ಪದಗಳ ವರೆಗೆ 


ಈ ಕೆಳಗಿನ 6. P. ಗಳಲ್ಲಿ (1-6) 


ಪ್ರತಿಯೊಂ ದರ 


ಈ ಕೆಳಗಿನ (7-12) ಸಂಖ್ಯಾಯುಗೃಗಳ ನಡುವೆ ಆಯಾ ಪ್ರಶ್ನೆಯಲ್ಲಿ 
ಳಾಚಿಸಿರುವಷ್ಟು ಗುಣೋತ್ತರ ಮಧ್ಯ ಕಗಳಿನ್ನು ಬೆರೆಯಿರಿ. 


ಗುಣೋತ್ತರ oe ಕಕ್ಕಿ ೦ತ ಹೆಚ್ಚಿ ನದು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


14 


a5 
16 


3 ಮತ್ತು 48; 3 ಮಧ್ಯಕಗಳು 

1 ಮತ್ತು 343; 3 ಮಧ್ಯಕಗಳು 
— ಮತ್ತು 128; 4 ಮಧ್ಯಕಗಳು 
} ಮತ್ತು 46; 4 ಮಧ್ಯಕಗಳು 
256 ಮತ್ತು 1; 3 ಮಧ್ಯಕಗಳು 


27 ಮತ್ತು 1/27; 5 ಮಧ್ಯಕಗಳು 


ಎರಡು ಅಸಮ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆ 6 ಮತ್ತು ಶಿ ಗಳಲ್ಲಿ ಸಮಾಂತರ ಮಧ್ಯ 


2p—3, 4p-1 ಮಹ 13p--23 G.P. ಯಂಲ್ಲಿದ್ದರೆ pಯ 


ಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


15 ರಿಂದ 20ರ ವರೆಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಲ್ಲಿ «0. 7, 1 n, ಇವು S 
WT ಮೂಲಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. ಉಳಿದೆರಡು ಅವ್ಯಕ್ತ ಮೂಲಾಂಶಗಳನ್ನು 
ಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1=98, r=T, n=D 
a=}, 1=24, r=2 
a=12, r=%, S=76/3 
ren n=4, S=13/18 
3, r=2, S=189 


ಇವುಗಳ ಪೈಕಿ 


| 


21 The population of a certain town is 10, 
If it increases by 5% each year, find the population 
the end of five years. 

22 The value of a car depreciates by 15% e 
year. Ifit was purchased for Rs. 18,000, find its va 
at the end of four years. ನ | 

23 A man accepts a post with a starting sal 
of Rs. 3,600 per year with the understanding that 
will receive a 10% increase every year for five year 
What is his salary in the fifth year and what is his tot 
income for the first five year period % 
‘ 

5.9 The A. M, G. M, and H. M. of two positis 
quantities —Let a and b be two positive unequal quant 
ties. Let their A.M., G.M. and H.M. be respectively AF 
and H. Then we have >»: gg oe 

(i) a, A, 6 are in A.P. 

2. 2A=aib 
se a+b 


—— i 


2 
(Gna, G, 6 arom GaP: 
1 2* 
o | 4 
G= + ab since a and b are both pos 
tive. is 
(in) a, H,b arein HP 


1 1! pe 
; pe ame in AP, 


| 
Nl 


“> 
——— 


a 
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21 ಒಂದು ಪಟ್ಟಣದ ಜನಸಂಖ್ಯೆ 10,000. ಅದು ಪ್ರತಿ ವರ್ಷವೂ 5% 
ದಲ್ಲಿ ಏರುತ್ತಿದ್ದರೆ 5 ವರ್ಷಗಳ ಅಂತ್ಯದಲ್ಲಿ ಆ ಪಟ್ಟಣದ ಜನಸಂಖ್ಯೆ ಎಷ್ಟು? 
22 ಒಂದುಕಾರಿನ ಬೆಲೆಪ್ರತಿ ವರ್ಷವೂ 15% ನಷು ) , ಇಳುವರಿಯಾಗುವುದು. 


ನನ್ನು ರೂ. 18,000 ಕೈ ಕೊಂಡುದಾಗಿದ್ದರೆ ನಾಲ್ಕು ವರ್ಷಗಳ ಅಂತ್ಯದಲ್ಲಿ 
ನರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


23 ವರ್ಷವೊಂದರ ರೂ 3,600 ಸಂಬಳದಲ್ಲಿ ಪ್ರಾರಂಭವಾಗುವ 
ತ್ತು ಪ್ರತಿ ವರ್ಷವೂ 10%, ನಷ್ಟು WSS ದೊರೆಯುವಂತಹ ಒಂದು ಕೆಲಸಕ್ಕೆ ಒಬ್ಬ 
WOW, So ಸೇರುತ್ತಾನೆ. ಐದನೇ ವರ್ಷದಲ್ಲಿ ಅವನ ಸಂಬಳವೆಷ್ಟು ಮತ್ತು ಮೊದಲಿನ 

ವರ್ಷಗಳ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಅವನ ಒಟ್ಟು ಆದಾಯವೆಷ್ಟು ? 


5-9 ಎರಡು ಧನಸಂಕೇತಗಳ ಸಮಾಂತರ, ಗುಣೋತ್ತರ ಮತ್ತು ಹರಾತ್ಮಕ 
ಧ್ಯಕಗಳು 


ತು ಶ ಎರಡು ಧನ ಸಂಕೇತಗಳಾಗಿರಲಿ. ಅವುಗಳ ಸಮಾಂತರ ಮಧ್ಯಕ, 
ಣೋತ್ತರ ಮಧ್ಯಕ ಮತ್ತು ಹರಾತ್ಮಕೆ ಮಧ್ಯಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ A, G ಮತ್ತು H 


(i) a, Ab A. P.ಯಲ್ಲಿವೆ. 
9A=a+b 


G= + Vad a ಮತ್ತು b ಗಳೆರಡೂ ಧನ ಸಂಕೇತ 
ಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ. 


(iii) a H. b HP. 898. 


1 1 1 A.P.ಯಲ್ಲಿವೆ. 

a: HEP 

Same LO ak 

NEE 
°° 2ab 

H —_ a+b 


b Va—v 
Now, 4-4 — eb — a 


This is always positive. Therefore 4A > G 


a 2ab 
G — H Sa Vab 3 a+b 
ab [a+-b—2, ab] Jab (va— xb) 
.- a+b a+b 


This is always positive. Therefore G > H 
. A> 
In the special case when a=b 
Wee, G='a, Be « 


.. 4 = G=H _ Therefore in general for 
positive quantities 


Ag G> 


Exercises 5.5 


1 Prove that the AM, GM and HM between 
two positive quantities form a decreasing GP. 


2 Ifa,b,c, areinGP and at*=b¥=c:. Show 
x, y, z are in HP. 


3 Ifa, b. c. are in HP, b, c, d. are in G.P. 
c, d, e, are in AP prove that 


pa 
= a ab 


| 4. Ifa,b.c, bein AP; b.c. d bein GP; ande, 
in HP show that a,c, e are in GP 


* 
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A-G=* —VJab (Va— Vb) 
2 


ಇದು ಸದಾ ಧನವಾಗಿದೆ. ಆದುದರಿಂದ A>G 
eg a= - vab fat+b—2/ab] 
a+b a+b 
Valve vi 
a+b 
ಇದು ಸದಾ ಧನವಾಗಿದೆ. ಆದುದರಿಂದ G>H 
, ಹ H 
a= ಎನ್ನುವ ವಿಶೇಷ ಪರಿಸ್ಥಿತಿಯಲ್ಲಿ 
A=a, G=a, H=a 
A=G=H 
ಆದುದರಿಂದ, AAD, ae ಎರಡು ಧನಸಂಕೇತಗಳಿಗೆ A>G>H 


ಸಗಳು 5.5 


ಎರಡು ಧನ ಸಂಕೇತಗಳ ನಡುವಣ ಸಮೂಂತರ, ಗುಣೋತ್ತರ ಮತ್ತು 
ಮಧ್ಯಕಗಳು ಕಡಿಮೆಯೂಗುತ್ತಿರುವ ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿವೆಯೆಂದು 


#8, 6 ಗಳುGP ಯಲ್ಲಿ oe Beco, ಪ ಹರ್‌ ಹಾಗಾದರೆ 
z HP ಯಲ್ಲಿವೆ ವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

ಅ a,b.c HP ಯಲ್ಲಿ b,೦d GP ಯಲ್ಲಿ ಮತ್ತು c,d,e AP 
ಎ 


ec ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
(2a—b)? 


4 a,b,c AP ಯಲ್ಲಿ b,c, d GP 2,¢d, e H Pಯಲ್ಲಿದ್ದರೆ 
eGP ‘wee ವೆ ವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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5.10 Sum of a Geometric Progression with infinite 
many terms. 


We have proved that the sum S of n terms of t) 
geometric progression 


GOMES cessed ವ 1 
— __a(l—") 
is given by ರ್‌ | AN (5.5) 
: , a ar” 
This may be written as a 


Suppose the number of terms goes on increasifi 
without ending. Then the geometric progression V 
have infinitely many terms. In this case we cannot i 
the sum exactly. However many terms we add fr 
the beginning, there will always be terms left over 
the end. But there are many cases where the s 
approaches closer and closer to a fixed value as we go 
adding more and more terms. We shall examine wk 


this happens. 


In the equation S=-7  — <.., 
CBr. dey 


only the second term on the right changes as n increas 
Suppose r=}. Then r”=(4)” becomes sma 


and smaller as n becomes larger and larger. For exam 
foevi—10, YOO, WOR A NS AN 


MAN (OP, GAT . 
We conclude that when r= 1/2, the term _ 
| a 


approaches closer and closer to the value 0. Hence a 
becomes larger and larger, the sum S approaches cl 


and closer to the value Although we have 
— Ve 
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5.10 ಪದಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಅಪರಿಮಿತವಾಗಿರುವಂತಹ ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿಯ 


ಕೀಳ ಸಿ » ar”! ಎಂಬ ೫ ಪದಗಳಿರುವ ಒಂದು ಗುಣೋ 


1ರ ಶ್ರೇಢಿಯ ಮೊತ್ತವನ್ನು $- <= ಸೂತ್ರವು ಕೊಡುವುದು ಎಂದು 


DY ಸಾಧಿಸಿದ್ದೇವೆ. (5:0) 


ar” RW 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಪದಗಳ 


ಇದನ್ನು ನಾವು 8 = 
— l—r 


Bn ಎನ್ನುವುದು ಮಿತಿಯಿಲ್ಲದಂತೆ ಏರುತ್ತಲಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ 
ಹಣೋತ್ತರ ಶೆ be Robe), ಅಪರಿಮಿತ ಪದಗಳಿರುವುವು. ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ, rey e 
ಗಳನ್ನು ಮೊದಲಿಂದ 'ತೊಡಗಿ ಕೂಡಿಸುತ್ತಾ ಹೋದರೂ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ; ಮತ್ತಷ 

ಪರಿಮಿತ ಪದಗಳು ಉಳಿದಿರುವುದರಿಂದ, ಶ್ರೇಢಿಯ ನಿಖರವಾದ vee: ವನ್ನು ಹನು 
ಯುವುದು ಸ ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ಆದರೆ ಹೆಚ್ಚು ಹೆಚ್ಚು ಪದಗಳನ್ನು ಕೂಡಿಸ 23, ಹೋದಂತೆ 
poe ~~ ಒಂದು ಸ ರವಾದ ಜೆಲೆಗೆ " Bs, ರಹತ್ತಿ ರವಾಗುವಂತಹ ಸಂದರ್ಭಗಳು 


ga 3 ಎನ್ನುವಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ n ಏರಿದಂತೆ 
~ l—r ee ಮ 


wood ಎರಡನೆಯ ಪದ ಮಾತ್ರ ವ್ಯತ್ಯಾಸಗೊಳ್ಳುವುದು. r=} ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ 
a= (4)”. ಇದರ ಬೆಲೆ n ಏರುತ್ತ ಏರುತ್ತ ಹೋದಂತೆ ಕಡಿಮೆ ಕಡಿಮೆಯೂಗುತ್ತ 
ಸಾಗುವುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


lO 100, 1000, ..«..- ಆದಾಗ, (})”= (4), (4), (4)1000 


r=} ಆಗುವಾಗ, ಪದವು ಶೂನ್ಯಬೆಲೆಗೆ ಹತ್ತಿರ ಹತ್ತಿರವಾಗುವುದೆಂದು 


ನಿವು ತೀರಾ ನಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆದುದರಿಂದ n ನ ಬೆಲೆಯು ಏರುತ್ತ ಏರುತ್ತ ಹೋದಂತೆ 
ಆ 
ಶನ ಜಿಲೆಯು _ ಗೆ } ಎಂಬ 


ಹತ್ತಿರ ಹತ್ತಿರವಾಗುವುದು. ನಾವು r= 
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examined the case r=} it is easy to see that 7” beco 
smaller and smaller as n becomes larger and lar 
whenever 7 is a number less than 1 in magnitude. 


Hence when the common ratio r of a geometri 
progression lies between ——1 and —- 1, the sum of n ter 


as 


‘hitrart to the value 
approaches arbitrarily close to the _ 


becomes indefinitely large. In this case we say t 
the sum to infinity of the geometric progression is 
| \ 
1—r kb | 


Examples :—(1) ‘Find the sum to infinity of the i 
nite geometric progression 


WT, Lite. ; 


Since the common ratio 1/2 is less than 3, the sum 
infinity exists and is equal to = ಲ = 8 

(11) Find the sum of the infinite geometric progre 
son 1/2 <— 181/18... 0... 

Here a=1/2 and r=—1/3. Since | r |<1. the sum to in 
finity exists and is equal to a/(1—r;=(1 2)/(1+1/3) = 
(1/2)/(4/3) =3/8. i 


(11) Convert the repeating decimal 3.3333... . 
into an equivalent common fraction. : 


The number 3.3333.... can be represented as t 
number 3 plus the sum of a geometric progression ; 


3.3333.... = 3+(3/10)+(3/100)+ 
OO 


=3/(1—1/10), (sum to infinit 
where a=3.r=1,10) 


=e 
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ಬಿದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಮಾತ್ರ ಪರಿಶೀಲಿಸಿದರೂ, ¢ ಎನ್ನುವುದು ಪರಿಮಾಣದಲ್ಲಿ 
3, os ಕಡಿಮೆಯಾದ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾದಾಗ, n ನ ಬೆಲೆ ಏರುತ್ತ ವಿರುತ್ತ ಹೋದಂತೆ yn ನ 
ಲೆ ಕಡಿಮೆ ಕಡಿಮೆಯಾಗುವುದೆಂದು ಗ್ರ ಹಿಸುವುದು ಸುಲಭ. 


ಆದುದರಿಂದ ಒಂದು ಗುಣೋತ್ತ ರ ಶ್ರೇಢಿಯ ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಯಾಸ ¢ ಎನ್ನುವುದು 
1 ಮತ್ತು +] ಇವುಗಳ ನಡುವೆಯಿದ್ದಾ Nn ಪದಗಳ See ವು, nನ ಬೆಲೆಯು 


ಅಪರಿಮಿತವಾಗಿ ಏರಿದಂತೆ _ ಎಂಬ ver ನಾವೆಣಿಸಿದಷ್ಟು ಸ ಮೀಪವಗಿರುವುದು. 


b= 
೫ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ LR ರ ಶ್ರೇಢಿಯ ಅಪರಿಮಿತ (ಅಥವಾ ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ) ಸಂಖ್ಯೆ 
WS ಮೊತ್ತ = ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
— 


ಗದಾ ಹರಣೆಗಳು: (1) ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಪರಿಮಿತ ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೊಢಿಯ ಮೊತ್ತವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 1 lis 3, }, eee © @ Clanton 
| ad ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಯಾಸ $B 1 303 ಕಡಿಮಾನ ಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ 


ಪರಿಮಿತ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮೊತ್ತ ಇದೆ. ಅದು =! 2 
1-3 


(11) 4; ge" a ಎಂಬ ಅಪರಿಮಿತ ಗುಣೋತ್ತರ 
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ಶೆ = ಮೊತ್ತ ವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಅಪರಿವಿುತ ಸಂಖೆ ಗಳ ಮೊತ್ತವು ಇದೆ. 


(iii) 3-3333............ ಎಂಬ ದಶಮಾಂಶವನ್ನು ಸಮಾನ ಬೆಲೆಯ 
ನ್ನರಾಶಿಗೆ ಪಜ 
cs) ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 3 ಎಂಬ ಸಂಖೆ ಮತ್ತು ಒಂಡು 
ಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿಯ ಮೊತ್ತಮಾಗಿ ನಿರೂಫಿ ಸಬಹುದು. 
3. >. = 3430000 -+.03000 ............ 
+ .00300 ............ pa aN OO 
3 3 


++ 


% 


1 
a 1 (ಅಪರಿಮಿತ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಹೊತ್ತ, 0) r= io ) 
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Exercises 5.6 


Find the sum to infinity of each of the following 
geometric progressions 1—10. 


ee ee a. 6 0.2, 0.02, 0.002,... 
5” 95 
FANS... 7 0.1, 004, 01016,:. . 2 
ED recs ss 3 ಈ ls Be. 4. 2! 
i @ a 
4 = Lay ree at 
11 11 
WM -— 10 1, —0%, 6.96 


equivalent common fractions (11—16). 


11 0.2222..... 14 0.123123123.....4 


12 WI. .... 7% SUMS; :.. 
13. 4080303 ..... 16 0.300686 ..... 


11 and the first term is 3. Find the common ratio. 


18 A ball rebounds 3/5 of the height from which 
it has fallen. If it is dropped from a height of 100 feet, 
find the distance it travels before coming to rest. 


19 The length of the side of a square is 8 inches 
A second square is inscribed by connecting the midpoint 
of the sides of the first square, a third by connecting the 
midpoints of the sides of the second, and so on. Fine 
the.sum of the areas of the infinitely many squares tht 
formed, including the first. 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5-6 


ಕೆಳಗಿನ (1-10) ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿಯೂ ಅಪರಿಮಿತ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
I 


1, 
5? 95 eases 

a 27, Wee............ 
32, = 2, 


eee 


pO 


“eee 


10 1, —0°6, 0-36 


ಕೆಳಗಿನ (11-16) ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದಶಮಾಂಶವನ್ನೂ ಸಮಬೆಲೆಯ ಭಿನ್ನ 
ರಾಶಿಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಿರಿ. 


il 002... Is. 29999... 
Is 4... | Me. OD... 
Wb 4D... - ° 16. 0°363636 


17 wens sd Wo 2 ಶ್ರೇಢಿಯ ee Ll- Gas 


18 ಒಂದು ಹಡು oe ಬಿದ್ದ ಎತ್ತ ರದ 8/ ರಷ್ಟು ಎತ್ತರಕ್ಕೆ ಪುಟನೆಗೆ 
ಯುತ್ತದೆ. ಅದನ್ನು 100 ಅಡಿ ಎತ್ತ ರದಿಂದ ಕೈಬಿಟ್ಟ ಠಿ, 3 ಚಂಡು ಸಂಪೂರ್ಣ 
ನಿಶ ಲವಾಗುವ ಮೊದಲು ಚಲಿಸಿದ ಒಟ್ಟು ದೂರವೆಷ್ಟು 2” 


19 ಒಂದು ಚೌಕದ ಭುಜದ ಉದ್ದ 8 ini ಇದರ ಭುಜಗಳ 
ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸಿ ಎರಡನೆಯ ಚೌಕವನ್ನೂ, ಅದರ ಭುಜಗಳ ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸಿ ಮೂರನೆಯ ಚೌಕವನ್ನು ಇತ್ಯಾದಿ ಇತ್ಯಾದಿ ನಿರ್ಮ ಸಲಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ 
ಅಪರಿಮಿತವಾಗಿ ನಿರ್ದಿ ತವಾದ ಎಲ್ಲ ಚೌಕಗಳ '(ಒಂದಫೆಯದರ ಸಮೇತ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲಗಳ 
ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಓಡಿಯಿರಿ. 
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CHAPTER 6 


Permutations and Combinations 


6.1 A Fundamental Principle. — We begin this chapte: 
by considering a simple example. Suppose a cricke 
ground has 3 entrance gates and 2 exit gates. In ho 
many different ways can you enter and leave the ground 


In figure 6.1, the ‘In’ gates are marked 1, 2, 3 and th 
“Out” gates are marked A, B. If you enter by gate 1 
you can go out in 2 ways through ihe gates A or B. Simp 
larly, there are 2 ways of leaving the ground correspondinj 


1 
A 
4 ನಿರ್ಗಮ 
ಪ್ರವೆ OUT 
IN 
B 
3 


Fig. 6.1 
to each of the “In” gates 2 and 3. The lines joining gate 
1, 2. 3 to gates A, B indicate the different ways of enterin 
and leaving the ground. Hence the total number of way 
of entering and leaving is 2+2+4+2 =3.2 =6. It is easy t 
extend this result to the case where the ground has m “Iw 
gates and n “Out” gates. Then the total number of diffe 
rent ways of entering and leaving would be mx n. 


We generalise this idea in what is often called a funda 
menial principle : “If one thing can be done in m differen 
wavs, and another thing can be done independently in 
different ways, then the two things together can be done i 
m x n different ways’. 
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ಅಧ್ಯಾಯ 6 


ಕ್ರ ಮಯೋಜನೆಗಳು ಮತು ವಿಕಲ್ಪಗಳು 
1 ಒಂದು ಮೂಲ ಸೂತ್ರ 


| ಈ ಅಧ್ಯಾಯದ ಪ್ರಾರಂಭದಲ್ಲಿ ನಾವು ಒಂದು ಸುಲಭ ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು 
ರಿಶೀಲಿಸೋಣ.' ಒಂದು $ ಫ್ರಕಿಟ್‌ SUB ಬಯಲಿಗೆ ಮೂರು ಪ ಪ್ರವೇಶ ದಾ ರಗಳೂ 
ರಡು ನಿದ್ದಮದ್ವಾರಗಳೂ ಇವೆಯೆಂದು ಊಹಿಸೋಣ. ಬಯಲೊಳಗೆ ಪ್ರವೇಶಿಸಿ 

iS Dosw Dadorx 2, ವಿಧದಲ್ಲಿ ಸ ಸಾಧ್ಯ? 6.1 ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ "“ಪ್ರವೇಶ” DD ರೆಗಳನ್ನು 


z 
N OUT 
2 B 


Fig. 6.1 

$2.3 ಎಂದೂ "ನಿರ್ದ ao”? ದ್ವಾರಗಳನ್ನು A, ಔ ಎಂದೂ ಗುರುತಿಸಲಾಗಿದೆ, 
ಎವ ಒಂದನೆಯ ದ್ವಾ ರದಿಂದ ಪ್ರಪೇಶಿಸಿದರೆ A ಅಥವಾ B ದ್ವಾರದಿಂದ, ಹೀಗೆ 
ರಡು met ) ATE ಮಿಸಬಹುದು. ಇದೇ ರೀತಿ 2 ಮತ್ತು 3 ಎನ್ನು ಔ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಸ್ವರದಿಂದ ಪ್ರವೇಶಿಸಿದಾಗಲೂ ಎರಡು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ನರ  ಮಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. 
“9, 3 aan £, B ದ್ವಾರಗಳಿಗೆ ಜೋಡಿಸುವ ಗೆರೆಗಳು ಬಯಲನ್ನು 
3 ವೇಶಿಸಿ OT DAIS ವಿವಿಧ ವಿಧಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುವು. ಆದುದರಿಂದ (3 ಪ್ರವೇಶ 
ತ್ತು ನಿರ 3 ಮನದ) ಒ ಒಟ್ಟು ವಿಧಗಳು 2೬2 +2=3.2=6. ಇದೇ ಫಲಿತಾಂಶ 
ನ್ನು, ಬಯಲಿಗೆ m ಪ್ರವೇಶದ್ವಾರಗಳ. n dO Hoe SiG ಎಷ ವಾಗಲೂ 
ರಿಸಬಹುದು. ಆಗ ಪ್ರವೇಶ ಮತ್ತು ao ಮನದ ಓಟ್ಟು ವಿಧಗಳು ೫ » ೧ 
ಸವನ 

ಈ ಭಾವನೆಯನ್ನು ಕೆಳಗಿನ ಮೂಲಸೂತ್ರದಲ್ಲಿ ನಾವು ಸಾಮಾನ್ಮೀಕರಿಸುತ್ತೇವೆ: 
"ಒಂದು ಕೆ mamnguaay m ವಿಧಗಳಲ್ಲಿಯೂ, ಅದಾದನಂತರ ಪ 38 ean ಇದನ್ನು 
ವಲಂಬಿಸದಂತೆ ಇನ್ನೊಂದು ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು n ವಿಧಗಳಲ್ಲಿಯೂ ನಿರ್ರಹಿಸ ಸುವುದು 
ಧ್ಯವಾದರೆ ಅವೆರಡು ಕ್ರೀಯಿಗಳನ್ನೂ ಒಟ್ಟಾಗಿ ೫ ೬೧ ವಿವಿಧ ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ನಿರ್ರಹಿಸು 
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We can further extend this principle to three or more 
independent events: “If one thing can be done indepen- 
dently in m different ways, a second thing in ” different 
ways, a third thing in p different ways, and so on, then 
the total number of different ways of doing the first and 
second and third etc., 1S MXNXP...- +--+: ol 


Examples : 


1 A tennis club consists of 8 boys and 5 girls. In how 
many ways can a mized doubles team (one boy and one girl) 
be chosen? ~ pe | 


A boy can be chosen in 8 ways and a girl independently; 
in5 ways. Hence a team ofa boy and a girl can be chosen, 
in 8x 5=40 ways. ~~ i i 


2 In an election there are 4 candidates for President, 3 | 
for Vice-President, 5 for Secretary and 2 for Treasurer. Ho 
many different results are possible for the election ¥" 


The President can be elected in 4 ways, Vice-President! 
in 3 ways, Secretary in 5 ways and Treasurer in 2 ways. 
The election of each office-bearer is independent of th 
other. -. .. 


Hence the total number of ways of electing President an 
Vice-President and Secretary and Treasurer = 4. 3. 5. 2=120. 


6.2 Permutations—A permutation is an arrangemen 
in some order of a set of objects. Take the digits 1, 2, 3, 4 
5. How many three-digit numbers can we form usin 
each of these digits only once? Writing down some 0 
them, we have 123, 241, 532, 945.......... Bach numba 
may be regarded as an arrangement or permutation of th 
given five digits taken three at a time. The problem is tc 
find out the number of such permutations. The studen 
may try to write down all possible permutations of the give: 
five digits taken three at a time, but he will soon find hi 
task a long and laborious one. | 
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ಇದೇ ಸೂತ್ರವನ್ನು ನಾವು ಮೂರು ಅಥವಾ ಅದಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಪ್ರತ್ಯೇಕ 
ಕ್ರಿಯೆಗಳಿದ್ದಾಗಲೂ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು: "ಒಂದು ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು m ವಧೆಗಳಲ್ಲಯೂ 
ಅದಾದನಂತರ ಪ ಪ್ರತ್ಯೆ (ಕವಾಗಿ ಇನ್ನೊಂದು ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು n ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ Doe, ಅದಾದ 
ನಂತರ ಪ್ರತ್ಯೆ (ಕವಾಗಿ ಇನ್ನೊಂದು ಕಿ ಶಯೆಯನ್ನು p ವಿಧಗಳಲ್ಲಿಯೂ, ಇತ್ಯಾದಿಯಾಗಿ 
ನಿರ 3 ಹಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯ ವಾದರೆ. ಅವೆಲ್ಲ ಕ್ರಿಯೆಗಳನ್ನು WED, ಗಿ MXNXD A >. 
ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ನಿರ್ವ ಹಿಸ ಸುವುದು ಸಾಧ್ಯ ವಿದೆ. id 


A 


1 wom ಟೆನ್ನಿ ಕಖ್ಯಿಸ್ತಿ 8 ಹುಡುಗರೂ 5 ಹುಡುಗಿ 
ಯರೂ ಇದ್ದಾರೆ. ಒಂದು pK he (ಒಬ್ಬ ಹುಡುಗ ಮತ್ತು ಒಬ್ಬಳು ಹುಡುಗಿ) 
ಡಬಲ್ಸ್‌ ಟೀಮನ್ನು ಎಷ್ಟು ಎಧಗಳೆಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಿಹುದು 2 


ಒಬ್ಬ ಹುಡುಗ ನನ್ನು 8 ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು, ಅದಾದನಂತರ ಒಬ ಳು 
ಹುಡುಗಿಯೆನ್ನು ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿ 5 ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು. ಹೀಗೆ ಒಬ ಹುಹಿಗ 
pe ಒಬ್ಬ ಛು ಹುಡುಗಿ ಇರುವಂತಹ ಒಂದು ಟೀಮನ್ನು 8% 5 40”ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ 
ರಿಸಬಹುದೆ. 


2 ಒಂದು ಚುನಾವಣೆಯಲ್ಲಿ ಅಧ್ಯಕ್ಷ ಸ್ಥಾನಕ್ಕೆ 4, ಉಪಾಧ್ಯಕ್ಷ ಸ್ಕಾ ನಕ್ಲೆ 3, 
ಕಾರ್ಯ ದರ್ಶಿ ಸ್ಥ; ನಕ್ಕೆ 5 ಮತ್ತು ಕೋಶಾ ನ್ಯಕ್ಷ ಸ್ಪಾ ನಕ್ಕೆ 2 ಉಮೇದುವಾ ರರು” ಸ್ಪರ್ಧಿ 


ಸಿದ್ದಾ ರೆ. ಆ ಹುನಾವಣೆಯಲ್ಲಿ' ಎಷ್ಟು ವಿಧದ FO ನತಾರಿಶಗಳು ಸಾಧ್ಯ ಇವೆ? 
ಅಧ ಕ್ಷನನ್ನು 4 ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು. ಉಪಾಧ್ಯ ಕ್ಷನನ್ನು 3, ಕಾರ್ಯದರ್ಶಿ 


ಯನ್ನು ಮತ್ತು" ಕೋಶಾಧ್ಯ gam, 2 ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು. ಪ್ರತಿಯೊಬ್ಬ 
ಕಾರ, ನಿರ್ದಾಹಕನ 'ಬುನಾವಣೆಯೂ ಪರಸ್ಪ ರ ಸ | ತಂತ್ರವಾಗಿದೆ. ಆದುದರಿಂದ ಅಧ್ಯ ಕ 
ಮತ್ತು ಉಪುಧ್ಯಕ್ಷ ಮತ್ತು ಕಾರ್ಯದರ್ಶಿ" ಮತ್ತು ಕೋಶಾಧ್ಯಕ್ಷ ಇವರನ್ನು ಚುನಾಯಿಸ 


ಲಿರುವ ಒಟ್ಟು ವಿಧಗಳು= 4.3-5-2—120. 


6.2 ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳು 


ಕೆಲವು ವಸ್ತುಗಳ ಒಂದು ಗಣವನ್ನು ಯೂವುದೋ ಒಂದು ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಯೋಜಿಸು 
ವುದೇ ಕ್ರಮಯೋಜನೆ. 1,2,3, 4, 5 ಎನ್ನುವ ಅಂಕೆಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಇವು 
ಗಳಿಂದ ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ ಒಂದೇ ಅಂಕೆಯನ್ನು ಆರಿಸಿ "ಮೂರು ಅಂಕೆಗಳಿರುವ ಎಷ್ಟು ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳನ್ನು ಬರೆಯಬಹುದು 2 ಅವುಗಳಲ್ಲಿ" ಕೆಲವನ್ನು ಬರೆದರೆ ನಮಗೆ ದೊಕೆಯುವ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳು S12 2), 592,945. ಈ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಂಖ್ಯೆ ಯನ್ನೂ 
ದತ್ತ % ಅಂಕೆಗಳಿಂದ ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ ಮೂರರಂತೆ ಆರಿಸಿದ ಅಂಕೆಗಳ ಒಂಡು" ವ್ಯವಸ್ಥೆ 
ಅಥವಾ ಕ್ರಮಯೋಜನೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸಬಹುದು. ಇಂತಹ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳಿ 
ಸಂಖ್ಯ ಎಷ್ಟು ಎಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದೊಂದು ಸಮಸ್ಯೆ. ದತ್ತ 5 ಅಂಕೆಗಳಿಂದ 
ಸಲಕ್ಕೆ” 3 ಅಂಕೆಗಳನ್ನು ಆರಿಸುವ ಎಲ್ಲ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಬರೆಯಲು 
ma oe ಪ್ರಯತ್ನಿ ಸಬಹುದು. ಆದರೆ 'ಈ ಕೆಲಸ ಬಹಳ ಪ ಶ್ರ'ಯೂಸಕರವಾದದ್ದು 
ಎಂದೆ ಅವನು ಕೂಡಲೆ € ಮನಗಾಣುತ್ತಾನೆ. 
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| 


| 
We proceed to solve this problem in a systematic manner, ; 
making use of the fundamental principle of para 6.1. 
Suppose we have 3 boxes placed side by side in a row asin 
figure 6.2. Then to form a permutation of 3 digits from 
the 5 digits, we have to 
place one digit in each of 5 x 4 x g 760 
the 3 boxes. We can do 
this in an orderly manner, 
starting with the box on the 
left and proceeding step by 
step to the right. Now the Fic. 6.2 
first box can be filled up yy © AN 
in five ways, since we can put any one of the 5 digits in this 
box. After placing a digit in this box, we have 4 digits left 
for the second box. Hence for each of the 5 ways of filling the 
first box, there are 4 ways of filling the second box. Therefore 
by the fundamental principle, the total number of ways of 
filling the first and the second boxes is 5x4=20. Again 
for each of these 20 ways of filling the first and second boxes, 
there will be 3 ways of filling the third box, corresponding to 
the 3 digits that will be left after filling the first 2 boxes in 
each case. Thus the total number of ways of filling the 
first and the second and the third boxes is 5 x 4x3= 60. 


Hence we see that there are 60 different three-digit 
numbers that can be formed from the 5 digits 1, 2, 3, 4, 5, 
using each digit only once. More generally we can say 
that there are 60 different permutations of 5 different objects 
taken 3 at a time. We denote this number by the symbol 
5P,. In words: ,P,=number of permutations of 5 diffe- 
rent things taken 3 ata time. We have proved that ,P,= 
5. €. ತ 


In general nP: denotes the number of permutations of n 
different things taken r at a time and we have the important 
formula : 


MPF mil mel) (MED). me (n—r-+-1). ..(6.1) 


6.1 ರಲ್ಲಿ ಸೂಚಿಸಿದ ಮೂಲಸೂತ್ರವನ್ನು ಅನ್ವಯಿಸಿ ಈ ಸಮಸ್ಯೆಯನ್ನು 
ಕ್ರಮಬದ್ಧವಾಗಿ ಬಿಡಿಸಲು ನಾವು ಮುಂದುವರಿಯೋಣ. "ಚಿತ್ರ 6.2 sedated 
ಒಂದರ ಪಕ್ಕ ದಲ್ಲೊಂದರಂತೆ ಮೂರು ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗಳನ್ನು ಸಾಲಾಗಿ ಮಮಾ ಆಗ, 5 
ಅಂಕೆಗಳಿಂದೆ 3 ಅಂಕೆಗಳ ಕ OOS ae WAC ಯನ್ನು ರಚಿಸ ಲು ಒಂದೊಂದು ಅಂಕೆಯನ್ನು 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯಲ್ಲಿಯೂ 
ಇಡಬೇಕು. ಎಡಗಡೆಯ": ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯಿಂದ #4 Bae kG 
ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿಬಲಗಡಗೆ ಹೆಜ್ಜೆ ಹೆಜ್ಜೆ 
ಯೂಗಿ ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತ "ವ ವಸಿತೆ 
ಪಾಗಿ ನಾವು ಈ ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ನೆರ್ದನಿಸ | 
ಮುದು. ರ ಅಂಕೆಗಳಲ್ಲಿ coat 
ದನ್ನೇ ಬೇಕಾದರೂ ಒಂದನೆಯ ಚಿತ್ರ 6.2 
ಪೆಟ್ಟಿ ಗೆಯಲ್ಲಿಡಬಹುದಾದುದರಿಂದ ಆ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯನ್ನು 5 ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ತುಂಬಿಸಬಹುದು. 
ಈ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯಲ್ಲಿ ಒಂಮ 'ಅಕೆಯನಿ ಿಟ್ಟನಂತರ “ಎರಡನೆಯ ಹೆಟ್ಟಿ ಗೆಗೆ ಆರಿಸಲು 
4 ಅಂಕೆಗಳು ಉಲಿದಿವೆ. ಆದುದರಿಂದ” ಒಂದನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯನ್ನು $ುಬಬಹುದಾದ 
ಎಥಧಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವಿಧಕ್ಕೂ ಎರಡನೆಯ ಫಟ್ಟ ಗೆಯನ್ನು ತುಂಬಲು 4 
್ರತ್ಯೇಕ ವಧಗತವ ಈಗ, ಮೂಲ ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ ಒಂದನೆಯ ಮತ್ತು ಎರಡ 
Be) ಪೆಟ್ಟಿ ಗೆಗಳನ್ನು ತುಂಬಬಹುದಾದ ಒಟ್ಟು, ವಿಧಗಳು 5x 4-20. ಪುನಃ, 
ಹಂದನೆಯ ಮತ್ತು ಎರಡನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗಳನ್ನು -ತುಂಬಬಹುದಾದ 20 ವಿಧಗಳ 8) 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವಿಧಕ್ಕೂ ಮೂರನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿ ಗೆಯನ್ನು, ಮೊದಲಿನೆರಡು ಹೆಟ್ಟಿ 3 ಗೆಗಳನ್ನು 
ತುಂಬಿ ಈಗ ಉಲಿದಿರುವ' 3 ಅಂಕೆಗಳಿಂದ, 5 ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ತುಂಬಬಹುದು.” ಹೀಗೆ 
ಹಂದನೆಯ ಮತ್ತು ಎರಡನೆಯ ಮತ್ತು ಮೂರನೆಯ ಪೆ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗಳನ್ನು ತುಂಬಬಹುದಾದ 


a ವಿಧಗಳು 5x4x3=60. 


ಆದುದರಿಂದ 1, 2.3, 4, 5 ಎನ್ನುವ 5 ಅಂಕೆಗಳಿಂದ ಒಂದೊಂದು 
__ ಕೆಯನ್ನು ಒಂದೇ ಸಲ ಆರಿಸಿ 3 ಅಂಕೆಗಳ 60 ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು ರಚೆಸಬಹುದು. 
ಇದನು ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ, 5 ವಿವಿಧ ವಸ್ತುಗಳಿಂದ 8ನ್ನು ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ ಆರಿಸಿದಂತಹ | 
ನಿ 5 ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳೆ ಸಂಖ್ಯೆ 60, ಎಂದು ಹೇಳಬಹುದು. ಈ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ' 
ನಾವು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ ,?, ವಾಮ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಮಾತಿನಲ್ಲಿ, Ps nad 
ನಸು Neon ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ ತಿನ್ನು ಆರಿಸಿದ ಕ ಥ್ರ ಮಯೋಳಜನಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ, 
Pp 5%x4x3=60 ಎಂದು ನಾವೀಗ ಸಾಧಿಸಿದ್ದೆ ಅವೆ. 


ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ. nPr ಎನ್ನು ವುದು N ವಿವಿಧ ವಸ್ತುಗಳಿಂದ ಒಂದು £08, bs, 
3020 ಕ | ಮಯೋಜನೆಗಳ ಸಂಖೆ ರೈಯಸ್ನು ಸೂಚಿ ಸುವುದು. — = “eens 
ನ DD HOS ಲಭಿಸುವುದು. 2 See oe 


Pn (n—1) (n—2)........ A — nacre (6.1) 
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Proof : 


We consider the problem of finding the number of pe 
mutations of n different things taken 7 at a time as the sai 

as finding the number of ways of filling r boxes, placed sie 
by side, each with one object at a time. (see fig. 6.3) 


nN x (n-NX(n-7Xx x (nr -T+1! 


iy 


Fig. 6.3 


Starting with the box on the left and proceeding 5 
tematically step by step to the right, we find that the fi 
box can by filled in n ways. For each of these n ways 
filling the first box, there are n-1 ways of filling the seco 
box. Hence, applying the fundamental principle, the 
are n(n—1) ways of filling the first and second boxes. A 
filling the first and second boxes there are n-2 objects | 
for the third box. Hence the number of ways of filling t 
first, second and third boxes is n (n—1) (n—2). Proceed 
in this way we see that the number of ways of filling th 
boxes isn (m—1) (n-2) (n3)................ (n—r +1). 


When r=n, the formula for the number of permutati 
of n things taken all at a time is 


ePa=n(n—1) (m—2)........ 3. & 1 


We usually write 1.2.3.4............m=n! or Zn. 
n! 18 read as ‘‘n factorial’’. 
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ಸಾಧನೆ : 


n ವಿವಿಧ ವಸ್ತುಗಳಿಂದ ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ > ವಸ್ತುಗಳನ್ನು ಆರಿಸುವ ಕ್ರಮ 
| ಯೋಜನೆಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಎಷ್ಟೆ ೦ದು ಕಂಡು ಓಡಿಯೆವ ಲೆಕ್ಕ ಮನ್ಸು, "ಒಂದರ ಬದಿಯಲ್ಲಿ 
ಇನ್ನೊಂದರಂತೆ ಸಾಲಾಗಿ & 343 ರುವ 7 ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗಳಿಗೆ, ಒಂದೊಂದು ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗೆ ಒಂದೊಂದು 
ವಸ್ತು ವಿನಂತೆ ತುಂಬಿಸುವ “ಎಧಗಳಿಷ್ಟೆ ots ತಿಳಿಯುವ ಲೆಕ್ಕ ವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸು 
ತ್ರೇವೆ. (ಚಿತ್ರ 6.3ನ್ನು ನೋಡಿ). 


ಎಡಗಡೆಯ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯಿಂದ ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿ ಬಲಗಡೆಗೆ ಹೆಜೆ ಹೆಜ್ಜೆಯಾಗಿ ಮುಂದು 


ವರಿಯುತ್ತ ವ್ಯವಸ್ಥಿ ತವಾಗಿ ನಾವು ಈ ಕ್ರಿಯೆಯನ್ನು ನಿರ್ವಹಿಸಬಹುದು. ಒಂದನೆಯ 


n x (n-Dxn-2~ x (mT +1) 


5 


[14 


nr 


ಚಿತ್ತ 6.3 


ಎ 


ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯನ್ನು ನಾವು ೫ ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ತುಂಬಬಹುದು. ಒಂದನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯನ್ನು 
ತುಲಬಬಹುದಾದ n ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಪ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವಿಧಕ್ಕೂ ಎರಡನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿ 'ಗೆಯನ್ನು 
n-1 ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ತುಂಬಬಹುದು. ಆದುದರಿಂದ ಮೂಲಸೊತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ ಒಂದನೆಯ 
ಮತ್ತು ಎರಡನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟಾಗಿ ೫ (೧-1) ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ತುಂಬಬಹುದು. 
ಒಂದನೆಯ ಮತ್ತು ಎರಡನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿ ಗೆಗಳನ್ನು ತಂಬಿದನಂತರ ಮೂರನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿಗೆ 
ಯನ್ನು ತುಂಬಲು ೧೫-2 ವಸ ಗಳು ಉಳಿಯುವುವು. ಆದುದರಿಂದ ಒಂದನೆಯ, 
ಎರಡನೆಯ ಮತ್ತು ಮೂರನೆಯ ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗಳನ್ನು ತುಂಬುವ ವಿಧಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ 
n(n—1) (n— 2) ಇದೇ ರೀತಿ ಮುಂದುವರಿದರೆ" r ಪೆಟ್ಟಿಗೆಗಳನ್ನು ತುಂಬುವ as 
n(n—1) (n—2) (n—3).... .. (n—r-+1) ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೆ ಶ್ರೇವೆ. 


r= n ಆದಾಗ, ೫ ವಸ್ತುಗಳಿಂದ ಒಂದೇ ಸಲ ಎಲ್ಲಾ ವಸ್ತುಗಳನ್ನೂ 
ರಿಸುವ ಕ  ಮಯೋಜನೆಗಳೆ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಸೂತ 3, ದೊರೆಯವುದು. 


nPn = n(n—1) (n—2)..- 3.2.1 
ಸಾಮೂನ್ಯ ಪಾಗಿ. ೫2.3...... We ಎಂದು Chm Zn 
ಬರೆಯುತ್ತೆ ವೆ. 


n! ಇದನ್ನು «nm ಶ್ರೇಣಿಲಬ್ದ”' ಎಂದು ಒದುತ್ತೇವೆ. 
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n! 


Formula 6.1 can also be written as P= — 


n ! 
When # =n. this becomes n! — 


Hence we assume that 0!=1 


Examples : 
1 A telephone dial has a hole for each of the 1 
digits. How many telephone numbers are possible (a) eae 
with four digits but with no digit repeated ; (b) each with 

four digits. “ | 
(a) Number required = jg ?,=10.9.8.7 = 5040 


(b) Each digit of the four-digit numbers can b 
selected in 10 ways. 


Hence required number of four-digit numbers 
=10. T0iel0. 10 107000. 


2 <A student has 12 places on his shelf in which h 
wants to keep 5 Kannada, 4 Enghsh and 3 Hindi books 
If he wants to keep books of the same language togeth 
in how many ways can thev be placed on his shelf? | 


The 5 Kannada books can be arranged in 5! ways, th 
4 English books in 4! wavs. the 3 Hindi books in 3 
ways. and the 3 groups in 3! ways. 


“Hence the total number of different ways 
=5141313' —103.680. 


6.3 Permutations ಇತೋ some objects are alike 


We shall first consider the simple problem ‘of finding th 
total number of different five-digit numbers that can 
formed from the digits 1, 1. 1,2, 3.- If the digits were a 
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6.1 ನೆಯ ಸೂತ ie ಈ ರೀತಿಯಾಗಿಯೂ ಬರೆಯಬಹುದು : 


i 
MPR —— — 
(n—r) ! 
r= n ಆದಾಗ Aad 3S, ೫1 — 2! 


0! 
ಅದುಷರಿಂದ 0 ! ಇದರ ಬೆಲೆ 1 ಎಂದು ನಾವು ಸಿ ಕರಿಸುತ್ತೆ "ವೆ. 01=1 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 


1 wom ಟೆಲಿಫೋನ್‌ ಫಲಕದ ಮೇಲೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಂಕೆಗೂ 
ಒಂದೊಂದರಂತೆ 10 ಕಂಡಿಗಳಿವೆ. (a) ನಾಲ್ಕು ಅಂಕೆಗಳಿರುವ ಆದರೆ ಯಾವ 
ಅಂಕೆಯೂ ಪುನರಾವರ್ರಿಸದಂತೆ ; (b) ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಂಖ್ಧೆಯಲ್ಲಿಯೂ 
ನಾಲ್ಕು ಅಂಕೆಗಳಿರುವಂತೆ — ಎಷ್ಟು ಟೆಲಿಫೋನ್‌ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಸಾಧ್ಯವಿವೆ 7 


(a) ಬಟ್ಟು ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಿ — a, = 10-9:8-7 = 5040 


(b) ನಾಲ್ಕು ಅಂಕೆಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಂಕೆಯನ್ನೂ 10 ವಿಧ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು. 

ಆದುದರಿಂದ ನಾಲ್ಕು ಅಂಕೆಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಂಖ್ಯೆಗಳು = 10.10.10.10 = 10.000 
; 2 ಒಬ 2, ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯ ಬಿ ಬೀರುವಿನಲ್ಲಿ 12 ಸ್ಥಳಗಳಿವೆ. ಅವುಗಳಲ್ಲಿ ಅವನು 5 
ಕನ್ನಡ, 4 ಇಂಗ್ಲೆಷ WF WIS, 3 ಹಿಂದೀ ಪುಸ 3 Brisa, ಇಡಬೇಕೆಂದು ಬಯಸುತ್ತಾನೆ. 


ಒಂದೊಂದು ಭಾಷೆಯ ಪುಸ್ತ ಕಗಳನ್ನೂ ಒಟ್ಟ್‌ ಗಿ ಇಡೆಬೇಕೆಂದು ಅವನು ಬಯಸಿದರೆ, 
ಎಷ್ಟು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರಸ್ತ ಕಗಳನ್ನು ಬೀರಂವಿನಲ್ಲಿಡಬಹುದು 2 


ರ ಕನ್ನಡ ಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು 5! ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಅಳವಡಿಸಬಹುದು. 4 ಇಂಗ್ಲೀಷ್‌ 


pl “5 


ಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು é | ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ 10% Saw, 2 ಹಿಂದೀ ಪ ಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು 3! ವಿಧಗಳಲ್ಲಿಯೂ 
le ದು. ಈ ಮೂರು ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಗುಂಪುಗಳನ್ನು 31 ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಅಳ 
ವಡಿಸಬಹುದು. 
ಆದುದರಿಂದ ವಿವಿಧ ವಿಧಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಂಖ್ಯೆ - 51413! 3! 
= 103,680 


6.3 ಕೆಲವು ವಸ್ತುಗಳು ಪುನರಾವರ್ತಿಸುವಾಗ ಕ್ರಪಯೋಜನೆಗಳು 
2 


l; oe we ಅಂಕೆಗಳಿಂದ ರಚೆಸಬಹುದಾದ 5 ಅಂಕೆಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ DR 
ವ ಸುಲಭ ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು Wy ಮೊದಲು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. ಅಂಕೆ 
ಗಳೆಲ್ಲವೂ ಭನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಂಖೆ ಕ! ಆಗಿದೆ. ಆದರೆ ಇ 


| 
a ಎ 4 
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i 


different, the total number of permutations would be 5 
Since three digits are the same, we should expect that th 
number of different permutations in this case would b 
less. Let P be the required number of different permuta 
tions of the digits 1, 1, 1, 2, 3. Take any one of these per 
mutations. Keeping the digits 2, 3 fixed, if we replace th 
three 1’s by different digits, we can form 3 ! different num 
bers. If we perform this operation on all the P permuta 
tions, we can form 3! P different numbers. in which all th 
digits are different. But this must be the same as sf ee 


Hence 3! P=5! 2 


hl —*'*—20 e ‘| 


In general we have the following theorem : | 


If P is the number of permutations of n things taken 
at a time, when p are of one kind, q are of another kind, r of 
third kind, and so on, then 


- n! 
Pee per + (64 


i 
oo 


Examples : 
1 How many permutations are there of the lette 
ALGEBRA ? 
There are 7 letters of which 2 A’s are alike. 
i 1. Cte. 322.1 
RS 
೫1 21 ron 


2 Signals are sent by arranging 12 flags in a horizont 
line, consisting of 3 white flags. 4 red flags and 5 blue flag 
How many different signals can be sent ? 

Here we have to apply formula (6.2) with n=12, p=: 

q=4°and += 5... - — | 

— po! _ 12.11.10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 
ses! 1.2.3.1.2.3.4.1 2.84.5 


= Sa 
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AO ಅಂಕೆಗಳು ಪುನರಾವರ್ತಿಸುವುದರಿಂವ ದೊರೆಯುದ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಕ್ರಮ 

ALBANY ಸಂಖ್ಯೆ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿರಬೇಕೆಂದು ನಾವು ನಿರೀಕ್ಷಿಸುತ್ತೇವೆ. 1,1,1 
2, 3 ಅಂಕೆಗಳ ಬೇ ಬೇರೆ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ P ಎಂದಿರಲಿ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ 
ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸೆ. 2 ಮತ್ತು 3 ಅಂಕೆಗಳನ್ನು 
ಸಿರವಾಗಿಟ್ಟು ಉಳಿದಿರುವ ಮೂರು | ಗಳ ಸ್ಥಾನಗಳಲ್ಲಿ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಅಂಕೆಗಳನ್ನು 
ಬರೆದರೆ ಈ ಒಂದು ಕ್ರಮ ಯೋಜನೆಯಲ್ಲಿ ನಾವು 3! ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 
ಪಡೆಯಬಹುದು. ಆದುದರಿಂದ, ಈ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ, P ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳಿಂದ 3!P 
ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಇವೆಲ್ಲ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಯಾವ 
ಅಂಕೆಯೂ ಪುನರಾವರ್ರಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಆದರೆ ಈ ಸಂಖ್ಯೆಯು ,ಗ್ಗಿ-5! ಎಂಬುದೇ 


ಆದಂದರಿಂದ 31P = 5! 
= =—=90' 


ಸರ್ರಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಮೇಯವಿದೆ: ೫ ವಸ್ತುಗಳಲ್ಲಿ p ವಸ್ತುಗಳು 
ಓಂದು ರಿ?ಶಿಯವು. "| ವಸ್ತುಗಳು ಇನ್ನೊಂದು ರೀತಿಯವು, 7 ವಸ್ತುಗಳು ಮೂರನೆಯ 
ರೀತಿಯವು. ಇತ್ಕಾದಿಯಾಗಿರುವಾಗ, P ಎನ್ನುವುದು ಅವೆಲ್ಲವನ್ನೂ ಒಂದೇ ಸಲ ಆರಿಸಿ 
ದಾಗ ದೊರೆಯುವ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ, 


| 
a n! | 
i PRR... | ..+(6.2) 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು: 
1 ALGEBRA ಪದದ ಅಕ್ಷರಗಳ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳಷ್ಟು 2 


ಇಲ್ಲಿ 7 ಅಕ್ಷರಗಳಿವೆ, ಅಪುಗಳಲ್ಲಿ 4ಯು 2 ಸಲ ಪುನರಾವರ್ತಿಿಸುತ್ತದೆ. 


_7! 7654321520 
2! 2°1 
೨ 3 08, 4 ಕೆಪುಮತ್ತುರ ನೀಲಿ ಬಣ್ಣದ 12 ಜಾವುಟಗಳನ್ನು ಒಂದು 


ಅಜರೇಚಿಯ ಮೇಲೆ ಸಾಲಾಗಿಟು, ಸಂಜೆ ಗಳನ್ನು "ಕಳಿಸಲಾಗುವುದು. ಬೇರೆ ಬೇರೆ 


ವಿಧದ ಎಷ್ಟು ಸಂಜ್ಞೆಗಳನ್ನು ಕಳಿಸಬಹುದು 2 


ಸ ಈ 


ಇಲ್ಲಿ (6-2)ರಲ್ಲಿ ಬರೆದಿರುವ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಬೇಕು. n=12, 
a g=4 ಮತ್ತು r=. 

. Pz 19! _ hn0.03-7- ee — 27,720 
TEI  3-2-1-4-3-2,1-5-4-3-2-1 
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6.4 Circular permutations —Suppose 4 students are 
be seated around a table. How many different arrang 
ments are possible ? We may first let one of the studen 
take any chair. The remaining 3 can then be seated in 
different ways. We can easily see that no other differe 
arrangement is possible. In general, if we have to arran 
n different objects in a circle, the total number of cireul 
permutations 1s (n-1) ! 


Example : ; 


8 different coloured beads can be made into a brasil 
[ 


in 7! ways. 

Exercises 6.1 
1 Evaluate ,P, +,P, +P, +,P, 
2 Show that n4,Pr = (n-+-1) nPr_, 


3 How many numbers of four different digits can 
formed from the digits 1, 2, 3. 4, 5. 6. 7? How many 
these numbers are odd ? How many are less than 5000 


4 How many different batting orders are possible fo 
cricket team of eleven players ? 


5 How many ways can a class elect a President, Vi 
President, Secretary and Treasurer from a class of 
students ? 


6 In how many ways can three boys and two girls 
seated in a row containing five seats (a) if they may 
anywhere (6) if the boys and girls must alternate ? 


7 In how many ways can three boys and three 
be seated in a row containing six seats (a) if they may — 
anywhere (b) if the boys and girls must alternate 2 


gg. 


14] 


6.4 ವರ್ರುಳೀಯ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳು ಒಂದು ಮೇಜಿನ ಸುತ್ತಲೂ 
೬ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳನ್ನು ಕೂರಿಸಬೇಕು ಎಂದು ಊಹಿಸೋಣ. ಎಷ್ಟು ಬೇರೆ “ed 
QTD, ಡುಗಳು ಸಾಧ್ಯ! ನಾವು ಮೊದಲು ಒಬ್ಬ ವಿದಾ ರ್ಥಿಯನ್ನು ಯಾವುದಾದರೂ 
ಒಂದು ಕುರ್ಚಿಯಲ್ಲಿ ಕೂರಿಸೋಣ. ಇನ್ನುಳದ ಮೂವರನ್ನು 31 ಹರ wed 
ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಕೂರಿಸ ಬಹುದು. ಬೇರೆ ಯಾವ ವಿಧದ Do, ಡೂ ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲವೆಂದು 
ನಾವು ಸುಲಭವಾಗಿ ಗ್ರಹಿಸಬಹುದು. ಸುಮಾನ್ಯವಾಗಿ, ೫ ಬೇರ ಬೇರೆ ವಸ್ತು ಗಳನ್ನು 
ಒಂದು ವೃತ್ತಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಅಳವಡಿಸಬೇಕಾದರೆ, soil WA, Geos ಕ , ಮಯೋಜನೆಗಳ 
ಬಟ್ಟು ಸಂಖ್ಯೆ (n—1)! ಆಗಿರುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ: 
8 wed ಬೇರೆ ಬಣದ ಮಣಿಗಳನ್ನು ಪೋಣಿಸಿ ಒಂದು ಕಡಗವನ್ನು 7! 
ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಮಾಡಬಹುದು 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 6-1 
1 ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ P| +,P,+,P,+,P, 
2 - ng Pr=(n+1) nPr_, ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


3 1,2,3,4,5, 6,7, ಅಂಕೆಗಳಿಂದ ನಾಲ್ಕು ಅಂಕೆಗಳಿರುವ ಎಷ್ಟು ಬೇರೆ 
ಹವ HOSS NYA, ರಚಿಸಬಹುದು? ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಎಷ್ಟು ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳು ವಿಷಮ? ಎಷ್ಟು 
ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳು *5000 ಕ್ಕಿ oS ಕಡಿಮೆಯಾಗಿವೆ? 


4 11 ಆಟಗುರರಿರುವ ಒಂದು ಕ್ರಿಕೆಟ್‌ ಟೀಮಿನಲ್ಲಿ ಎಷ್ಟು ವಿಧದ ಬೇಟಿಂಗ್‌ 


j (ಆಟವಾಡುವ) ಕ್ರ ಕ, ಮಗಳು ಸಾಧ್ಯ ? 


5 40 ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ Kes ಒಂದು ತರಗತಿಯಿಂದ ಒಬ್ಬ ಅಧ್ಯಕ್ಷ, ಒಬ್ಬ 
ಉಪಾಧ್ಯಕ್ಷ, ಒಬ್ಬ ಕಾರ ದರ್ಶಿ ಮತ್ತು ಒಬ್ಬ ಕೋಶಾಧ್ಯಕ್ಷರನ್ನು ಎಷ್ಟು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ 
ಚುನಾಯಿಸೆಬಹು 25? 

6 5 ಅಸನಗಳಿರುವ ಒಂದು ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 3 ಹುಡುಗರು ಮತ್ತು 2 ಹುಡುಗಿ 
ಯರನ್ನು - 

(೩) ಅವರೆಲ್ಲಿ ಬೇಕಾದರೂ ಕೂರಬಹುದು; 
(b) ಹುಡುಗ, ಹುಡುಗಿಯರು ಪರ್ಯಾಯವಾಗಿ ಕೂರಬೇಕು 
ಎಂದಿದ್ದರೆ, ಎಷ್ಟು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಕೂರಿಸ ಬಹುದು? 

7 6 ಆಸನಗಳಿರುವ ಒಂದು ಸಾಲಿನಲ್ಲ'!8 ಹುಡುಗರು ಮತ್ತು 3 ಹುಡುಗಿ 
ಯರನ್ನು 
(a) ಅವರೆಲ್ಲಿಬೇಕಾದರೂ ಕೂರಬಹುದು; 

(b) ಹುಡುಗ, ಹುಡುಗಿಯ ಶುರು ಪರ್ಯಾಯವಾಗಿ ಕೂರಬೇಕು ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
ಎಷ್ಟು ಎಧಗಳಲ್ಲಿ ಕೂರಿಸಬಹುದು ? 
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8 How many licence plates can be made using any 
three letters for the first three places and any four digits : 

9 In how many ways can six people be seated in a row | 
of six seats if two people insist on sitting next to each 


other ? 


for the last four ? 


10 In how many wavs can six people be seated around 
a table ? 


11 In how many ways can six people be seated around 
a table if two people insist on sitting next to each other ? 


2 Repeat problem 8 with the condition that no letter 
or number should be repeated. 


13 How many permutations are there of the letters of 
the word (a) Calcutta (b) Mathematics ? 


14 In how many ways can a bracelet be made with 
nine coloured beads ? 


15 Signals are sent by hanging eight flags in a hori- | 
zontal line, of which 2 are green. 3 white and 3 blue. How | 
many different signals can be sent ? 


16 A student wishes to arrange his books on a shelf. 
Six are in mathematics. four in physics and three in che- 
mistry. How many arrangements are possible if books of 
the same subject are to be together ? 


17 In how many ways can 8 boys sit around a table. if | 
two particular boys (a) are next to each other. (b) are to be | 
separated from each other ? 


6.5 Combinations. Inapermutation we are concerned, 
not only with a set of elements, but also with their 
ordering or arrangement. Unlike a permutation. a combi- 
nation 1s a mere selection of objects with no regard to any 
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8 ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ವರ್ಣಮಾಲೆಯ ಯಾವುದೇ ಮೂರು ಅಕ್ಷರಗಳನ್ನು ಮೊದಲಿನ 
ಮೂರು ಸಾ ಸ್ಥಾನಗಳಿಗೆ ಆರಿಸಿ ಕೊನೆಯ ನಾಲ್ಕು ಸ್ಕಾ ನಗಳಿಗೆ ಯಾವುದೇ ನಾಲ್ಕು ಅಂಕೆ 
ಗಳನ್ನು ಆರಿಸಿ ಎಷ್ಟು ಲೈಸೆನ್ಸ್‌ ಪ್ಲೇಟುಗಳನ್ನು ತಯೌರಿಸಃ ಬಹುದು ? 


9 ಒಟ್ಟು6 ಜನರಿರುವಲ್ಲಿ, ಇಬ್ಬ ಠು Box ರ ಸಮೀಪವೇ ಕೂರಬೇಕೆಂದು 
ಪಟ್ಟು ಹಿಡಿದರೆ, “ಆ ಆಠು ಮೋ ದಿಯನ್ನು ನೌಲಾದ ಆರು ಆಸನಗಳ ಮೇಲೆ ಎಷ್ಟು ವಿಧ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಕೂರಿಸಬಹುದು 1 


10 ಒಂದು ಮೇಜಿನ ಸುತ್ತಲೂ ಆರು ಜನರನ್ನು ಎಷು ), ವಿಧದಲ್ಲಿ ಕೂರಿಸ 


11 ಒಟ್ಟು 6 ಜನರಿರುವಲ್ಲಿ, ಇಬ್ಬ ಪು, ಹಠಸ ಸರೆ ಸಮೀಪವೇ ಕೂರಬೇಕೆಂದು 
ಟ್ಟು ಹಿಡಿದರೆ. ಶಿವರನ್ನು ಒಂದು ಮೇಜಿನ ಸುತ್ತ ಲೊ ನ್ನ ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಕೂರಿಸ 
ah 


12 ಅಭ್ಯಾಸ 8ರಲ್ಲಿ ಯಾವ ಅಕ್ಷರವೂ, ಅಂಕೆಯೂ ಪುನರಾವರ್ತಿಸಕೂಡ 


su 


ದೆಂದಾದರೆ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳೆ ಸಂಖ್ಯೆ ಎಷ್ಟು? 
13 ಕೆಳಗಿನ ಪದಗಳ ಅಕ್ಷರಗಳ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳೆಷ್ಟು 


(a) CALCUTTA: (b) MATHEMATICS? 


14 9 HS Mee ಬಣ್ಣದ ಮಣಿಗಳನ್ನು ಪೋಣಿಸಿ ಒಂದು ಕಡಗವನ್ನು 
ಎಷ್ಟು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ರಚಿಸಬಹುದು ? : 


15 2 ಹೆಸುರು, 3 LY Doss, 3 ನೀಲಿ ಬಣದ ಬಾಪುಟಗಳನ್ನು ಒಂದು 
ಜರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಸ ಸಾಲಾಗಿಟ್ಟು ಸಂಜ್ಞೆಗಳನ್ನು ಕಳಿಸಲಾಗುವುದು. ಬೇರೆ ಬೇರೆ 
ಧದ ಎ ಷ್ಟು ಸಂಜ್ಞೆ ಗಳನ್ನು ಕಳಿಸಬಹುದು ? 


16 ಒಬ್ಬ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ತನ್ನ ಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು ಬೀರುವಿನಲ್ಲಿ ಓರಣವಾಗಿ ಇಡ 
ಬಯಸುತ್ತಾನೆ. “ವಗಳೆ 7D 6 ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದ್ದು, 4 ನೌತಶಾಸ್ವ್ರದ್ದು ಮತ್ತು 3 
ರಸಾಯನಶಾಸ್ತ್ರ ದ್ದು. ಪ ್ರೃತಿಯೊಂದು ಶಾಸ್ತ್ರದ ax ens. ಒಟ್ಟಾಗಿ ಇರಬೆ ಸಕಾದರೆ 


ಒಟ್ಟು ಎಷ್ಟು 20, ಡುಗಳು ಸಾಧ್ಯ ? 

17 8 he aees 2 ಹುಡುಗರು (a) ಪರಸ್ಪರ ಸಮೀಪ ಕೂರಬೇಕೆಂದು ; 
(b) ಪರಸ್ಫರ ಸ ಮೀಪ ಕೂರಬಾರದೆಂದು ಅಪೇಕ್ಷೆ ಪಟ್ಟರೆ ಆ ಹುಡುಗರು ಒಂದು 
ಮೇಜಿನ ಸುತ್ತ ಲೂ ಎಷ್ಟು ತವೆ ಕೂ ಇರಬಹುದು? 


gos 
ವಿ 


C) 
{ 


6-5 ವಿಕಲ್ಪಗಳು. -ಕ್ರಮಯೋಜ ನೆಗಳಲ್ಲಿ ನಾವು ಕೆಲವು ವಸ್ತುಗಳ ಒಂದು 
ಗಣವನ್ನು ಪರಿಲಪೀಲಿಸುವುದು ho ಆ ವಸ್ತುಗಳ ಸಾ AD, ನವ್ಯ DA ಯನ್ನೂ 
ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ. Ao ANY == ವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸದೆ ಕೇವಲ ವಸ್ತು ಗಳ 
ಆರಿಸುವಿಕೆಗೆ ಮಾತ್ರ ಗಹುನವೀಯುವ ಕ್ರಮವನ್ನು ವಿಕಲ್ಪ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


| 


particular order or arrangement. For example suppose w 
have to select a committee of three from among fiv 
students, whom we shall denote by the letters A, B, C, 

and E. One selection may consist of (A,B,C) This comm 
ttee will be the same whether we call it (A, B, C.) or at C 4 
or (C,4,B). i 


Now suppose there are n different objects and we hav 
to select r objects at a time. The total number of sue 
combinations 1s denoted by the symbol C;. We shall no 
prove the following important formula : 


Proof : 


Take any one of the ».C, combinations of r differe 
objects. These r objects can be arranged into r! differe 
permutations. [lence taking each combination in tur 
we can form 7! different permutations. If we perform t 
operation with all the »C- combinations, we shall obtai 
r! aC: different permutations. But these are also all th 


possible permutations of » different objects taken r at 
time. Hence we have 


r! ny = ni’, 
= n ! 
(n—r) ! 
he aur =a ಹ 
r (n—r) ! 


6.6 Some Important Deductions 


I Putting n—r for r in formula (6.3), we obtain 


= ಸ್ಮಾನವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಗಮನಿಸದ ಕ್ರಮಯೋಜನೆ ವಿಕಲ್ಪವೆನ್ನಬಹುದು. 
| ಉದಾಹರಣೆಗಾಗಿ. ಇದು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಂದ ಮೂರು ವಿದ್ದಾರ್ಥ್ಧಿಗಳ ಒಂದು ಸಮಿತಿ 
ಯನ್ನು ಆರಿಸುವ ಸಮಸ್ಯೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ, ಆ am», ANY A, B.C. D 
'ಮತ್ತು £ ಎಂದಿರಲಿ. ಒಂದು ಆರಿಸಿದ ಸಮಿತಿ (4. B. (0) ಆಗಿರುವುದು. ಈ 
' ಸಮಿತಿಯನ್ನು (A. B. C) ಅಥವ (B.C. A) ಅಥವಾ (0, 4. B) ಹೇಗೆಯೇ 
| BOD ಅದು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುದು. 
) 

N DOD ವಸ್ತುಗಳಿವೆಯೆಂದೂ ಆವುಗಳಿಂದ ವಸ್ತುಗಳನ್ನು ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ 
ಆರಿಸಬೇಕೆಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ. ಇದು ವಿಕಲ್ಪದ ಒಂದು ಸಮಸ್ಯೆಯಾಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ 
ದೊರೆಯುವ ಎಲ್ಲ ವಿಕಲ್ಲಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ,0, ಎನುವ ಸಂಕೇತದಿಂದ ನಿರೂಪಿ 


od 


ಸುತ್ತೇವೆ. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮುಖ್ಯ ಸೂತ್ರವನ್ನು ನಾವೀಗ ಸಾಧಿಸೋಣ. 


n! ....(6°3) 


r! (n—r) | 


BY — 


'ಪಾಧನೆ : 

yr ವಿವಿಧ ವಸ್ತುಗಳಿರುವ 0, ವಿಕಲ್ಪಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೊಂದನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. By ವಸ್ತುಗಳನ್ನು ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯ ಪ್ರಕಾರ ¢! ವಿವಿಧ ರೀತಿ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಅಳವಡಿಸಬಹುದು. ಆದುದರಿಂದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವಿಕಲ್ಪವನ್ನು ಕ್ರಮಾನುಗತ 
ವಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಅದರಲ್ಲಿರುವ 7 ವಸ್ತುಗಳನ್ನು ವಿವಿಧ ರೀತಿಗಳಲ್ಲಿ ಅಳವಡಿಸಿ x |! 
ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಈ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಎಲ್ಲ ,0, ವಿಕಲ್ಪಗಳಿಂದ 
yg! nC, ವಿವಿಧ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳು ಹೊರೆಯುವುವು. ಆದರೆ ಈ ಸಂಖ್ಯೆಯು 
೫ ವಿವಿಧ ಪಸ್ತುಗಳಿಂದ ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ ೫ ವಸ್ತುಗಳನ್ನು ಆರಿಸಿದ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆಯೂ ಹೌದು. 


n! 
r! nOr —— 
n 


wt. L 

ae = a 

6.6 ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯ ಅನುಮಿತಗಳು ' 
I ಸೂತ್ರ (6.3)ರಲ್ಲಿ, .. 

i, ಸ್ಥಾನದಲ್ಲಿ n—r ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 


n ! ಎಂದಾಗುವುದು. 
(n—r)! 7! "aia 


nUun—r — 
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Comparing with formula (6.3), we obtain the importa 
result 


. aCr 3 ae . (08 


This can also be deduced from the fact that each tim 
we select r objects there will be a combination of n— 
objects left, so that the number of ways of selecting r objec’ 
out of n is the same as of selecting n— objects. 


II Formula (6.3) can also be written in the form 


| n(n—1)(n—2).. . .(n—r+1) 
= Mo... a WM --- 


This form is usually easier to use for calculation. Bot 
numerator and denominator on the right hand side conta 
r factors each. | 


HI The following results can easily be proved usirl 


formula (6.3) | 
(1) —— eG = 
(11) Cr nC = n+, Cr 
Proof of (1) : 
Mes . n | 
hee r! (n—r)! ke (r—1) ! (n—r—+1)! 
at n | | 3 1 
~  (r—1)! (n—1)! 4 n—r+l1 
SR, 
(r—1)! (n—r)! r (n—r+1) 
= (n+1) ! 
rin)! 
= a+) C, 
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ಇದನ್ನು (6.3) ಸೂತ್ರದೂಡನೆ ಹೋಲಿಸಿದಾಗ ನಮಗೊಂದು ಮುುಖ್ಯ ಸೂತ 3} 
ದೊರೆಯುವುದು. 


nCn—r — nC: 


(6-4) 


ಇದನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನ So,QoHOD ಸಾಧಿಸಬಹುದು : ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಲ 
1 ವಸ್ತು ಗಳದ್ದು ಆರಿಸುವಾಗ ಎ ವಸ್ತುಗಳ ಒಂದು ವಿಕಲ್ಪ ಉಳಿದಿರುವುದು. 
ಆದ್ದ ರಿಂದ n aio, ಗಳಿಂದ r ವಸ್ತು ಗಳನ್ನು ಆರಿಸುವ ವಿಧಾನಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಯೂ 
» ಪದಾರ್ಥ ಗಳನ್ನು ಆರಿಸುವ ಸಂಖ್ಯೆ ಯೂ ಒಂದೇ. 


II (6.3) ಸೂತ್ರವನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ರೂಪದಲ್ಲಿಯೂ ಬರೆಯಬಹುದು. 


~—— 4) 


ಸಾಮಾನ ವಾಗಿ, ಲೆಕ್ಕ ಮೂಡುವಾಗ ಈ ರೂಪವು ಸುಲಭ. ಬಲಭಾಗದಲ್ಲಿ ಅಂಶ 
ಮತ್ತು ಛೇದಗಔರಡರಲ್ಲಿಯೊ r ಅಪವರ್ತನಗಳಿವೆ, 


III 6.3 ನೆಯ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಬಳಸಿ ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಸುಲಭ 
ವಾಗಿ ಸಾಧಿಸಬಹುದು 
(i) Canc, = | 
(MC = «4,0, 
ಇವುಗಳನ್ನುವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಸಾಧಿಸಬೇಕು. 
(ii) ರ ಸಾಧನೆ : 


n! n! 
RM Dar 


n! 1 i 
- een [rte] 


Wl) ot)! 
RMT nr m+) rl (m+1—-7)! 


aor tn’: | = 


= nt 
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Examples: : 
1 Evaluate ,C,; 


Using formulae (6.4) and (6.5), we have, with n=16, 
r=13, n=r—#, 


igGes ನಿ, 


16.15.14 
eee 


= 560 
2 Ina class of 20 boys and 12 girls, in how many ways : 
can a committee made up of 3 boys and 2 girls be selected 2 
3 boys can be selected in 0, ways. 
2 girls can be selected in ,,C, ways. 


Hence by the fundamental principle of para (6-1), the 
total number of ways of selecting 3 boys and 2 girls is 


20.19.18 14 
lego 3 Te FE 


15,240 


1 
oe . 4 = 


3 In a cerliin examination, a student has to answer 4 
out of 6 questions in Part A, and 3 out of 5 questions in Part 
B In how many ways can he select his questions 2 


In Part A, he can select his questions in ,C, ways. 
In Part B he can select his questions in .C, ways. 


Hence the total number of ways of selecting questions 
in Part A and Part B together is | 
ae 6.5 5.4 
NE. 8 
Pe ee LO Te 
= 150 


| 


ಸಗಳು : 
1 16 ie ಇದರ ಬೆಲೆ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(6.4) ಮತ್ತು (6.5) ಸೂತ್ರಗಳ ಪ್ರಕಾರ 
we 162 13, n—r=ತಿ, 
16013 = 1603 
10 
ae 


= 560 


2 20 ಹುಡುಗರೂ 12 ಹುಡುಗಿಯರೂ ಇರುವ ಒಂದು ತರಗತಿಯಿಂದ 3 
ಹುಡುಗರೂ 2 ಹುಡುಗಿಯರೂ ಇರುವಂತಹ ಸಮಿತಿಯನ್ನು ಎಷ್ಟು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ 
ರಿಸಬಹುದು 2 


3 ಹುಡುಗರನ್ನು ಮೃ, ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು. 
2 ಹುಡುಗಿಯರನ್ನು 120, ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು. 


ಆದುದರಿಂದ, (6.1) ರ ಮೂಲ ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ, 3 ಹುಡುಗರೂ, 2 ಹುಡುಗಿ 
ಯರೂ ಇರುವಂತಹ ಸಮಿತಿಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಂಖ್ಯೆ 
20.19.18 sel 
os we ~~ T9353 ° 12 
= 75240 
3 ಒಂದು ಪರೀಕ್ಷೆಯಲ್ಲಿ ಒಬ್ಬ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು A ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿರುವ 6 ಪ್ರಶ್ನೆ 


ಗಳಿಂದ 4 “em. . B ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿರುವ 5 ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಿಂದ 3 ಪ್ರಶ್ನೆ nese, 
BOA ಉತ್ತರಿಸಬೇಕು. ಅವನು ಎಷ್ಟು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ 3 ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು GOR? ಬಹುದು ? 2 


4 ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ ಅವನು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ೦, ಎಧಗಳಲ್ಲ ಆರಿಸಬಹುದು. 
B ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ ಅವನು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು .C, ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು. 


ಆದುದರಿಂದ A ಮತ್ತು B ವಿಭಾಗಗಳಿಂದ ಒಟ್ಟಾಗಿ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಆರಿಸುವ 
ಎಧಗಳು. 


6.5 5.4.3 
EE 
= 4180 
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Exercise 6.2 


1 Find the value of (a) ,C, (b) Cs (€) ass 

2 Find the value of ,C, 4,0, +0, +0, +6; 

3. In how many ways can a team of 4 students b 
chosen from a class of 30° 


4. Ina cricket league there are 10 teams competing 
How many games must be played if each team has to pla 
every other team twice ? FF 


5. In a class social there were 40 students and | 
teachers present. Each student had to shake hands wit 
every other student and also with each of the teacher! 
How many handshakes were there ¢ 


6. A cricket team is to be selected from among 1 
players of whom 5 are bowlers and 2 are wicket-keeper 
In how many ways can the eleven be selected so as t 
include at least one wicket-keeper and at least 4 bowlers ? 


7. How many triangles are determined by ten poin 
no three of which are in the same line? 

8. How many different sums of money can be for 
from a rupee coin, 50 paise coin, 25 paise coin, 10 paise co 
and 5 paise coin, if at least 2 coins are uscd ? 

9. How many parallelograms are formed by a set 
4 para lel lines intersecting another set of 6 parallel lines ? 


10. How many circles are determined by 9 poin 
no four of which lie on the same circle ? 


11. In joining a college course, a student may choo: 
any one of three languages in Part I, and any three « 
seven optional subjects in Part II. In how ma 
different ways can be choose his course ? 


12. In how many ways can 12 different prizes 1 
divided between 3 students so that each receives 4 ? | 


13. Prove the relation r.,C,=.,-,C,—,. 
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ಅಭ್ಯಾಸ 6.2 
1 ಬೆಲೆಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ : (4) Cy ; (6) a ae Gigs, 
2 ,C,+;0,+.C 3+ 500, ಇದರ ಬೆಲೆಯೆಷ್ಟು ? 


5 30 Dae ರ್ಥಿಗಳಿರುವ ಒಂದು ತರಗತಿಯಿಂದ 4 ವಿದಾ ರ್ಥಿಗಳಿರುವ 
ಹಂದು ತಂಡವನ್ನು ಎಷ್ಟು ಎಧದಲ್ಲಿ ಅರಿಸಬಹುದು? 


4 ಒಂದುಕ್ತಿ ಕಿಟ್‌ ಪಂದ್ಧಾಟದ ಕೂಟದಲ್ಲಿ 10 ಟೇಮುಗಳು ಸ ರ್ಧಿಸುತ್ತವೆ. 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಟೀಮು ಇನ್ನೊಂದು ಟೀ ಮಿನೊಡನೆ ಎರಡು ಸಲ ಈಡಬೇಕಾದರೆ 
ಒಟ್ಟು ಎಷ್ಟು ಆಟಗಳನ್ನು ಆಡಬೇಕಾಗುವುದು 2 


5 cll ತರಗತಿಯ ಸಂತೋಷಕೂಟದಲ್ಲಿ 40 ವಿದಾ ರ್ಥಿಗಳೂ 5 ಉಪಾ 
ಧ್ಯಾಯರೂ ಭಾಗಿಗಳಾಗಿದ್ದರು. ಪ್ರತಿಯೊಬ ವಿದಾ ರ್ಥಿಯೂ' ಇತರ ಪ್ರತಿಯೊಬ್ಬ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ ಗೂ, ಎಲ್ಲ ಉಪಾಧ್ಯಾ ಯರಿಗೂ ಹಸ್ತ ಲಾಘವ ನೀಡಬೇಕೆಂದಿದ್ದರೆ ಅಲ್ಲಿ 
ಎಷ್ಟು ಲಾಘವಗಳು” ನಡೆದುವು? 


6 16 ಆಟಗಾರರಿಂದ ಒಂದು ಕ್ರಿಕೆಟ್‌ ಟೀಮ್‌ ಆರಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. ಈ 16 

ಮಂದಿಯಲ್ಲಿ 5 ಮಂದಿ ಬೌಲರರೂ, 2 ಮಂದಿ ವಿಕೆಟ್‌ಕೀಪರರೂ ಇದ್ದಾ ರೆ. ಕನಿಷ್ಠ 

ಪಕ್ಷ ಒಬ್ಬ "ವಿಕೆಟ್‌ಕೀಪರನೂ, 4 ಬೌಲರರೂ ಇರುವಂತಹ 11 ಜನರಕಿ ಕೆಟ್‌ ಟೀಮ 
ಮನ್ಸು ಎಷ್ಟ್‌ ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಆರಿಸಬಹುದು ? 


17 10 ಬಿಂದುಗಳಿವೆ. ಅವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವ ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳೂ ಏಕರೇಖ 
ಸ್ಪವಾಗಿರುವುದಿಲ್ಲ. ಈ ಬಿಂದುಗಳಿಂದ ಎಷ್ಟು ತ್ರಿಕೋನಗಳನ್ನು ರಚಿಸಬಹುದು 2 

8 ಒಂದು ಠಾಪಾಯಿಯ ನಾಣ್ಯ, 50 ಪ್ಲೆ ಪೈಸೆ, 250 ಪೈಸೆ, 10 ಪೈಸೆ ಮತ್ತು 

ಪೆಸೆ TOE, NGS. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಎರಡು ನಾಣ್ಯಗಳನ್ನಾ ದರೊ ಉಪ 


5 
Rn ಹಣದ ಎಷ್ಟು ವಿಧದ ಮೊತ್ತ ಗಳನ್ನು ರಚಿಸಬಹುದು 


9 4 ಸವನ ತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಒಂದು. Med 6 ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳ ಇನ್ನೊಂದು ಗಣವನ್ನು ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲ ಎಷ್ಟು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತು 
ರ್ಭುಜಗಳು ರಚಿತವಾಗುತ್ತವೆ? 

10 9 ಬಿಂದುಗಳಿವೆ, ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವ 4 ಬಿಂದುಗಳೂ ವೃ ತದ ಮೇಲಿರು 
ವುದಿಲ್ಲ. BI ಬಿಂದುಗಳಿಂದ ಎಷ್ಟು ವ್ರ SNP ರಚಿತವಾಗುತ್ತವೆ 2” 

11 ಕಾಲೇಜು ವ್ಯಾಸಂಗವನ್ನು a ಒಬ್ಬ ವಿದ್ದಾರ್ಥಿಯು ಒಂದನೆಯ 
ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಮೂರುಭಾಷೆಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೊಂದನ್ನೂ, ಔರಡನೆಯ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಏಳು 
ಐಚ್ಛಿಕ ವಿಷಯಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರನ್ನೂ ಆರಿಸಬಹುದು. ಅವನು ಎಷ್ಟು 
ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಭಾಷೆ ಮತ್ತು ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಆರಿಸಿ ತನ್ನ ವ್ಯಾಸಂಗವನ್ನು ಮುಂದುವರಿಸೆ 


12 ಪ್ರತಿಯೊಬ್ಬನಿಗೂ ನಾಲ್ಕು ಬಹುಮಾನಗಳು ಬರುವಂತೆ 12 ವಿವಿಧ 


ಬಹುಮಾನಗಳನ್ನು 3 ado  DENEO ಎಷ್ಟು ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಹಂಚಬಹುದು 2 


13 ಈ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಸ ಸಾಧಿಟ: ೫ ೦, = n. (Ore, 
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CHAPTER 7 


Mathematical Induction 


7.1 Introducticn—One of the important methods of 
proof in mathematics is that of mathematical induction. | 
It is usually employed for proving a formula involving all | 
positive integral values of n. 

| 


7.2 Method of Proof—A proof by mathematical in- | 
duction consists of three parts. 


(a) The formula is verified for small values of n say 
n=l, 2 


(b) We assume the formula to be true for any value’ 
n=m and then show that it must also be true © 
for the next value n=m-+1. 


(c) Conclusion. — We know the formula is true for 
n=l, 2, 3. Mnee # i teue for #=K WM 
follows from (b) that it is true for n=3+1=4; 
since it is true for n=4, it is also true for 
n=5; and so on for all integral values of n. 


Examples : | 
: 

(1) Prove by the method of mathematical induction 
that . 


—_—_—__— 


wp he n(n+1)(2n+1) 
6 
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ಅಧ್ಯಾಯ 7 
ಗೆಣಿತಾನುಮಾನ 


7.1 ಪೀಠಿಕೆ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಸಾಧನೆ, ನೀಡುವ ಹಲವಾರು ಮುಖ, ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ 


ಗಣಿತಾನುಮೂನವು ಒಂದಾಗಿದೆ. ಎಲ್ಲ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಿರುವ ಒಂದು ಸೂತ್ರವನ್ನು 
ಸಾಧಿಸಲು ಸಾಮೂನ್ಯವಾಗಿ ಇದನ್ನು 'ಬಳೆಸ ಸುತ್ತೇವೆ. 


7.2 ಸಾಧನೆಯಕ್ರಮ-_ಗಣಿತಾನುಮೂನದಿಂದ ಕೊಡುವ ಸಾಧನೆಯು ಮೂರು 
ಭಾಗಗಳಿಂದ ಕೂಡಿದೆ. 


(2) ಸೂತ್ರವನ್ನು nd ಅತಿ ಚಿಕ್ಕ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ, ಅಂದರೆ xn =1,2, 3 
ಇವುಗಳಿಗೆ, ತಾಳೆನೋಡಲಾಗುವುದು. 


(ರ) ಸೂತ್ರವು nd ಯೂವುದೇ ಬೆಲೆ ೧-೫ ಗೆ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಒಪ್ಪಿಕೂಂಡು ಮುಂದಿನ ಬೆಲೆಯೂದ n = m4] ಗೂ ಇದು ಸತ್ಯವಾಗಿದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


©) ನಿರ್ಧಾರ: ALBA n=], 2, 3 ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ನಮಗೆ ತಿಳಿದಿದೆ. ಇದು 38, ಸತ್ಯವಾದುದರಿಂದ, (ಹ) ಯಿಂದ ಸೂತ್ರವು 
N=34+1=4 ಬೆಲೆಗೂ ಸತ್ಯವೆಂದು ವೇದ್ಯವಾಗುವುದು; ೫-4 ಬೆಲೆಗೆ ಇದು 
ಸತ್ಯವಾದುದರಿಂದ, ೫-5 ಬೆಲೆಗೂ ಇದು ಸತ್ಮವಾಗಿದೆ; ಮತ್ತು ಇದೇ ರೀತಿ nd 
ಎಲ್ಲ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಿಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು (1) ಗಣಿತಾನುಮಾನದಿಂದ ಸಾಧಿಸಿ, 


Mn+ 1) (2n+1) 


12422432 +. +n? A 
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(a) We verify the formula for n=1, 2. 3. 


n=l, 1? WS or 1=1 
6 
NEE Bigs : 5 oy 5=5 
n—3, 12+2?--3? ಖಾ ಈ > or 14=14 


Hence the formula is true for n=1, 2, 3. 


(b) We assume the formula to be true for n=i 
1.e. we assume that 


_ m(m-+1)(2m-+1) 
6 


Now add (m+1)*? to both sides. We get 


eo ... 


PEP. pm? my = TOME) + (m1) 


= a rem +m + 6m +6] 


(m +-1)(m +-2)(2m +8) 
6 


Which is the value obtained by putting n=m-+1 in 


n(n-+1)(2n+1) 
6 


Hence if the formula is true for n=m. it must also be 
true for n=m-+1 


| (c) Conclusion. —We have proved the formula to be 
_— or Mid, 2,3. Hence by (b) it must be true for 
m=3+1=4; mn=4+1=5; and so on, for all integral 
values of n. k 
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(a) Wa ls 8, 3 ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ನಾವು be ಸೂತ್ರವನ್ನು ತಾಳೆ ನೋಡುತ್ತೇವೆ. 


me], - ai ಅಥವಾ 1 =1 
Rs Pam ಅಥವಾ 5=5 
n=3, eee ಅಥವಾ 14-14 


ಸೂತ್ರವು ೫-1. 2, 3 ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 


ke (ರ) n=m ಬೆಲೆಗೆ ಸೂತ್ರವು ಸತ್ಯ ವಾಗಿದೆಯೆಂದು ಒಪ್ಪಿ ಕೊಳ್ಳೊ €ಣ. 
ಅಂದರೆ, 


a a 

ಈಗ (m+ 1) ಇದನ್ನು ಎರಡು ಬದಿಗಳಿಗೂ ಕೂಡಿಸಿ. 
++. SUE EN 4 +1) 
ED [ome +m +6m-+ 6] 


Meir a 
6 


ga ಇದರಲ್ಲಿ n= ೫-41 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ ಮೇಲೆ 
ಕಾಣಿಸಿದ ಬೆಲೆ ದೊರೆಯುವುದು. 


ಆದ್ದರಿಂದ n=m BSR ಸೂತ್ರವು ಸತ್ತ ವಾದರೆ ಅದು n= m+) 
ಬಿಲೆಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿರಬೇಕು. 


ದ್ದೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ (1) ಯಿಂದ ಸೂತ್ರಪ್ರn=3 41 = 4;n=4 +1 =5: 
az, ದಿಗನ ಎಲ್ಲ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಬಿಲೆಗಳಿಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿರಬೇಕು. 


4 


(c) BABA n=—1, 2.3 ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆಯಂದು ನಾವು ತೋರಿಸಿ 
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2 Prove by mathematical induction that 
2494194 ....., DME 
(a) for n=l, 2-2 2 
n=2, 2+2°=2?+'—2 or 6=6 
n=3, 24242 =2+—2 or 14=14 


Hence the formula is true for n=l, 2, 3 ( 


(b) Assume the formula true for n=m, namel 
suppose 2-+2?-=2°+........ + 9m Qm+1__9Q, 


Adding 2+? to both sides, we get 
IHR 1 mt Omt1—= 2. mt 
= Qm+2_9 
But 2”+2—2 is the value of 2+!—2 for n=m-+1. 


Hence if the formula is true for n= mM, it must also | 
true for n=m-+1. 


(c) We know the formula is true for n=1, 2, 3. 
Hence by (6) it must be true for n=3+1=4; n=4+1= 
and so on, for all integral values of n. 
Exercises 7.1 


Prove by the method of mathematical induction that t 
- formulae are true for all positive integral val 
of n 


1 1+4+38+5+ .. .+(2n—l1)=7n’ 
2 2+4+6+ .. +2n=n(n+1) 


3 144444... p= 


4 3k, + (n= et] 
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2 ಗಣಿತಾನುಮೂನದಿಂದ ಸಾಧಿಸಿ - 
(4) 24224234... aE 2" -— Quel 9 
Wl, 2 = 222 ಅಥವಾ — 2 
WN 2422 = 22+1_9 ಅಥವಾ 6—6 
m=3 , 2422493 — 23+l1_gQ ಅಥವಾ14 = 14 
ಆದ್ದರಿಂದ ಸೂತ್ರವು ೫ =1, 9, 3 ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಸತ್ಮವಾಗಿದೆ. 


(b) m=m ಬೆಲೆಗೆ ಸೂತ್ರವು ಸತ್ಮವಾಗಿದೆಯೆಂದು ಒಪ್ಪಿಕೊಳ್ಳೋಣ. 
ಅಂದರೆ a p 
2+ 227 + 28 +... + 2% — Qmt1_2 HOOSO 
ಎರಡು ಬದಿಗಳಿಗೂ 2”+1 ಕೂಡಿಸಿದಾಗ 
9 + 92 + 93 = «ee. + 9m + Qmt+1 — 2.9m+1_g 
— Ymt+2_9 
“ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಆದರೆ 2n+೭ 2 ಎನ್ನುವುದುಣ = m + 1 ಆದಾಗ 27೬1.2 ಇದರ 
'ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ ಸೂತ್ರವು n = m ಬೆಲೆಗೆ ಸ 3.5905 ಅದುಗ = 4 1 
ಬೆಲೆಗೂ ಸತ್ಮವಾಗಿರಬೇಕು. 


(c) ಸೂತ್ರವುಗ = 1, 2, 3 ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಗದಯ ನಮಗೆ 
ಗೊತ್ತಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ (ರ) ಯಿಂದ ಸೂತ್ರವು n= 83 +1 4; 
n=441 = 5; WO nd ಎಲ್ಲ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಸತ್ಯ 
ವಾಗಿರಬೇಕು. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 7.1 


ಗಣಿತಾನುಮಾನದಿಂದ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸೂತ್ರಗಳು ೧ ನ ಎಲ್ಲ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಬೆಲೆ 
ಗಳಿಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ 

WS + 5 eet (nl) 

2244464... +2n=n(n + 1) 


Sei eee eo = 
4 124 324 52 4... + (2 n—1)? 


_% (2"—1) 2 *+1) 
3 
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5 


PrP... +n = yl 
1 1 1 i 
oy + 92 + 93 + 600690 + Qn — gn 
] 1 1 1 x n 
1? 7 2.3 v 3.4 * n(n 1) nl 
SE 9H%....... +ala+)= Se Fes?) 
ie2+34466+ . I 
_ n(n+1)(4n—1) 
3 
Il ] 1 1 
Tatas toy Tt — Ces). 
n 
ETE 


| A 


4 
1 |! 1 1 1 
OL +e =| — 
5 Fl 53 + a a ] Br 
] 1 1 1 n 
¢ + — +24 .... = 
1.2 2.3 + 3.4 i ‘i m(w+l) n+] 


8 1.2423 4 3.4 +... +"(n 41) 
Ds + 2) 
3 


oe 1.2 + Gee 5.6 On 1) Qn 


_n (nm +1) (4n—I) 
nl 
1 


] 
> — + ee 
| 3 + 35 Pa ore 


J n 


TE i) #4) 
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CHAPTER 8 
The Binomial Theorem 


8.1 The Bizomial Theorem 


By actual multiplication, we can’ easily verify th 
following expansions : 


(a+b)'=a+6 
(a+b)?=a?+2ab+0?, | 
(a+6)?=a*+3a7b +3ab? +b, 

(a+b) =a +40°b + 6a5b? + 4ab* +04. 


. , ; | 
We note the following properties of the above binomm 
expansions. 


1 The number of terms in any expansion is one m@ 
than the exponent (or index) of a+6. Thus (a+b)? co 
tains 3 terms. (a+b) contains 4 terms. (a+b)* contains 
terms, and so on. 

2 The first term in the expansion of (a+b) is a” f 
n=1, 2, 3, 4. | 

3 The exponent of a decreases by one and the iy 
of b increases by one from any term to the next term. 

4 Each of the coefficients can be expressed as a val 
nC; for suitable values of n and 7. For example 

(a+b)=,C, a +,C, a2 40, ab Cb’, and | 
(a+b) =,C,a*+,C,@°b+,C ab +,C,ab® +-,Cb. 

From these observations we may expect a similar 
pression for the expansion of (a--b)», where n is any p 
tive integer. Thus we have the Binomial Theorem : 
any positive integer n, 


(a +b)» =a" +2Car—"'b +nCyan—2b? +. 3 
i pe ~ (8 
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ಅಧ್ಯಾಯ 8 


ದ್ವಿಪದ ಪೆ ಮೇಯ 


8.1 ದ್ವಿಪದ ಪ್ರಮೇಯ 


| ಗುಣಾಕಾರವನ್ನು ಮಾಡಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ (ಬೀಜಗಣಿತದ) ವಿಸ್ತರಣೆಗಳನ್ನು Dd 
ಹೋಡಬಹುದು- 

(a +5)! = a+b 

(a +6)? =a? + 2ab 4 b2 

(a +6) = a3 4 302 + 3ab2 +63 

(a+6)*=a4 + 4a%b | 60202 4 4ab3 + bt 
ಮೇಲಣ ದ್ವಿಪದ ವಿಸ್ತರಣೆಗಳಲ್ಲಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಗುಣಗಳನ್ನು ನಾವು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. 
1 ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿಯೂ ಇರುವ ಪದಗಳ ಸಂಖ್ತೆ (a+b) ಯ 


FISD ಬೆಲೆಗಿಂತ ಒಂದು ಹೆಚ್ಚು. (a +by2 ಯಲ್ಲಿ 3 ಪದಗಳಿವೆ, (a+b)3 ಯಲ್ಲಿ 
೬ ಪದಗಳಿವೆ, (೧04ರ) ಯಲ್ಲಿ” 5 ಪದಗಳಿವೆ, ಇತ್ಯಾ ದಿ. 


2 (04) ಇದರ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿನ ಪ್ರಥಮ ಪದ (n=l, 2, 3, 4 
a ಗ) a”. 

38 ಒಂದು ಪದದಿಂದ ಮುಂದಿನ ಪದಕ್ಕೆ ಸಾಗುವಾಗ a ಯ ಘಾತವು ಒಂದು 
ಔಡಿಮೆ ಆಗುವುದು, b ಯ ಘಾತವು ಒಂದು ಹೆಟ್ಟು ಆಗುವುದು. 

4೬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗುಣಕವನ್ನೂ n ಮತ್ತು r ಗಳಿಗೆ ಸೂಕ್ತ ಬೆಲೆ ಕೊಡುವುದರ 
ಹಹೂಲಕ ,0, ನ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ. 
(a+6)8=,C, BHC, 02 4,0,0 b2 4,೦,5 ಮತ್ತು 
(44+ 0)1—, COD +00 DC? 02400 b° + ,C,)4 


ಈ ಹೇಳಿಕೆಗಳಿಂದ ೫ ಯಾವುದೇ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾದಾಗ (0-4-b)” ಇದರ 
ಣೆಗೂ ಇಂತಹದೇ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ನಾವು ನಿರೀಕ್ಷಿಸಬಹುದು. ಇದರಿಂದ 
ದ ಪ್ರಮೇಯ ದೊರೆಯುವುದು. ಇ ಒಂದು ಧನ ಪೂರ್ಸಾಂಕವಾದಾಗ 


(aba, Co 1h, Ca 0... 
+ ,C, a1 br +.... 45" ..«.(8°1) 
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C1 
೫ 
«0 


First Proof: (a+b) is the product of n equal factors 
i.e. (ub) = (a+b)(a+b)(a+b)....-.---. (a+b). 


To obtain any term in the expansion, we have to selee 
either a or b from each factor and multiply the n letters s 


chosen. 


If we select a from each factor and multiply the x a 
together, we get the term a”. Since this can be done 1 
only one way, the coefficient of this term is 1. 


To obtain terms ab, we have to select b from 
factor and multiply it by (n—1) a’s from the remainin 
factors. But b can be selected from any one of the 
factors in »C, ways. Hence we get the term «C, a? 
For the term a*—%b?, we have to select b from any 
factors, and a from the remaining (n—2) factors. 
this can be done in »C, ways, we get the term nC, a» 20°. 


Proceeding in this manner, we easily see that for an 
value of r from 0 tom inclusive, we obtain the ter 
Cr arr br, The sum of all such terms gives the expansi 
required. 


Second Proof. By Mathematical Induction. (a) 
actual multiplication, the truth of the theorem has bee 
verified for the cases n=1, 2, 3, 4. : 

(b) We shall prove that, if we assume the theore 
true for any integral value n=™m, it must also be true fe 
the next integral value n=m-+1. | 


1.6. we assume (a+b)>=am+aC, ax—16 +. ; 


emOram—rbr to. ebm, 


ಮೊದಲನೆಯ ಸಾಧನೆ 


(4 4-b)* ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನವು ೫ ಸಮಾನ ಅಪವರ್ರನಗಳ MEOW. ಅಂದರೆ, 
(a+b) =(a +b) (a+b) (a+b) ....(0—+b) 


ಈ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿನ ಯಾವುದೇ ಪದವನ್ನು ಪಡೆಯಚಬೇಕಾದರೂ ನಾವು ಪ ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ಅಪವರ್ರನದಿಂದ ೧ ಅಥವಾ b ಯನ್ನು ಆರಿಸಿ, ಹೀಗೆ ಆರಿಸಿದ n ಅಕ್ಷರ 
ಗಳನ್ನೂ ಗುಣಿಸಬೇಕು. 


ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಪವರ್ರನದಿಂದಲೂ a ಯನ್ನು GOA ಈ ೫ (ಗಳನ್ನು ಗುಣಿಸಿ 
ದರೆ ನಮಗೆ am ದೊರೆಯುವುದು. ಇದನ್ನು ಒಂದೇ ಒಂದು ವಿಧದಲ್ಲಿ ಮಾಡಬಹು 
ದಾದುದರಿಂದ ಈ ಪದದ ಗುಣಕವು 1 ಆಗಿದೆ. 


a”-1 ಶಿ ಯನ್ನು ಪಡೆಯಲು ನಾವು b ಯನ್ನು ಒಂದು ಅಪವರ್ರ್ತನದಿಂದ ಆರಿಸಿ 
ಅದನ್ನು ಉಳಿದ ಅಪವರ್ತನಗಳಿಂದ ಆರಿಸಿದ n—] a ಗಳಿಂದ ಗುಣಿಸಬೇಕು. ಆದರೆ 
b ಯನ್ನು ೫ ಅಪವರ್ತನಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೊಂದರಿಂದ nO, ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ GOH 
ಬಹುದು. ಆದುದರಿಂದ ನಮಗೆ nC, ೩-1 b ಪದವು ದೊರೆಯುವುದು. 


a” -? § ಪದವನ್ನು ಪಡೆಯಲು ನಾವು boson, ಯಾವುದಾದರೆರಡು ಅಪವರ್ತನ 
ಗಳಿಂದ ಮತ್ತು a ಯನ್ನು ಉಳಿದ (n—2) ಅಪವರ್ತನಗಳಿಂದ ಆರಿಸಬೇಕು. ಇದನ್ನು 
nC, ವಿಧಗಳಲ್ಲಿ ಮಾಡಬಹುದಾದುದರಿಂದ 0, ಉ- b? ಎಂಬ ಪದವು 
ದೊರೆಯುವುದು. 


ಇದೇ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಮುಂದುವರಿದರೆ 0 ಯಿಂದ ಸ್ಠಾನವರೆಗೆ (ಎರಡೂ ಸೇರಿದಂತೆ) 
rd ಯಾವುದೇ Ushi ನಮಗೆ 0, ೩" br ಎಂಬ ಪದವು ದೊರೆಯುವುದೆಂದು 
' ನಾವು ಸುಲಭವಗಗಿ ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 


ಇಂಥ ಎಲ್ಲ ಪದಗಳ ಮೊತ್ತವೇ ನಮಗೆ ಬೇಕಾದ ವಿಸ್ತರಣೆ. 


ಎರಡನೆಯ ಸಾಧನೆ. ಗಣಿತಾನುಮಾನದಿಂದ 


(1 n=1, 2, 3, 4 ೮ಗಿದ್ದಾಗದ್ದಿಪದ ಪ್ರಮೇಯದ ಸತ್ಯತೆಯನ್ನು 
ಗುಣಾಕಾರದಿಂದ ಸರಿಯೆಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. 

(ರ) nom ಎನ್ನುವ n ನ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಬೆಲೆಗೆ ಈ ಪ್ರಮೇಯವು 
ಸತ್ಯವೆಂದು ಒಪ್ಪಿಕೊಂಡರೆ ಪ್ರಮೇಯವುಬೆಲೆಗ — m + 1 ಗೂ ಸತ್ಯವೆಂದು 
ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 

ಅಂದರೆ 
(a a b)™ = gm + Ca am~1 pb + ಎಹ್‌ ಹ್‌, amr? sk 
4 bm ಎಂದು ನಾವು ಒಪ್ಪಿಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ. 
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Now multiply both sides by (a--b), and on the right sid. 
combine like terms which have the same power of a or 


We get 
(a+b)ntH=amt tm tmCy)and +. 
(mCr +-mC'r—,) qn+1—rhr + ae oa bm+ 
But Cr ur, =m+iCr. (See Para 6.8). 
~(atbmtl=amtimy Camby 2. 2. + | 
mi Eh |... be 


But this result is the same as given by the theorem wit 
n=m +1. 

Hence if the theorem is true for n=™m, it must also b 
true for n=m+l. 


(c) But we have shown the theorem to be true fo 
n=l, 2, 3, 4. Therefore it must be true for 4+1=5 
5+1=6, ... . . and so on for all positive integral 
values of n. ; 


The student should note the following properties of tne 
Binomial expansion 8.1 :— 


1 The number of terms is n+. 
2 The rth term is »nCr_, ax—-t? br—. 


3 Since »Cr=nCr_,, the coefficients of terms equi- 
distant from either end of the expansion are the same. 
Hence it is sufficient to calculate the coefficients from the 
first to the middle term (or terms). The coefficients then 
repeat themselves in the reverse order. 


Examples : 
1 Expand (x+2y)' by the binomial theorem. 
(x +-2y)" = a" FC (2y) +,C,2°(2y)? +40, 
x(2y)° +-(2y)" 
=2'+4.0°.2y+ 4.3 2? 4y?+4r.8¥416y! 
1.2 - 
=2r'+8x°y +242°y* + 322y + 16y! 
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ಎರಡು ಬದಿಗಳನ್ನೂ (a + b) ಯಿಂದ ಗುಣಿಸಬೇಕು ಮತ್ತು ಬಲ ಬದಿಯಲ್ಲಿ 
ಹಿಂದೇ ಘಾತವಿರುವ a ಅಥವಾ b ಪದಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟು ಗೂಡಿಸಬೇಕು. 


(a = b) ae — geri a MA + Oy a” b +. ss 
+ (Or + Cy) amet" Br. sp bt 


ಆದರೆ mr ಇ] ” Om — wrt 4 (6-5) 
(CEE = aoe Ci... 
ae at 1—t br + me. ook bmtl1 


n—=m+1 ಎಂದು ಆದೇತಿಸಿದಾಗ ದ್ವಿಪದ ಪ್ರಮೇಯವು ನೀಡುವ ಬೆಲೆ ಇದೇ ಆಗಿದೆ. 
ಅದುದರಿಂದ ೫ = m ಆದಾಗ ಪ್ರಮೇಯವು ಸತ್ಕವೆಂದಾದರೆ, ೫ = m +1 
ಆದಾಗಲೂ ಇದು ಸತ್ಯವಾಗಬೇಕು. (೧) ಆದರೆ ೧ = 1, 2, 3, 4 ಆದಾಗ 
ಪ್ರಮೇಯವು ಸತ್ಯವೆಂದು ನಾವು ತೋರಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಆದುದರಿಂದ ಇದು 4 + 1 ೭5 
mo | = Wee... ಇದೇ ಪ್ರಕಾರ n ನ ಎಲ್ಲ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 
ಸತ್ಯವಾಗಬೇಕು. 


ಈ ಕ್ರಮಕ್ಕೆ ಗಣಿತಾನುಮಾನಕ್ರಮದ ಸಾಧನೆ ಎಂದು ಹೆಸರು. 
ದಿ ಪದಪ್ರಮೇಯದ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ (8:1) ಈ ಕೆಳಗಿನ ಗುಣಗಳನ್ನು 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 

1 BONY 05, n+1 

2 rನೆಯಪದ nO pny rtp! 

3 aCe = 0_: ಆದುದರಿಂದ ವಿಸ್ತರಣೆಯ ಎರಡೂ ಕೊನೆಗಳಿಂದ 
ಪಮದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಪದಗಳ ಗುಣಕಗಳು ಸಮಾನವಾಗಿವೆ. ಹೀಗಾಗಿ, ಒಂದನೆಯ ಪದ 
ದಿಂದ ನಡುವಿನ ಪದದ (ಪದಗಳ) ಪರೆಗಿನ ಗುಣಕಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ ಕಂಡುಹಿಡಿದರೆ 
ಸಾಕು. ಅಲ್ಲಿಂದ ಮುಂದಕ್ಕೆ ಗುಣಕಗಳು ಹಿಮ್ಮೊಗವಾಗಿ ಪುನರಾವರ್ತನೆಗೊಳ್ಳುವುಪು. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 

1 (z+ 2ನ್ನು ದ್ರಿಪದಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ವಿಸ್ತರಣೆಗೊಳಿಸಿ. 
(c++ CPO) Cy + 
iC; (2)? + (2y)4 
x2 hy? 4. 4-8 Ry 


+ 16y4 
— gf 4+ 8a3y + 24r2y2 4 32 ay? + 16y4 


4-3 
PZ 


= 8 + 4 dy + 


- 153 
20 


2 Find the fifth term in the expansion of 


2 a\'2 
4-4 


The rth term*in the general expansion s 
nCr—, QU —r+! pr—1 


Here r=5, n=12, the first term is 
Sy) a 


, and’ = — 
a ‘ 3 


, . , ¥2\8 a\* 
Hence the required term is ,0, (=) (- 4 
a 


12.11.10.9 
—— ೨೦8 38 a = 
A, =.= 


14080 __, 
——— a 
9 


3. Show that nO HC C+ . ... +nCn=2". Int 


binomial expansion 8.1. put a=b=1. We obtain | 
(1-41) =n, nC, HO + ° @% « a nCn 
or nC, Hn, HC, + ° . ee — NE 2". 


4 Find the value of (.99} correct to 3 places © 
decimals. (.99)=(1— 0.01 
=1+,C, (0.01)+,C, (—0.01)? 
+ ge (—0.01) + se 
5.4.3 


5.4 
=1— 054% x OOM = >i: 4 
ti wae ® 000001 .. 


= 1— .05+ .001—-00001+... 
= .95099 or .951 correct to 4 decimal places. 
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a 3 ) ': ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಸಾಮಾನ್ಯ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ rho ಪದವು CO, | ೧-1 br! ಆಗಿದೆ. 


2 fi a F ಇದರ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ ಐದನೆಯ ಪದ 


SO r= 5 n = 12, ಒಂದನೆಯ ಪದ 2 ಮತ್ತು b Rue.” 


a 
ಬೇಕಾದ ಪದ — 0, (=) ( - 5) 
a 
9 are 
— 12 11 10 9 98 “a —8 34 14080 au 
123-4 


3 nC -— nC, 4. nC, +... 4 Wh ,, — 9% ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
8-1 ರಲ್ಲಿರುವ ದ್ವಿಪದ ಪ್ರಮೇಯದಲ್ಲಿ a = b = 1 ಎಂದು ಬರೆದರೆ. 


Os ieee. + CLO... LO ecm 
ಆಗುವುದು. 


ಅಥವಾ, 0, + Cy + 10, + + CN 


4 (.99)5 ಇದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಮೂರು ದಶಮಾಂಶ ಸ್ಥಾನಗಳಿಗೆ ಸರಿಯಾಗಿ 
ಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(IEE (1—0.01)° 

= 1 +4 ,C, (—0-01) + ;C, ‘—0.01)° 

+ .C, (—0-01)> +... 

= 1—0.05 + = x -0001 


5.43 | 
— —E -000001 ee e@ ¢ @ 
1.2.3 ; a 


— 1—0-05 + 0-001 — 0-00001 +.-... 
= 0.95099 ಅಥವಾ 4 ದಶಮಾಂಶ ಸ್ಥಾನಗಳಿಗೆ 0.95]. 
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Exercises 8.1 
Expand by the Binomal Theorem :— 


I a4: 2 a2: 3 (204: 
1 ತ 
a (2-1) 5 a 6 (2? + 2 | 


4 
7 (ax— by) p 8 (at—b-#)*; 9 (5+4) : | 
10 (ast—byt)°. 


Write and simplify the indicated terms in the ex 
sions of the following :— 


11 Sixth term of (a—26)". 
x 3 
12 ninth term of 4( 4 ೨) 


13 Eleventh term of (27— 3)". 
14 M ddle term of (7 —})". 
15 Term involving 2° of 32— 2)". 


16 Term involving x” of (s+) 
x 
fae 2 10 
17 Middle term of( 3 4 -) 
L 


7 
18 Term involving 2° of (2:2). 
x 


19 Term independent of x in (22—2)° 
20 If nis even prove that 
nC nC, +H se ay = aC HC... tan —,. 


21 Kxpaud (1+.01)f by the binomia! theorem a 
hence find the value of (1.01)* correct to 4 decimal plae 


22 As in the previous example. find the value 
(0.98) correct to 3 decimal places. | 


3 Compute (1.03) four significant figures. 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 8.1 
ದ್ವಿಪದ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ವಿಸ್ತರಣೆಮಾಡಿ. 


1 (1+; 2 (a — 2)8; 3 (2 + y)6 

Ne; Te 
4 («— >) B (0140-3: 6 (a; 
7 (why: 8 (at— 5-48; 9 (24 ty 

273 
J g} 
10 (ax?—by*)6 
ಈ ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಪದಗಳನ್ನು ಅತ್ಯಂತ ಸುಲಭ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
11 (4 — 2b) ಇದರಲ್ಲಿ 6ನೆಯ ಪದ; 12 (4 Me ah 
| ೫ 


ಇದರಲ್ಲಿ 9 ನೆಯ ಪದ; 13 (24-3) ಇದರಲ್ಲಿ 11 ನೆಯ 
ಪದ; 14 (0 — 1)0 ಇದರಲ್ಲಿ ನಡುವಿನ ಪದ; 15 (302 


ಇದರಲ್ಲಿ ೫ ಇರುವ ಪದ: 16 (22 jf a ಇದರಲ್ಲಿ ೫7 
HH 
/ 2, 10 
ಇರುವ ಪದ; 17 3+5) ಇದರಲ್ಲಿ ನಡುವಿನ ಪದ: 


7 INS 
18 (27—- ಇದರಲ್ಲಿ ೫ ಇರುವ ಪದ; 19 (— =) 
x 


ಇದರಲ್ಲಿ ೫ ಇಲ್ಲದಿರುವ ಪದ: 

20 ೫ ಎಂಬುದು ಸಮಸಂಖ್ಯೆ ಯಾದಾಗ 

nO + ny +... +0, = = “OEE nC, -- ° «ee 
+ nC,—, ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ; 

21 ದ್ವಿಷದ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ (1 + 01) ಇದನ್ನು ವಿಸ್ತರಣೆಮಾಡಿ, 
ಮತ್ತು ತನ್ಮೂಲಕ (1-01) ಇದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು 4 ದಶಮಾಂಶ ಸಾನಗಳಿಗೆ 
ಸರಿಯಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 

99 ಹಿಂದಿನ ಅಭಾ ಸದಂತೆ (0-98)5 ಇದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು 3 ದಶಮಾಂಶ 
ಸ್ಕಾ ನಗಳಿಗೆ ಸರಿಯಾಗೆ 'ಕುಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 

og (1-03)8 ಇದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು 4 ಸ್ಕಾ ANON ಸರಿಯಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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CHAPTER 9 
PARTIAL FRACTIONS 


9.1 Introduction 


An expression of the form TUTTO +-an 
where the a’s are constants and ax+0, is called a polynom 
in x of degree n. In this chapter we are concerned wr 
the quotient of two polynomials. 

AE 
xv’? +a¢—2 

numerator is a polynomial of degree 1 and the denominator 
polynomial of degree 2. We can factorise the denominat 


For example consider the expression 


and write the expression as a se . The proble 

(a—1) (2-4-2) : 
is t express the quotient as the sum of partial fractio 
where each partial fraction contains a single factor in t 
denominator anda constantinthe numerator. In this ca 
we have to find constants A.B such that | 


204-5 ae B | 


(ol) (842) — >i +2 : 


9.2 The Method 


: te | 
To resoive a given expression into partial fractions ¥ 
procced by the following steps. 


‘ 

I If the polvnomial in the numerator is of a 

greater than or equal to that of the denominator, th; 

divide the numerator by the denominator. We obtai 

polynomial and a fraction whose numerator is of degt 
less than that of the denominator. For example 


1+ 3243 = ia oe 
. a +-2—2 | P+a—2 
This step 1s not necessary if the degree of numerator 
less than that of the denominator. 


. 
: 
€ 
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ಅಧ್ಯಾಯ 9 
ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನ ರಾಕಿಗಳು 


9:1 ಪೀಠಿ: ೧5೬0 ಮತ್ತು ಗಳು ಸ್ಥಿರವಾಗಿರುವ 


tava... a” 

ಎನ್ನುವ ಅಕ್ಷರೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಅಥವಾ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ೫ನಲ್ಲಿ ಗಘಫಾತದ ಒಂದು ಬಹುಪದಿ 
'ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಬಹುಪದಿಗಳ ಭಾಗಲಬ್ರ ವನ್ನು 
ನಾವು ಪರಿಶೀಲಿಸುತ್ತೇವೆ. at 


2245 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ Td ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಇಲ್ಲಿ ಅಂಶವು 1ನೇ ಘಾತದ ಬಹುಪದಿ ಯೂ ಛೇದವು 
9ನೇ ಘಾತದ ಬಹುಪದಿಯೂ ಆಗಿವೆ. ನಾವು ಛೇದವನ್ನು ಅಪವರ್ತಿಸಿ ಉತ್ಪನ್ನ 
2 

ವನ್ನು _ 20+ does ಬರೆಯಬಹುದು. ಈ ಭಾಗಲಬ್ರ ವನು 
(2—1) (2492) ee. 
ಛೇದದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಅಪವರ್ತನವೂ ಅಂಶದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕವೂ ಇರುವಂತಹ ಎರಡು 
ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳ ಮೊತ್ತಮಗಿ ಬರೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವೇ, ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ ಹೇಗೆನ್ನು 
fe ಮುಂದನ ಪ್ರಶ್ನೇ ಈಸಂದರ್ಭ್ಧದ್ದ 27t5 . 4, 8 
(2—1) (242) x—l 242 

ಅಗಿರುವಂತೆ A. B ಸ್ಲಿರಾಂಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. 


9.೦ ಕ್ರಮ ಒಂದು ದತ್ತ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಾಗಿ ಪರಿ 
'ಪರ್ತಿಸಲಾ ನಾವೈ' ಈ ಕೆಳಗಿನ ಹಂತಗಳಲ್ಲಿ ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತೇವೆ. 
1 ಅಂಶದಲ್ಲಿರುವ ಬಹುಪದಿಯ ಘಫಾತವು ಛೇದದ ಘಾತಕ್ಕೆ ಸಮಾನ ಅಥವಾ 
ಅಧಿಕವಾಗಿದ್ದರೆ ಅಂಶವನ್ನು ಛೇದದಿಂದ ಭಾಗಿಸಬೇಕು. ನಮಗೆ ಆಗ ಒಂದು ಬಹು 
ಪಹದಿಯೂ, ಅಂಶದ ಘಾತವು ಛೇದದ ಘಾತಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಿರುವ ಒಂದು ಭಿನ್ನ 
ರಾಶಿಯ ದೊರೆಯುವುವು. 
pe < 
ಬರಾ HIS — py 
1422 2 he 
ಅಂಶದ ಫಾತವು ಛೇದದ ಫಾತಕ್ಷಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಿದ್ದರೆ ಈ ಹಂತವು ಅಗತ್ಯವಿಲ್ಲ. 
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II Factorise the denominator. If (x—a) 1s a sim 
factor occurring only once, then the corresponding parti 


fraction is of the form a 


2—a 
‘ 26 8 b sed as the sun 
For example G1) (@ 43) can be expres : 
a. J 
z—l 2-492 x | 


7 
HI If («—a) is a multiple factor occurring r times 
then corresponding to (z—a)’ we must assume 7 partial 


ಠಿ A, 4k A: 
fractions ಬ್‌ a ear +...4+ ಘ್‌ * 
| 
27 +-5 
For example ——~“**~ _ can be expressed as the su 
Fe ’ 


A, A B 


2 —<—— =. 

eC), ear. ae 
IV If the denominator has a quadratic expression 
ax*+-bx-+c which cannot be factorised, the corresponding 


partial fraction is of the form ಹ where A, B 
ax? bx 4c 


are constants to be determined. 


V To find the constants in the partial fractions multiply 
the assumed identity by all the factors of the denominator 
of the given quotient. Then give particular values to # 
and solve the resulting equations in the constants. 

2x2 +5 - A B 
(@—1) (@+2) ~ FT 22 
Multiplying both sides by (2—1) (a+-2) we get 


2r+5 = A(z+2)+B (x—1) 


For example : 
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11 ಛೇದವನ್ನು ಅಪವರ್ತಿಸಬೇಕು. (೫-೩) ಎನ್ನುವ ಸರಳ ಅಪವರ್ತನ 
ಒಂದೇ ಸಲ ಬರುವುದಾದರೆ ಆಗ ಅದಕ್ಕೆ ಹೊಂದುವ ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯು A 


ಶೂಪದಲ್ಲಿರುವುದು. ಪಾ 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 20 +5 an: 8 
=" i 
ಮೊತ್ತವಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


III (2—a) ಎನ್ನುವುದು ೯ಸಲ ಪುನರಾವರ್ತಿಸುವ ಅಪವರ್ತನವಾದರೆ ಆಗ 
(2-೩) ಇದಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ¢ ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳನ್ನು ನಿರೀಕ್ಷಿಸಬೇಕು. 


A, A, | A. 
+ — i (a—a)’ i? > 4 (a—a)" 
ುದಾಪರಣೆಗೆ 2% + 9 


a + 2) ಇದನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮೊತ್ತವಾಗಿ 


x— 1 z +2 
IV ಛೇದದಲ್ಲಿ ಅಪವರ್ತಿಸಲಾಗದ ಒಂದು ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಉತ್ಪನ್ನ, 
ದರೆ ಅದಕ್ಕೆ ಹೊಂದುವ ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯು Av + B 


ax? + br + ¢ 
ಈ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವುದು ; 9 A, B ಗಳು ಗೊತ್ತುಮಾಡಬೇಕಾದ ಸಿ ರಾಂಕಗಳು. 
Vi ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆದಿರುವ ಸ್ಲಿರಾಂಕಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು 


ನಾವು ಒಪ್ಪಿ ಕೊಂಡಿರುವ ನಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ದತ್ತ ಭಾಗಲಬ್ಬದ ಛೇದದ ಎಲ್ಲ ಅಷವ 
ರ್ತನಗಳಿಂದಲೂ ಗುಣಿಸಬೇಕು. ಅನಂತರ ಗೆ ವಿಶಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿ 
ದೊರೆಯುವ, ಸಿ ರಾಂಕಗಳಿಂದ ಕೂಡಿರುವ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಬೇಕು. 
ಉದಾಹರಣೆ 
224-5 — a A AR B 
(z—l1)(@+2) 2-1 242 
ಎರಡು ಬದಿಗಳನ 32, (2—1) ) (a+ + 2)ರಿಂದ ಗುಣಿಸಲಾಗಿ, 


2 +5= A(z +2)+ B(a—1)20B ದೊರೆಯುವುದು. 
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put z=l .2+5=A (142) 
fe ! 
° 
put r=——2 , —41+5=B (—2—1) 
5 _ a 8 


(2—1) (w@+2) ~ 3(@—1) 36 


We may use other values for x and obtain the same resul 


Examples: 1 Resolve into partial fractions 
2°—2+-1 
EE 
The degree of the numerator is less than that of th 
denominator. 
Hence step I is not necessary. 


We assume— 


oo A =» 8, 
(c+1)\(x—2)? a+1 22 (2—2) 
Multiplving throughout by (2+1)(x—-2)?, 
x°—gx +-1 =A (x—2)?+ Bie +1)(2—2)+ Box +1) 
To find A, B,, B, we give any 3 convenient values to x 
Put v=, 8=9A © #4 
Put c= 3 °. lel 
Putz=0, 1=44—2B,4+B,=1—2B,+1 
“238 or B,=? 
2x41 J 2 1 
Te Tete 


2 Resolve into partial fractions— 
(2”°+3)(2r7 +1) 
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=] ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ, DA 4-2) 
=] 
= ಎಮು ಆದೇಶಿಸಿ. aaah A 
B=—t 
2x45 I 1 
“EDT Se ~ 3(a+2) 
gf ಇತರ ಬೆಲೆಗಳನ್ನೂ ಕೊಡಬಹುದು, ಅದೇ ಉತ್ತರ ಬರುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಾಗಿ ಪರಿವರ್ತಿಸಿ 
224-1 

(z+ 1)(2—2)? 

ಒಂದನೆಯ ಹಂತವು ಅವಶ್ಯವಿಲ್ಲ. 


oot _ A, B, Be 
(x4-1)(x2—2)? 4+1 4-2 (r—2)? 
ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. (r+1) (2-2): ಇದರಿಂದ ಎರಡು ಬದಿಗಳನ್ನೂ 
ಗುಣಿಸಲಾಗಿ 
w+ l=A(2—2)+B(z+1)(2—2)+-B,(z+1) 
A,, B, ಮತ್ತು, ಇವುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ೫ಗೆ ಯಾವುದಾದರೂ 
ಅನ. ಕೂಲವಾದ 'ಮೂರು : ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇತಿಸುತ್ತೇವೆ 


g=—] ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. 3=9A “A= 


ಅಂಶದ — ಛೇದದ ಘಾತಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಿದೆ. 


1 = 2 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. ED, a Be 
= 0 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. 1=4A—2B +B,=;— 2B, +1 
: Pee. = ಅಥವಾ Re 

2 1 aM 2 1 

EN LN 
(a+1)(2—2)* 2+1 2-2 (2-2 

9 ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಾಗಿ ಪರಿವರ್ತಿಸಿ 

3x—2 

CEI) CLE) 
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The denominator has a quadratic factor 2%?+3 which 
cannot be factorised. Hence we assume 
3a—2 — Wee OC 
SETHE) SES Tl 
-. 30 —2=(Ax + B)(2a +1) +C(2z?+3) 
Put z=—1, —%—2=C(4+3) 
—f=7, AO=—1 
put w= , —2=BIM=B 38 A 
put z=1, 1=(d+B)8+5C =3A4 +3—5 
ae 
3u—2 at+l 1 


"Qa +3)Qe+1) 2227+3 rt 


Exercises 9.1 


Resolve into partial fractions :-— 


1 a. ೨ 32—20 
0 Se © Gy Te) 
t—s 32 +5 
(3) (2--2)(2—3) (4) ee 
3.L—8 L--4 
©) 2 4 a 3x°—x—2 
#1 6z°—llx+13 
1) ————_ 8 
» (a—1)(a--1)? (8) (a—2)*(« +3) 
3x 1-4 xr°—2rx +5 
9 ——— WD Fa 
” (x+3)° (10) + ioe) 
r—4 2 
> i 
ue (2-3) (2a—1) Mg (x-+1)(a+2)(~+3) 
a aa... . 
I >=. v3 3a°—Ta—20 
il pS (14) SEN 
(15) 2x°—3a—4 (16) ” 
2-6 xr] 
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ಛೇದದಲ್ಲಿ ಅಪವರ್ತಿಸಲಾಗದ ಎರಡನೇ ಘಾತದ ಅಪವರ್ತನ 27243 ಇದೆ. 
ಆದುದರಿಂದ ನಾವೀಗ 


=. Wd t+B 0 
(2024-3) (220 +1) 243 etl 
3x2—2E=(AztB)(22+1)+C (22°43) 

೫= 4} ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. 4-2=0(443) 
| WO 
೫=0 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. —2—B43C=B—3 : B=1 
x=] ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. 1=(A44+B) 34+5C=3A43—5 
* el 
32—2 _ #41 1 
(22? +3) 2241) 20743 20H) 
ಅಭ್ಯ್ಮಾಸಗಳು 9.1 ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಾಗಿ ಪರಿವರ್ತಿಸಿ - 


, ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


| Mee 
Open AT 
ape © ape 

(5) =, (6) oa 

(7) aa TEI, ? 
ಮಾ (19) He 

O open OO Err 
as) =. el 
(15) (16) — 


CHAPTER 10 


DETERMINANTS AND LINEAR EQUATIONS 


10.1 Determinants of the Second Order—A deter- 
minant of the second order is written symbolically as 
a 6 
lc d 
Here a, 6, c, d are four numbers. Thev are called the 
elements of the determinant and they are arranged in the 
form of a square between two vertical lines. The value 
of the determinant is the number ad—bc, thatis, the pro- 
duct of the elements in the upper left and lower right 
corners minus the product of the elements in the lower 
left and upper right corners. 


a b 
Thus |, 1 = ad—be oi (10 A 


The determinant of the second order has 2 rows and 2 
columns. Reading horizontally we have the first row 
consisting of the elements a, b and the second row con- 
sisting of the elements c, d. Reading vertically, we have 
the first column consisting of the elements a, ¢ and the 
second column’ consisting of the elements b. d. 


Examples :— 
I : : NO ee 7 


a [4 = 22 (—3)- 4a es) —- ee 


160 


ಅಧ್ಯಾಯ 10 


ನಿರ್ಧಾಕಕಗಳು ಮತು, ಸೆಕಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


10.1 ಎರಡನೆಯ ದರ್ಜೆಯ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು. ಎರಡನೆಯ ದರ್ಜೆಯ ನಿರ್ಧಾರಕ 
'ವನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ a 6| 
cw 

ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ 4, b €. d ಗಳು ನಾಲ್ಕು ಸಂಖ್ಯೆಗಳು. 
ಅವುಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧಾರಕದ ಮೂಲಾಂಶಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು ಎರಡು 
ನೀಟ ರೇಖೆಗಳ ನಡುವೆ ಚೌಕ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಅಳವಡಿಸುತ್ತೇವೆ. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಚೆಲೆ 
ad_bc ಎನ್ನುವ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದೆ ; ಅಂದರೆ ಮೇಲಿನ ಎಡ ಮೂಲೆಯ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನ 
ಬಲ ಮೂಲೆಯ ಮೂಲಾಂಶಗಳ MEOW Cod ಕಳಗಿನ ಎಡ ಮೂಲೆಯ ಮತ್ತು 
ಮೇಲಿನ ಬಲ ಮೂಲೆಯ ಮೂಲಾಂಶಗಳ TLIO wa, ಕಳೆದಷ್ಟು. ಹೀಗೆ, 

4 : — "ad 2. (10-1) 


ಎರಡನೆಯ ದರ್ಜೆಯ ನಿರ್ಧಾರಕದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಅಡ್ಡ ಸಾಲುಗಳೂ ಎರಡು 
ನೀಟಸಾಲುಗಳೂ ಇವೆ. ಅಡ್ಡವಾಗಿ ಓದುವಾಗ ಒಂದನೆಯ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 4, b 
ಮೂಲಾಂಶಗಳೂ, ಎರಡನೆಯ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ¢, 4d ಮೂಲಾಂಶಗಳೂ ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 
ನೀಟವಾಗಿ ಓದುವಾಗ ಒಂದನೆಯ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ a, ¢ ಮೂಲಾಂಶಗಳೂ, ಎರಡನೆಯೃ 
ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ b, qd ವಯಾಲಾಂಶಗಳೂ ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅಡ 
ಗಳೆಂದೂ, ನೀಟಸಾಲುಗಳನ್ನು ನೀಟಗಳೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. pe 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು : 
2 24 Be 48 EO IE 
[ | 5 if 2x 5x3=8—15=—7 
I 2 | = 2 (—3) — (—1) (—4) 
—j]) = = — 6—4 = — 10 


Exercises 10.1 


Evaluate the determinants in exercises 1—8. 


1 6 5 3 8 —2 
| 4 3 4 ಹ 
3 —3 4 4 7 oe 
ye 7 | 2 3 | 
5 —5 —6 6 ಹ” —« | 
0 4 a b 
fi | c d 8 | a b 
C d | b a | 
9 Find z so that— 
೫ 5 
> |=0. 
| 3 4 
10 Solve for zx. > 7 |=40 
r—4 7 
11 Prove the identity ae 9 |=2(2—4) 


10.2 Determinants of the Third Order— <A deter- 
minant of the third order consists of 9 numbers arranged 
in the form of a square with 3 rows and 3 columns 
between two vertical lines, as follows :-— 


a, b, C, 
Dene 6, oc .. (10m 
a, 6, ¢, 


Minors. If we remove from D the row and the 
column containing a particular element. we are left 
with a dco of the second order which is called tl € 
minor of that element. We shall denote the minor 


Il 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 10.1 


] ರಿಂದ 8ರ ವರೆಗಿನ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1 | 6 5 2 8 =~ 
4 3 | 4 | 
—— - 7 | 9 3 | 
5 | a 6 6 | b —a 
wy 4 | a b 
7 | c d | 8 a b | 
c d b a | 
9 | "3 5 Wea 
| 6 | =0 ಆಗಿದ್ದರೆ ೫ ನ ಬೆಲೆಯೆಷ್ಟು ? 
10 x ನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ : | > ವಾ | —47 
11 ನಿತ್ಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
2—4 7 
m4 (9 | = 2(x1—4) | 


10.2 ಮೂರನೆಯ ದರ್ಜೆಯ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು. ಮೂರನೆಯ ನವರ್ಜೆಯ 


ರ್ಧಾರಕದಲ್ಲಿ 9 ಮೂಲಾಂಶಗಳಿವೆ. ಇವುಗಳನ್ನು ಎರಡು ನೀಟಗೆರೆಗಳ ನಡುವೆ 
ಅಡ 3 ನೀಟಗಳಿರುವಂತೆ ಆಳವಡಿಸಲಾಗುವುದು. 
a 


a, 0, ©, | 
= Gap, ¢, (108) 
a 6, 0c; | 


ಲಘುನಿರ್ಧಾರಕಗಳು. ಗDಯಿಂದ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಮೂಲಾಂಶವಿರುವ 


ಒಂದು UB HAD, ನೀಟವನ್ನೂ ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ ಉಳಿಯುವ ಎರಡನೆಯ ದರ್ಜೆಯ 
@ 
ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಆ ಮೂಲಾಂಶದ ಲಘುನಿರ್ಧಾರಕ ಅಥವಾ ಸರಳವಾಗಿ ಲಘುವೆಂದು 


161 
21 


any element by the corresponding capital letter. 

the minor of the first element a,is 4,=|6, c, 
b, C, 
Similarly the minors of the elements 6, and c, of the fir 
row are respectively | ; 


A 


4, 8 Wa 
2 | MIC, = ae 


3 


The value of the determinant D is then given by th, 
following expression | : 
D=a,A,—6, B, +o, GC, . 

% | ae a, b, | 


= a,(b,¢,-— b5Cy)—b, (ag¢,— a,C,) +€,(42b3—agb,) 


= 4, be6,;— 4b, — b,aye, + Dac, + cD, — cab, 


Examples : 


I Woy 
12! 22] 21 
i212} =2/)2!_3 ial 
‘bape | be 18" hale 
— 2(1—4)—3(2—6) +-4(4—3) 
NN 4-10 

Il (| iii 0 6 1 6 

=(-8) | | 2| | 

fn La —3 2 42 


= (—-3)(18)—2(—22)—2(—3) 
=-—54+44+6——4 
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ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು ಮೂಲಾಂಶದ os ಘುವನ್ನು ಸಹಗಾಮಿ ದೊಡ್ಡ ಅಕ್ಷರದಿಂದ 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ೩4 ಎನ್ನುವ ಮೊದಲಿನ ಮೂಲಾಂಶದ ಲಘುವು 


ಆಗುವುದು 


ಇದೇ ರೀತಿ ಒಂದನೆಯ ಅಡ್ಡದ b, ಮತ್ತು c, ಮೂಲಾಂಶಗಳ ಲಘುಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 


a, ೧, ಮತು an a, 5, 
B =| ee | Me a, b, 


3 3 


ಆಗ ರಂ ನಿರ್ಧಾರಕದ BS ಹೀಗಿರುವುದು : 


D = a, ay rae b, B, a C, CF | save (10.3) 
_ a, c a, b, 
=4|p glo Mo. | ae 


(bc, —b,0%)— by (49¢;—43¢2) + C,(4)>,— a,b») 


i 


a 
= a,b,c,—a,b,c,—},a9¢ Cg +5,436, + ¢,403—¢,430, 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
i 2 oZ 2 2. 1 
=a) 4 1|-]5 1 [+4] 3 | 


= 2 (1 — 4) — 3 (2 — 6) + 4 (4 — 3) 


—3 7 = 0 
iu y 0 Wes 4 3 [2] 4 2 | 
4 —3 2 
0 
+ (—2) | | 
= (— 3) (18) — 2 (— 22) — 2 (— 3) 
—§44444+6=-—4 


162 


In equation (10.3) we have expressed D in terms of th 
elements of the first row and corresponding minors. We 
can equally well expand D in terms of the elements of any 
other row or any column. For example, expanding in 
terms of the first column we have 


D=a,A,—4,4,+4,4, | | .-(10.6} 
and in terms of the second row a 
D=—2a,A,+6,B,—c,C, ..(10.8 


The student can easily verify these formulae by evalu 
ating the minors and reducing each expression to the forn 
(10.5) He will also notice that in each expression Som 
terms are prefixed by the + sign and some terms by tk 
—— sign. The rule for determining the sign is simple. Ta 
the element of D which appears in any term and add th 
“row number” and “column number” of that element. J 
the sum so obtained is an even number, then the corres 
ponding term must be prefixed by a —+ sign; if the sum 1 
an odd number, the term must be prefixed with a — sig} 
For example take the element c, which appears in ro 
number 2 and column number 3. Since 243=5, an od 
number. the term—c, (’, will appear in the expansion of 4 
as in (10.7). 


Haercises 10.2. 


1 Expand the determinant D of the third ord 
(10.2) in terms of (a) the third row (b) the second colum 
and (c) the third column. 4 


Evaluate the determinants in exercises 2—5. 


2 2 & & 3 ¥ 7 @®@ 
5 Be ¥ I @ 
6 1 2 F 6 4 5 | 
4 —6 8 1| & Be 3 2 1 a 
4-2 0} 2 -—o 8 
—8 3 2) | ms 7 | 
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(10.3) ನೆಯ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ನಾವು D ಯನ್ನು ಒಂದನೆಯ ಅಡ್ಡ ದ ಮೂಲಾಂ 
ಶಗಳು ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಸಹಗಾಮಿ ಲಘಗಳಲ್ಲಿ DAZ ಏರಿಸಿದ್ದ ವೆ. ಇದೇ ರೀಶಿಯಲಿ 
ನಾವು ಬೇರೆ ಯಾವುದೇ CBS ಅಥವಾ ನೀಟದ ಮೂಲಿಂಶಗಳ ಮೂಲಕವೂ D 
ಯನ್ನು ಸ ಲಭವಾಗಿ ವಿಸ್ತ ಸಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಒಂದನೆಯ ನೀಟದ 
ಮೂಲಕ ವಿಸ್ತರಿಸಿದಾಗ, 


D= a, A, —4, A, + a, A, | ee (LOW) 
ಎರಡನೆಯ ಅಡ್ಡ ದ ಮೂಲಕ, 
D= —a,A, + 6,B,—o¢,C, ME (UOT) 


ಮೇಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸೂತ ಶ್ರದಲ್ಲಿಯ ಲಘಶಗಳನ್ನೂ ವಿಸ್ತರಿಸಿ ಗಯ ಬೆಲೆ 
ಯನ್ನು ne ಅದು (10.5)ನೆಯ ಸೂತ್ರದಲ್ಲಿ ಬಂದಿರುವ ಫಲಿತಾಂಶಕ್ಕೆ ಸಮ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂದು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಘಲಿತಾಂಶದಲ್ಲಿಯೂ ಕೆಲವು ಪದಗಳ ಹಿಂದೆ 4 ಚಿಹ್ನೆಯೂ ಇನ್ನು ಕೆಲವು 
ಪದಗಳ ಹಿಂದೆ — ಚಿಹ್ನೆಯೂ ಇರುವುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು 
ತಿಳಿಯುವ ಸೂತ್ರ ಸುಲಭವಾಗಿದೆ. ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಪದದಲ್ಲಿರುವ ಗಯ 
ಮೂಲಾಂಶವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಆ ಮೂಲಾಂಶದ “ಅಡ್ಡ ದ ಸಂಖ್ಯೆ''ಯನ್ನೂ 
AQIS ಸಂಖೆ'' ಯನ್ನೂ ಕೂಡಿಸಿ. ಹೀಗೆ Gods ಮೊತ್ತವು ಸಮಸಂಖ್ಯೆ 
ಯಾದರೆ, ಆಗ ಆ ಪದದ ಹಿಂದೆ + ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು ಬರೆಯಬೇಕು ; ವಿಷಮ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ — ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು ಬರೆಯಬೇಕು ಉದಾಹರಣೆಗೆ 2ನೆಯ 
ಅಡ್ಡದಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 3ನೆಯ ನೀಟದಲ್ಲಿ ಬರುವ ¢, ವನ್ನು ಪತಿಕೀಿಸೀ 4 
ವಿಷಮಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ YD ಯ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ — ec, 0, ಎಂಬ ಪದವು 
ಬರುವುದು. (10.7 ರಲ್ಲಿ ಇದನ್ನೇ ಕಾಣಬಹುದು). 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 10.2. 
ಮೂರನೆಯ ದಜೇಯ ನಿರ್ಧಾರಕ D ಯನ್ನು (10.2 
ರಲ್ಲಿ ಬರೆದಿದೆ) (a) ಮೂರನೆಯ ನೀಟ ಮೂಲಕ; (0) ಎರಡನೆಯ ನೀಟದ 
ಮೂಲಕ ; ಮತ್ತು (6) ಮೂರನೆಯ ನೀಟದ ಮೂಲಕ ವಿಸ್ತರಿಸಿರಿ. 
2 ರಿಂದ 5ರ ವರೆಗಿನ ಪ್ರಶ ಗಳಲ್ಲಿರುವ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


ಬ್ಲ 


2 2 1 8 3 8 12 
b wae? 0 1K 
| 6 i” 9 6 4 5 
4 | —6 5 1 | 5 3 > 
4 —2 Q 2a 8 | 
| = /_ 3 a 1 
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6 Show that 


ahg | =abe+2fgh—af?—bg’—ch* 
hof | 
lg fe | 
7 Show that 
[zy 1| : : 
1% Y 1} oy] ZH, | 4 | Te Ye | 
| % mt” wT Ls Ys; Ls Ys | 


the area of the triangle with vertices at th 


Note :—The value of the above determinant is ci 
points (m,. y,). &, y,) amd (@,, y). 


8 Using exercise 7 above. find the area of the triangle 
whose vertices are the points . 


(a) (1,2), (—2,—3) and (—1,1); | 
(b) (3, (—1 2) and (2-5 
9 Find the value of z if 


10.3 Elementary Properties of Determinants We 
shall state a few important properties of determinants in 
the form of theorems. Each can be easilv proved by 
expanding the determinants that appear in it. and we shall 
leave the proof to the student. 


Theorem I. The value of a determinant remains un- : 
changed if corresponding rows and columns are interchanged. 


For example. 


| a, 5, ¢, | a, a, a, | 
OG | = | 6, G G&| 
a, ©, &, | lc, & a, | 


(6) moro 


ah g 
hb Ff =abc+2 fyh—a f2—bg?—c hr 
“ee. 
(7) ಸಾಧಿಸಿರಿ-- 
x 1 
do — JO — |% ds | & x; | 
2 yl Ve Ye w; Ys 1, Y; 


[ಸೂಚನೆ : ಮೇಲಿನ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ (zy) (x,y) (a; Y;) 
ಶ ಂಗಗಳಾಗಿರುವ ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲದ ಎರಡರಷ ಕ್ಕೆ ABIDING. ] 
೬% 
8 7ನೆಯ ಪ್ರಶ್ನೆಯನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ಕೆಳಗಿನ ತ್ರಿಕೋನ 
ಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರಘಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ - 
(a) (1, 2). (—2, —3), (—1, 1); 
ies 2) (—1. 2); (—2. —4) 
9 I @ @ 
2 x 3 = 0 ಆದರೆ ೪ನ ಬೆಲೆಯೆಷ್ಟು ? 
ಈ & 


| 


10-3 ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಮೂಲ ಗುಣಗಳು. ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯ 
ಗುಣಗಳನ್ನು ನಾವಿಲ್ಲಿ ಪ್ರಮೇಯಗಳ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯುತ್ತ ವೆ. ಬರೆದಿರುವ Pe: 
ಗಳನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪ್ರಮೇಯವನ್ನೂ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. ಈ ಸಾಧನೆ 
ಯನ್ನು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯೇ ಮಾಡಬಹುದು. 

ಪ್ರಮೇಯ 1 ಹಗಾಮಿ ಅಡ್ಡ ಗಳನ್ನೂ ನೀಟಗಳನ್ನೂ ಅದಲು ಬದಲು 


ಸು 
ಮಾಡಿದರೆ ನಿರ್ಧ್ಧರಕದ ಬೆಲೆ ಲೆ ವ್ಯತ್ಯಾಸಗೊಳು ) ವುದಿಲ್ಲ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ 
a, Uc, aU 4a, 
a, Ug ದ್‌ @ 0, 0b, 
a, 6, c, GC, C, 
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k | 
Theorem II. If the clements of any row or column @ 


all zero, then the value of the determinant 1s zero. 


This is obvious if we expand the determinant in tern 
of the row column of zeros 


Theorem III. If any two rows (or columns) of a dete 
minant are interchanged, the sign of the determinant is changes 


For example: ‘ i 
oe & @ & 0 & | >, «GE 
a, 0, « |j=—| @ & NE Oa, coe 
a 0 C a, UE ao a @ 


Theorem IV. Lf any two rows (or columns) of a dete 
minant are ulentical the value of the determinant is zero. 


For example 


a 8 6 |=07 & a @ tem 
| 
| as b, Cy i @, @, ೭ 


This theorem may also be proved as follows : If Dis 
value of the determinant with two rows identical, then 1 
interchanging these rows the value becomes —D by th 
remIll, although the determinant does not change. Hen 


RI a 
2 D=0. or D=0 


Theorem V. If cach element of a row (or column) 
multeplied by the same number k. the value of the determina 
vs multiplied by k. 
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ನಯ 11 ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಅಡ್ಡ ದ ಅಥವಾ ನೀಟದ ಮೂಲಾಂಶ 
meso ಶೂನ್ಯವಾದರೆ ಆ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ ಶೂನ್ಯ ವಾಗಿದೆ. 


ಶೂನ್ಯವು ಮೂಲಾಂಶಗಳಾಗಿರುವ ಅಡ್ಡ ಅಥವಾ AWS ಮೂಲಕ ವಿಸ್ತರಿಸು 
ವುದರಿಂದ ಈ ಪ ಶ್ರಮೇಯವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸ ನಧಿಸಬಹುದು. 


ಪ್ರಮೇಯ 11]. ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕದ ಯಾವುದಾದರೆರಡು ಅಡ್ಡ ಗಳನ್ನು 
(ಅಥವಾ ನೀ ಟಗಳನ್ನು) ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡಿದರೆ ಆ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಚಿ ಯು 
ಬದಲಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 
@ 0 C, & 8 c, Ds a © 
a, © ೦ @ ob, «; b; a, @ 


ಪ್ರಮೇಯ JV ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕದ ಯಾವುದಾದರೆರಡು ಅಡ್ಡ ಗಳು 
(ಅಥವಾ ನೀಟಗಳು) ಸರ್ರಸಮವಾಗಿದ್ದರೆ ಆ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ ಶೂನ್ಮವಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 
| a, b, C, | a Ga C 
a =a): & macaw} = 0 
/ & b, C; | Gs Gy 


aS 
ಇಂ 


ಈ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಕೆಳಗೆ ವಿವರಿಸಿದ ರೀತಿಯಲ್ಲಿಯೂ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ಎರಡು ಸಾಲುಗಳು ಸರ ಸಮವಾಗಿರುವ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ D ಎcದಿದ್ದರೆ 
ಆ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ - ಗ 
ಪ್ರ aul 111) ಆಗುವುದು. ಆದರೆ ಇದರಿಂದ ನಿರ್ಧಾರಕವು ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 


= ವಾ 
Co a® 
ಮೂಲಾಂಶವನ್ನು k ACW ಒಂದೇ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿದರೆ ಆ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆ 


ಯನ್ನು ಹ ಯಿಂದ Kiitetcce iG, 
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For example 


ka, kb, ke a, b,c lea 86] 
wane es 
i 5D, ¢, | | a, 0, ¢, | | ka, b, c, | 


Note :—Any common factor of the elements of a row 
(or column) may be taken outside the determinant. This 
usually helps in simplifying the calculations. Also if two 
rows (or columns) have their corresponding elements pro- 
portional, the value of the determinant is zero. This follows 
from theorem IV after removing the common factor. 


, Theorem VI. If each element of a column (or row) 18 
ex pressed as the sum of two elements, then the determinant can 
be expressed as the sum of two determinants; as follows :— 


| Q, +2, b, C, | a, b, il Ly b, C, 
| a, +, b, C, r a, b, C; 3k Ly b, C | 
| a, + L,, b, Cs a, b, 3 Ly b, C, | 


Proof :— Expanding the first determinant in terms of 
the elements of the first column we have 


L.H.S.=(a, +x) A—(a,-+x,) A,+ (a,+2,) A, 
=(a,A,— a,A,+a,A,)+(«,A,—ayA,- tA) 
eld .S. 
Theorem VII. If each element of any column (or 
row) of a determinant 1s multiplied by the same number k_ 


and added to the corresponding element of another column 
(or row), the value of the determinant remains unchanged. 
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ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 


ka, kb, ke,| =k a b ¢, 
a, 2 © a, BC, 
a; b, C3 a, 6; ce, 

| Mm 6, c, 

= te 85, oc, 

| he, 0b, c, 


ಸೂಚನೆ: ಒಂದು “> (ಅಥವಾ ನೀಟಿದ) ಮೂಲಾಂಶಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ನಿರ್ಧಾರಕದ ಹೊರಗೆ ಬರೆಯಬಹುದು. ಗಣನೆಗಳನ್ನು ಸರಳವಾಗಿ 
ಸಲು ಈ ಕ್ರಮ ಸಹಾಯಕವಾಗುವುದು. ಅದೇ ಎರಡು ಅಡ್ಡ ಗಳ (ಅಥವಾ 
ನೀಟಗಳ) ಸಹಗಾಮಿ ಮೂಲಾಂಶಗಳು ARS, 'ಯಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಆ ನಿರ್ದೌರಕದ ಚೆಲೆ 
ಶೂನ್ಯವಾಗುವುದು. ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವನ್ನು BRON ತೆಗೆದರೆ ಈ ಹೇಳಿಕೆಯು 
ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗುವುದು (ಪ್ರ ಮೇಯ IV). 


ಪ್ರಮೇಯ VI OBS ನೀಟದ (ಅಥವಾ CBO) ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಮೂಲಾಂಶವನ್ನೂ ಎರಡು ಮೂಲಾಂಶಗಳ ಮೊತ್ತವಾಗಿ ಬರೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ 
ಆ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಈ ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಿದಂತೆ ಎರಡು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಮೊತ್ತವಾಗಿ 


@ +e, 5, oc, mee. ob Cc x, b& Na 

Waly, 0, Cc, = mm b © — 2 & ie 

a+r, b, c, a. 0, 6, | x, 6, 0, | 
; Qa : 


ಒಂದನೆಯ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಒಂದನೆಯ ನೀಟದ ಮೂಲಾಂಶಗಳ ಮೂಲಕ 


ಎಡಬದಿ = (0+) A,—(a,+72,) A4,+(a; -+ 2) A; 
al (a, Aye A,+a,A,) +, , AS +2, A) 
— ew 
ಪ್ರಮೇಯ VII. ಒಂದು ನೀಟದ (ಅಥವಾ ಆಜ್ನದ) ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಖೂಲಾಂಶವನ್ನು | ಎಂಬ ಒಂದೇ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಇನ್ನೊಂದು ನೀಟದ 
ಅಥವಾ ಅಡ್ಡದ) ಸಹಗಾಮಿ ಮೂಲಾಂಶಗಳಿಗೆ ಕೂಡಿಸಿದರೆ ಆ DDD, ರಕದ ಬೆಲೆ 
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For example : 


ak al Je RATT x 
| ake, by cs | =|] 8 | 
| athe, Oy ey | | 4 by Gy | he, b, & | 


The first determinant is obtained by addingk tim 
third column to the first column of the determinant 
of 10.2. To show that it is equal to D, we have 


| ke, 6, ¢, | C b, ¢ 
hey b, Ce | ಳೆ Cy b Cy 


: ' 
) yt I 
| Key dy Cy | | day, Se] 


Hence the result. 


=0. by Th. IV 


The above theorems will be very useful in eval 
determinants. We shall illustrate methods of such 
ation with a few examples . 


Examples : 


| 20 30 10 | |. 2.5 a | 
I | 918 9] =10.9.7 | 1 21) =0 since th 
14 2) 7] ; 231] 


determinant has the tirst and third rows identieal. 
that we first remove the factors 10, 9 and 7 respect 
from each row. 


‘(5620 2% [14 6| 
Il (618 2) =5.68/13 4] 
| 8 16 —24 | 1 2 —3| 
4 oy 
| aN i 
=240 | 0 —1 —1 | wad ir ಸಿ 
ee => Se P28 | 


= 240 (8—2) — 1440 
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ಉದಾಹರಣೆ : 


a,tke, b, 0 | 
a,t+ke, b, c, | 
| athe, b, «@, | 
| a, b cy | ike, @ & 
= a, b, Co a kc b, Cy (6ನೆಯ ಪ ಪ್ರಿ ಮೋಯ 
a; b, Cs | ke, bh, C3 ದಿಂದ) 


pk ಎಡಬದಿಯ ನಿರ್ಧಾರಕವು (10.2) em gee D e2uನಿರ್ಧಾರಕದ 
ee eo ೬ನ 

ಸೂರನೆಯ ತ ಟದ k ಯಷ ವ RVR ಒಂದನೆಯ ಒೀಟಕ್ಕೆ ಕೂಡಿಸುವುದರಿಂದ 
ೂಾರೆಯೂವುದು. WDA ಸಮವಾಗಿದೆ ಎಂದು ans Bh 


kc, b c c b 
1 1 1 1 1 

ಈಗ, kc, b, C, =k Cy b, Cy ¥ 0 
| ke, Ig 3 C3 bs 3 | 


ಪ್ರಮೇಯ 1 ರಿಂದ. 


ನರ್ಧಾರಕಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಈ ಪ್ರಮೇಯ SF, WII DING. . 
ಅವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಕೊಡುವುದರ ಮೂಲಕ ಕ್ರಮಗಳನ್ನು ನಾವು ತೋರಿ 


ಗಿದಾಹರಣೆಗಳು 
12> 80 10 | 2 #೫ ti | 
1 ©» 18 9 10.9.7) FE 1 =A; 
cia 2) 7 2% 1 | 
ಚಕೆ೨ದರೆ ಕೊನೆಯ ನಿರ್ಧಾರಕದ 3 ಒಂದಸೆಂತು ಪಂಕ 9, ಮೂರನೆಯ ಅಡ್ಡ ಗಳು ಸರ್ವ 
ಸಮವಾಗಿವೆ. ಮೊದಲು Mm 9. 7 wow ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವ nea, ಕ್ರಮ 


ವಾಗಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ae Bee. ಹೌ ಹೊರಗೆ ತೆಗೆದಿದ್ದೆ "ವೆ ಎಂಬುದನ್ನೂ ಗಮನಿಸ 


5 20 25 | Mu 3 5 
11 6 18 24 ks $644 1 8 4 
8 16 —24 | | 2. 2 
<<. te =P 
8! 0 —1] —1 | = 240 | | 
0 | | 


= 240 [8 — 2] = 1440 
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In the first step we remove the factors 5, 6 and 8 fr 
the rows. In the second step we simplify the determia 
by subtracting the first row from the second and, thi 
rows. By theorem VII, the value of the determinant is 
unaltered. We finally expand the resulting determinant 


in terms of the first column. i 
MA la 9 

D= | 12 85 109 | ' 

| 11 79 103 | | 


Since we have only as the first element in the first row 
we can reduce to zero the first elements of the second ant 
third rows without altering the value of the determinant: 
To do this, we replace the second row by (second row)—12 x 
(first row) ; and replace the third row by (third row)—11 x 
(first row). By theorem VII, the value of the determinant 
is unaltered and we obtain 


| & 
D= | 0 
0 


| 


Exercises 10.3 


1 Explain why the two determinants in each cas 
are equal and verify the fact 


| 3 5 —2| | & a6] 
(a) 4 —1 7| , | 5—1 2 
—5 2 iE | |—2 7 1 
1 2 3 | PRU | 
WUE & ONS | 
r= T P| r eae | 


ಮೊದಲಿನ ಹಂತದಲ್ಲಿ ಅಡ್ಡ ಗಳಿಂದ 5, 6, 8 ಎಂಬ ಅಪವರ್ತನಗಳನ್ನು ನಾವು 
ಹೊರಗೆ ತೆಗೆಯುತ್ತೇವೆ. ಎರಡನೆಯ ಹಂತದಲ್ಲಿ ಒಂದನೆಯ VS zp, ಎರಡನೆಯ 
ಮತ್ತು ಮೂರನೆಯ ಅಡ್ಡಗಳಿಂದ ಕಳೆದು ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸ ತ್ತೇವೆ. 
ಪ್ರಮೇಯ VI] ರ ಪ್ರಕಾರ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. ಕೊನೆಯದಾಗಿ, 
ಹೀಗೆ ದೊರೆತ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಒಂದನೆಯ ನೀಟದ ಮೂಲಕ ಅದನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತವೆ. 


rT ~~ i 
=| 12 85 109 
PF al 79 aos 


Bones ಅಡ್ಡದ ಒಂದನೆಯ ಮೂಲಾಂಶ |] ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಎರಡನೆಯ 
ಮತ್ತು ಮೂರನೆಯ ಅಡ್ಡಗಳ ಒಂದನೆಯ ಮೂಲಾಂಶಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ 
ಯನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸದೇ ಶೂನ್ಯಕ್ಕೆ ಇಳಿಸಬಹುದು. ಹೀಗೆ ಮಾಡಲು ನಾವು, 
| ಐರಡನೆಯ ಸಾಲನ್ನು 

(2 ನೆಯ ಸಾಲು) — 12 x (1 ನೆಯ ಸಾಲು) 
ಈ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಬಡಲಾಯಿಸುತ್ತೇವೆ ; ಮೂರನೆಯ ಸಾಲನ್ನು 

(3 ನೆಯ ಸಾಲು) 11 x (1 ನೆಯ ಸಾಲು) 
ಎಂಬುದಾಗಿ ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತೇವೆ. ಪ್ರಮೇಯ ೪11 ರ ಪ್ರಕಾರ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ 
ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ 


1 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದರಲ್ಲಿಯೂ ಇರುವ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 
ಸಮವಾಗಿರುವುದರ ಕಾರಣವನ್ನು ವಿವರಿಸಿ; ಇದನ್ನು ಗಣನೆಯಿಂದ ಸಮರ್ಥಿಸಿ. 


(a) 2 5 —Z 3 4 —5 
4 —1 7 5 = 2 
bh if 2 3 1 9 6 
( ) 3 1 pi a 6 
» 1 oe 3 1, 6 


2 Without evaluating, state why each of the follo 
ing determinants 1s zero. Verify by evaluating each. 


| 3 —4 3 | |.21-—3 I 
fe) i 1 1|,-t.| te 5 UN 
| 5 45 | | 6 3 —9 | 
| .1 2 —3 | 
(c) | —2 6 6 
| 31 —9 | 


5 Evaluate the following determinants by first taking 
out common factors from any row or column and then ex 


panding— 


|e mao, TY = BF wy 
| 16 —M 781 | — 8 18|, 
|22 WIS], | 7 —24 9] & 
(c) | 20 25 30 ) | . 
vie i —ié : 
116 20 12 


4 Use theorem VI to express the sum of the follow 
ing two determinants as a single determinant. Verify the 
result by evaluating all three determinants. 


= FP ?| | © meal . 
| 2-1 5 PA HM 
| #18 | Jr 2a | 


5 In each of the following determinants. reduce the 
first elements of the second and third rows to zero b) 
adding suitable multiples of the first row to these row 
Hence evaluate the determinants. 


o | 2 BI (b) | 1 —8 —7 
cee | | | 5+ gC 
6 —31 —38 | 4 —30 —oe 
OE 5 ®|) | 
(6 15 26 
| 10 28 49} 
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Q2 ವಿಸ್ತರಿಸದೇ ಈ ಕೆಳಗಿನ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಬೆಲೆಯೂ 
ನ್ಯ ಮೇ go. ವವರಿಸಿ. DW Sod ಬೆಲೆಯನ್ನೂ ಗುಣಿಸಿ ತಿಳಿದು ವಾದವನ್ನು 


(2) | 3 —4 3 W/E 
WO 1 | a 5 
— 4 5 |, = 9 |, 
(c) WD 3 
—— 5 6 
Wi 9 


3 ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಅಡ್ಡ ದಿಂದ ಅಥವಾ ನೀಟದಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪ 
ನರ್ತನವನ್ನು ಹೊರತೆಗೆದು ಅನಂತರ ನೆರ್ಧಾರಕವನ್ನು ವಿಸ್ಮರಿಸಿ, ಈ ಕೆಳಗಿನ ನಿರ್ದಾರಕ 
Ww ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ _- 


(4-19 18 —9)40)| 14 16 27 
16 —24 8/ —21 . 8 18], 
= 11 33 7=24 9 | 


20 25 30 
12 iw —Is 
16 20 12 


4 ಪ್ರಮೇಯ Vk, ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಎರಡು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ 
BOS, DA, ಒಂದೇ ನಿರ್ಧಾ ರಕವಾಗಿ ಬರೆಯಿರಿ, ಹೀಗೆ ದೊರೆಯುವ ಮೂರು 
; ರ್ಧಾರಕಗಳನ್ನೂ ವಿಸ್ತರಿಸಿ : ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ತಾಳೆನೋಡಿ. 


(©) 


2 4” 3 RN | 
|: | os Se: 
2 1 & 1 WANG 

ಕ್ರ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ನಿರ್ಧಾರಕದಲ್ಲಿಯೂ. ಎರಡನೆಯ ಮನು 


ae "ಅಡ ಗಳ ಭಂಿಪನೇಕು ಮೂಲಾಂಶಗಳಿಗೆ ಒಂದನೆಯ ಅಡ್ಡದ ಯುಕ್ತ, 
| ನ್ಕಗಳನ್ನು ಕೂಡಿಸಿ ಅವುಗಳನ್ನು ಶೂನ್ಯಕ್ಕೆ ಇಳಿಸಿ. ತನ್ಮೂ ಲಕ Mer ೯ರಕ: 48 


(a) —1 5 6; (6); 1 —8 —7 
| 7 —32 a, 5 ee 37 
6 —31 38 4 —30 —29 
(c) 2 5 @ 
6 15 4% 
10 28 49 


22 


6 Without expanding, find the root of the equati 


7 
14 | =9 
2 


1 Determine the roots of the equation 


IW eg 
#8 i eo : 
la ಯ b? | 7 


10.4 Solution of Linear Equations by Determinants. 
Consider the system of linear equations In ty 
unknowns z and y, namely, 


4,2 +d,y=C¢, 
a,c +b,y=c, 
To solve them we first eliminate y by multiplying t 


first equation by b,, the second by 6,, and subtracting o 
from the other. We get | 


(a,b,—a,, )x = (c,b,—c,b,) 


C, 


bo 


b, 
66h | ¢, 0 
mi a, b, 
b, 


a, 
a, C; 
Similarly we can show that y =|—— F 
pi 
a, b 
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G ವಿಸ್ತರಿಸದೆ ಈ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ir 2 a 
2 ೫ 14 4) 
a 1 2 
1 BH ಸಿಮಾಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
|| 1 1 
SZ a b =0 
2 a p> 


10.4 ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಮೂಲಕ ಸರಳ ಸಮಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಿಕೆ. 


೫ ಮತ್ತು y ಎನ್ನುವ ಎರಡು CMH INL ಳಗೊಂಡಿರುವ ಎರಡು ಸರಳ ಸಮೀಕರಣ 
ಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ, 


l 


ayx+0hy 
asx + boy 


Cy 


| 


Ce 


ಇವುಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಲು ಒಂದನೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಶಿ ರಿಂದ ಮತ್ತು ಎರಡನೆ 
ಯದನ್ನು ರ, ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಒಂದರಿಂದ ಇನ್ನೊಂದನ್ನು ಕಳೆದು yಯನ್ನು ವಿಸರ್ದಿಸುತ್ತೀವೆ- 
ಈಗ, (a, ಥಿ — a, b,) NN 65 — Cy b, ಎಂದು ಆಗುವುದು. 


cy) 0 
¢, by — % dy 0೧ Ob, 
pe 
a] — % by a, by 
§ a, b, 
a 2% 
| | a, C9 
pa 
ಇದೇ ಪ್ರಕಾರ, y = -—— ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು, 
| a, by 
| ty be 
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Thus the solution for each variable is expressed as 
ratio of two determinants. The denominator in each ca 


is the determinant D= which is called th 


determinant of the coefficients. To obtain the numerato 
in the value of any variable, we replace in D the column of 
coefficients of that variable by the constants c, and ¢, 
For example for the numerator of the solution for x, we 
replace the column containing a, and a, by c, and @, 
Note that a solution can be found only if D+0. 


9 
Equations with three unknowns. Consider the equa- 
tions | 
aby -ez=d, 
ar +-b,y +6: = dy 
3% +-b,y +-C,2 = d, 


@, 6) GC 
Wt BD = > & & be the determinant of the 
i, 0, & coefficients 


Applying theorems V and VII of para 10.3 we can 


write 
ax b ¢ axz+bytez b 0, | 
De=| an. b & |=| amtlytae b& «o . 
ag C. @ A,x+b,y+c,2 b, Cy | 
Step 1 Step II | 
IW 6 cc, 
=| & & | 
de te Gc, | 
Step Ill 


In step I, we multiply the first column bv z whi 
makes the value of the determinant Dz ; in step II we add 
to the first column y times the second column and 2 times 


Ril 


ಇಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು WIG ಬೆಲೆಯನ್ನೂ ಎರಡು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಾಗಿ 
a, b 
ಅಕೆಪುಲಾಗಿದೆ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿಯೂ ಛೇದವು D — 
a, Ob, 


ಎಂಬ ನಿರ್ಧಾರಕವಾಗಿದೆ. ಇದನ್ನು ಗುಣಕ ನಿರ್ಧಾರಕ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು 
| 'ಚರದ ಬೆಲೆಯಲ್ಲಿನ ಅಂಶವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಲು ಆ ಚರದ ಗುಣಕಗಳಿರುವ ) ಯ 
ನೀಟಿವನ್ನು ೭, ಮತ್ತು 6, ಎಂಬ ಸ್ಲಿರಗಳಿಂದ ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತೇವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 
೫ನ ಬೆಲೆಯ ಅಂಶವನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಲು Aly ಗಳಿರುವ ನೀಟವನ್ನು Cy ಮತ್ತು ¢, 
ಗಳಿಂದ ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತೇವೆ. DAN ಆಗಿದ್ದಾಗ ಮಾತ್ರ ಬೆಲೆ ತಿಳಿಯುವುದು 
ಸಾಧ್ಯವೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 


ಮೂರು ಅಜ್ಞಾತಗಳಿರುವ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
act+by+ez=d, 
a,xt+b,y+e,z=d, 
a,c+by+ez=d, 
ಎಂಬ ಮೂರು ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ 


WD, ©, | 
D = | & & cc, | ಎಂಬುದು ಗುಣಕ ನಿರ್ಧಾರಕವಾಗಿರಲಿ. 
a, 6, c, | “ 
me 6, & ac-byt+ez 6, cj 
Dx “haw 6, cc; =| ag+bhytez om CC 
me 0, c; aatbytez 6b, cy 
" ಒಂದನೆಯ ಹೆಜ್ಜೆ ಎರಡನೆಯ ಹೆಜ್ಜೆ 
d 5b, ¢, | 
= JMU oC, 
| 0, | 
ಮೂರನೆಯ ಹೆಜೆ 


ಒಂದನೆಯ ಹೆಜೆ ಯಲ್ಲ, ಒಂದನೆಯ ನೀಟವನ್ನು ನಾವು ೫ನಿಂದ ಗುಣಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಜಗ ಸರ್ದಾರಕದ ಬೆಲೆ Dax ಆಗುವುದು. ಎರಡನೆಯ ಹೆಜೆ ಯಲ್ಲ RIB 
ನೀಟಕ್ಕೆ ವಾವು ಎರಡನೆಂರು ನೀಟದ y ಯಪ್ಪ ನ್ನೂ ಮಂರಕಸೇಕಕದಕ ; BAY, 


171 


the third column, which does not change the value 
the determinant by theorem VII ; in step III we use 
given equations to replace the elements of the first colu 


by d,, ಡೆ d,. 


Hence we get 


4, 2 4 
p-|% b,c, 
ees d, b, Cz py: 
Similarly we can show that Pp 
a, Ri. p 
a, d, c, [ 
a3 d, 93 i] 
3 D 3 and t 
a, b, d, | 
a 6 || 
i | 4a, 
=~ 


The determinant in the numerator of the solution 
any variable is obtained from the determinant D b 
replacing the column of coefficients of that variable b 
d,, d, and d;. i 


The above method of solution by means of determ 
nants is known as Cramer's Rule. The rule can be appli 
only if D0. 


Examples : 


I 2¢— 5g 2 
Seep] 
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ಕೂಡಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದರಿಂದ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಚಿಲಿ ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ (ಪ್ರಮೇಯ 
VID. ಮೂರನೆಯ ಹೆಜ್ಜೆಯಲ್ಲಿ ನಾವು ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ 
ಒಂದನೆಯ ನೀಟದ ಮೂಲಾಂಶಗಳನ್ನು d,, ಡೈ d, ಗಳಿಂದ ಬದಲಾಯಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ, 


d, b, C, 
qd 0, © 
a; 0, ©, 
r= D ಎಂದು ದೊರೆಯುವುದು, 
a, d, ¢, 
= @ cc, 
| a, d, c, 
ಇದೇ ಪ್ರಕಾರ y= D 
a, 0, @ 
a, 6, ಡೆ, 
a, 6, d, 
i= D 


ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಚರದ ಬೆಲೆಯಲ್ಲಿನ ಅಂಶವನ್ನು ) ನಿರ್ಧಾರಕದಲ್ಲಿ ಆ ಚರದ 
ಗುಣಕಗಳಿರುವ ನೀಟವನ್ನು d,, 4, 4, ಗಳಿಂದ ಬದಲಾಯಿಸುವುದರಿಂದ ಪಡೆಯಂ 
ತ್ತೇವೆ. 


ಹೀಗೆ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಮೂಲಕ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವ ಕ್ರಮವನ್ನು 
ಕ್ರೇಮರನ ನಿಯಮ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. DAVY ಆದಾಗ ಮಾತ್ರ ಈ ನಿಯಮ 
ವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಬಹುದು. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
I 24—5y =12 
axv4y=l 
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12 — 51 


1 1 
124-5 
p — ee = =] 
Solution : 2 ore 2415 
3 ] 
2 18 
-— — 7 ota 
~ 2 EST 
5S) I! . 
The student should check that the solution z= 
y=—2 satisfies the given equations. 
II Solve 
Ty 
3% + 8Y 4D = 
3a+2y—2=1 
2 ea 
D= |2 3 2 | =—7-+8—5=—4.We have expanded 
3 2—1 terms of the first ro 
Solution : 
x 1 | 
d= 338 3 =B llc 
=| 2 =] 
el 
1 2 1 
—4y=|2 3 2 |) HD 
3 —l —l 
el 
r a 2 
wwe | 3 3 ee (+1 aS 
$4 
ಭತ್ತ 
The solution can easily be checked by substituting tl 
values x=], y=—1, z=2 in the given equations. 
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ಸಾಧನೆ: 


i —5 
= I] _ 1245 
2 — OO 
| 2 12 | 
y= tS 2—36 
2 5 | — —- 
3. 1: 


weil, y= —2 ಬೆಲೆಗಳು ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಗೆ ಒಪ್ತವ ಬೆಲೆಗಳು 
ಎಂಬುದನ್ನು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ತಾಳೆನೋಡಬೇಕು. 
1 “8A: g+y+z2=2 


27 +3y+2z=3 
3x + 2y—z=1 
| 1 
ii 3 2 =—748—-5=—4, (ಮೊದಲನೆಯ ಅಡ್ಡದ ಮೂಲಕ 
Dl ( ಎಸ್ತರಿಸಿದ್ದೇವೆ) © 
ಸಾಧನೆ 
oa 1 
| 2i= 2 (—1)+9= 
—l1 2-1] 
VR 
| 2 4 
—4y=|2 3 2 =(—1)—2(—8)+(—11)=4 
3 — et 
Y= 
1 1 
—4z=|2 3 3) = —9—(—11)+2(—5)=—8 
3 2—1 
ge? 
ದತ್ತಸ ಸಮೀಕರಣಗಳ cl, y= 1, 22 ಎಂದು ಆಷೇಶಿಸುವುದರ 


ಮೂಲಕ ಈ ಬೆಲೆಗಳು ಸರಿಯೆಂದು ತಿಳಿಯಬಹುದು. 
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Exercise 104 


Solve the following systems of equations by det 
nants. 


1 6¢+5y=2 2 Ta+lly=4 
4a—3y=14 92-+-8y=—l 

3 52+6y=3 4 27+3y+2z=0 
3 pl L—Y +2z2=3 

—3e +29—2= 1 

5 x2tytz=2 OO 6 «—y—227=4 
22—3y—z2=2 —#+2y—-z=1 
—z+2y+82=—-3 24—3y= 1 


ಅಭ್ಯಾಸ 10-4 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಕೂಟಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಮೂಲಕ ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


1 6x + 5y = 2 2 104+ lly =4 
4x—3y=14 9x +8y=—1 
3 52+ 6y =3 1 20-4 3y4+2=0 
32—4y =—21 r—y +2z2=3 
—3r+2y—z=1 
5 ety+2=2 6 r—y—2z=4 
Qr—3y—z=2 —r-+2y—z=1 
—a2+2y+3z2=—-3 24—3y=1 
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ELEMENTARY CALCULUS 
CHAPTER 11 


Functions and Limits 


11.1 Introduction- Calculus is one of the most i 
portant branches of mathematics. It has important app 
cations in KEngincering and all the Sciences. In tl 
chapter and the next we shall explain some of the fund 
mental ideas of the subject—function, limit, continuity a 
differentiation. 


11.2 Real Variable-—In mathematics we usually ha 
two kinds of quantities— constants and variables. 
constant is a fixed nuinber. For example the sum of the 
three angles of a triangle is always two right angles 
constant quantity. 


( 


A variable is a quantity that can assume any one of 
set of values. If these values are all real numbers, the 
quantity is called a real variable. We often use the symbo 
x to denote a real variable. The set of real numbers whick 


x may assume 1s called the range of the variable. 


Interval —1f a, b are two given real numbers where 
a<b, then the set of all real numbers lying between a and 1 
is called the interval from u toh. This set is usually written 
as (a,b). Ifa variable » takes all real values in the interval 
(a, 6), it is called a continuous real variable in that interval. 


__——— _—~— 


cumstances we say that y isa function of x. We denote 

such a functional relationship by writing y=f(r). We 
j San Ce a 4 as = i i, § 

read this as “y equals f of ©. x is called the independen 

variable and y the dependent variable. 
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ಸುಲಭಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರ 
ಅಧ್ಯಾಯ 1 


ಉತ್ಪನ್ನ ಗಳು ಮೆತು ಪರಮಾವಧಿಗಳು 

11.1 ಪೀರಿಕ-ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರವು ಗಣಿತದ ಅತ್ಮಂತ ಪ್ರಮುಖ ವಿಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ 
ಒಂದು. ಇಂಜಿನಿಯರಿಂಗ್‌ ಮತ್ತು ವಿಜ್ಞಾನದ ವಿವಿಧ ಅಂಗಗಳಲ್ಲಿ ಇದು ಬಹಂಷಾಗಿ 
ಬಳಕೆಯಲ್ಲಿದೆ, ಈ CH, ಯದಲ್ಲಿಯೂ”: ಬಂದಿನದರಲ್ಲಿಯೂ ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರದ ಕೆಲವು 
ಮೂ ಲಭಾವನೆಗಳಾದ ಉತ್ಪನ್ನ, ಷರಪಹಕಾವಧಿ, ಅವಿಚೆ 2&3 ಮತ್ತು ಕೆಲನ ಕ್ರಿಯೆ 
ಇವುಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


2 


11.2 ವಾಸ್ತವ ಚರಸಂಖ್ಯೆ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಸಾಮಾನೈಮಗಿ ಸ್ಥಿರಗಳು 
ಹುತ್ತು, ಚರಗಳು ಎಂಬ ಎರಡು ಪರಿಮಾಣಗಳಿವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 
ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದ ಮೂರು ಕೋನಗಳ ಮೊತ್ತ ಸದಾ ಎರಡು ಸಮ 
ನೋನಗಳು. ಇದು ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ. ಒಂದು ನಿಯತ ಬೆಲೆಗಳ ಗಣದ 
ಯಾವುದೇ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದಾದ ಪರಿಮಾಣವನ್ನು ಚರವೆಂದು ಕರೆಯು 

ತ್ರೇವೆ. ಈ ಬೆಲೆಗಳು ವಾಸ್ತ ವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದರೆ € ಅಂತಹ ಪರಿಮಾಣವನ್ನು ವಾಸ್ತವ 
ತಬ ಆ ಅಥವಾ ವಾಸ್ತವ ಚರವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದೆನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ' x 
ಎನ್ನು ವ ಸಂಕೇತದಿಂದ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೆ "ವೆ. x ವಡೆಯಬಹುದಾದ “SDS, ವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ 
ಗಣವನ್ನು ಚರದ ಶ್ರೇಣಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆ "ವೆ. 


ಅವಕಾಶ ೩b ಗಳು (a<b) | ಎರಡು ದತ್ತ ಸವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿದ್ದಾ ಗ 
a. oF ಗಳ ಮಧ್ಯೆ ಇರುವ ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ನ್ನು a ಯಿಂದ ಶಿ ವರೆ 
"ರುವ ಕಾಶ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತ ವೆ. ಇಂಥ ಗಣವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ (a, b) 


ಎಂದು pe ಯಾತ್ತೇವೆ. ೪ ಎನ್ನುವ “LOY (0,0) ಅವಕಾಶದಲ್ಲಿರುವ ಎಲ್ಲ 
ಪಾಸ್ತವ ಬೆಲೆಗಳನ್ನೂ ಪಡೆಯುವುದಾದರೆ. g ಆ ಅವಕಾಶದಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಪಾಸ್ತಪ 
ಚರವಾಗಿರುವುದು. 

11.3 ಉತ್ಪನ ನ್ನ ಮತ್ತು y ಗಳು ಎರಡು ವಾಸ್ತವ ಚರಗಳಾಗಿರಲಿ. ಇವು 
ಗಳನ್ನು ನವ ಒಂದು ನಿಯಮವಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಈ ನಿಯಮದ 
ಪ್ರಕಾರಣತೆ ತಪ್ಪ ಅವಕಾಶದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆ ಲೆಯನ್ನು ಪಡೆದಾಗಲೂ yಗೆ ಒಂದೇ ಒಂದು 
ಸಹಗಾಮಿ ° ಚಿಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಂ ಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ "ವಿಂದೂ ತಿಳಿಯೋಣ. ಇಂತಹ 
ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಯ ೫ನ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ವಾಗಿದೆಯೆನ್ನು ತ್ತೇವೆ. ಇಂತಹ Wes oF 
ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು Y= <i (2) ಎಂದು ಸನಿಚಿಸುತ್ತೆ ವೆ. ಇದನ್ನು " yಯು ಇನ 
ಎಂದು ಒದುತ್ತೇವೆ. ನ್ನು ಸ್ವತಂತ್ರ ಚರವೆಂದೂ ಯನ್ನು € ಅಧೀನ ಚಠಮೊದೂ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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The rule connecting y as a function of z is usual 
represented by an equation between the two variables 
For example the equation y= 2 +3 defines y as a function 
of x. For any value of z we can find one and only one 
corresponding value of y. In particular for ’ 

g=—2, —l, 0, 1, 2 we have 
hs |, FF, 

We may also write f (2) = 2043; f (--2)=—@ 
f=, f (0)=3, f (1)=5, f Q)=7. 

11.4 Graph of a Function: Take two axes OX 
OY at right angles. If y=/(z), we can represent eacl 
pair of corresponding values (x, y) by a point in the plane. 
We first measure a distance ON along OX equal to z. At 
N we draw NP perpendicular to OX and equal to y. The 
point P then represents the pair of corresponding value 
(x,y). If x is negative, we mark ON in the opposite 
direction to OX ; if y is negative we draw NP in the oppo 
site direction to O. All such points P representing pairs 
of corresponding values (x, y), where y=f(x), form the 
graph of the function. . } 


x 


Pig. 11.1 

In figure 11.1, we have marked the points (—2, —1) 
(—1, 1), (0, 3) and (1, 5) corresponding to the functio 
y=2a-+3. If an indefinitely large number of such points 
are marked, it will be found that the graph of the function 
is a straight line as shown in the figure. | 
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yom, ೫ನ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿ ಬರೆಯುವ ನಿಯಮವನ್ನು ಅವೆರಡನ್ನು ಸಂಬಂಧಿ 
ಸುವ ಒಂದು ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆದರೆ ಇಂತಹ ಸಮೀಕರಣ ಅಗತ್ಯ 
ವೆಂದೇನೂ ಇಲ್ಲ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ y- 2 4-3 ಎನ್ನುವ ಸಮೀಕರಣ ಯನ್ನು ೫ನ 
ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿ ನಿರೂಪಿಸುವುದು. ೫ನ ಯಾವುದೇ ಬೆಲೆಗೆ ಭಯ ಒಂದೇ ಒಂದು ಸಹ 
ಗಾಮಿ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ವಿಶಿಷ 1, ಉದಾಹರಣೆಯಾಗಿ, 
z=-—2, —l1, 0, 1. 2 ಆಗಿದ್ದಾಗ 
y=—l, | ಫಿ 5; 7 ಆಗಿದೆ. 
ಇದನ್ನು f (x) =21+3 ಎಂದೂ ಬರೆಯಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿ —?)=—], 
f(—1)=L f (0)=3, f (1) =5. f (2) =7 one. 
lla ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷ -- ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ox, OY ಎನ್ನುವ ಎರಡ 
ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಆರಿಸಿ. y=f (೫) ಉತ್ಪನ್ನದ (2, y) ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸಹ 
ಗಾಮಿ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಈ ತಳದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿ ಗುರುತಿಸಬಹುದು. ಂ೫ನಮೇಲೆ 
ON (=2)ನ್ನು ಮೊದಲು ಅಳತೆ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. N Pಯನ್ನು oxi Nನಲ್ಲಿ ಲಂಬ 
ವಾಗಿ ಎಳೆದು NP =y ಎಂದು ಅಳೆಯುತ್ತೇವೆ. P ಬಿಂದುವು (x, y) ಎನ್ನುವ 
ಒಂದು ಜೊತೆ ಸಹಗಾಮಿ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. ೫ ಯಣಾತ್ಮಕವಾದರೆ 
0Nನ್ನು 0x® ಮೇಲೆ ವಿರೋಧದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಅಳತೆ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. y Hoss ಕ 
ವಾದರೆ NPಯನ್ನು oy ವಿರೋಧ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಎಳೆಯುತ್ತವೆ. ಹೀಗೆ y= (೫) 
ಆಗಿರುವಾಗ, (zx. y) ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸಹಗಾಮಿ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವ 
P ನಂತಹ ಬಿಂದುಗಳು ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ರಚಿಸುತ್ತವೆ. 


ಚಿತ್ರ 11.1 


11.1 ನೇ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ y-2೫18 ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನದ (—2, 1); 
1. 1), (0, 3) ಮತ್ತು (1, 5) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಇಂತಹ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಅಸಂಖ್ಯಾತವಾಗಿ ಗುರುತಿಸಿದರೆ, ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆಯು ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆ 
ಯಾಗಿದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುವುದು. 
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=, 
Example: Draw the graph of the function ಕಾನ್‌: 
We substitute values of x in the equation and cal 
late the corresponding values of y. Some pairs of corr 
ponding values arc indicated in the following table : 
pe —1, =2 9, eee 
i 0, 4, i, }, 0, }, | a 4, 9 
These points are marked in figure 11.2. If we mar 
an indefinitely large number of such points, we obtai 
Y 


Fig 11.2 


the graph as a curve shown in the figure. This curve is 
called a Parabola. | 
| 


Exercise 11.1 


Bach of the following equations defines y as a 
function of x. Draw the graph of each function. 


] y= 2—3z 5 yY=—F 

2 y=a—4 6 y= 
ರ} = a =—277= ] 
4 y=22 
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ಉದಾಹರಣೆ ಎಗ್‌ ಉತ್ಪ ನ್ನ ದ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ “ಗೆ ೭ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿ 7, ಯ ಸಹ 
y ಯ ಸಹಗಾಮಿ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಂಡುಹಿಡಿಯುತ್ತೇವೆ. ಕೆಲವು ಸಹಗಾಮಿ ಬೆಲೆಗಳ ಜೊತೆಗಳನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಪಟಿ ಮಾಡ 
DAG. ಕ್‌ 
r= —ತಿ =), —l,— —i, 
y = 9, 4, ie _ 
| ಈ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 11-92ನೇ ಚಿತ ದಲ್ಲಿ ಲಿ ಗುರುತಿ ಗಿದೆ. ಇಂತಹ ಅಸಂಖ್ಯಾತ 
.¥ ° 


| ಚಿತ್ರ 11.2 
ಕಂಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸಿದರೆ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ಕಾಣಿಸಿದಂತ ರೇಖೆಯ ನಕ್ಷೆ ದೊರೆಯುವುದು. 
3 ರೇಖೆಯ ಹೆಸರು ಪೆರಾಬೊಲ (ಪರವಲಯ) 


~, 


ಅಭ್ಯಾಸ Ll 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಮಿ ನೀಕರಣವೂ, ಯನ್ನು ೫ನ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ 


ವಗ ನಿರೂಪಿಸುವುದು. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಉತ್ಪನ್ನ SN ಹ ನಕ್ಷೆಯನ್ನೂ ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


1 y=2—32; y= ೫ 

3 y= —a— 2; 4 y= 22 

5 Woy = vl 
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11.5 Limit of a Function—So far we have b 
finding values of a function y=f(z) by substituting val 
of x and calculating the corresponding values of y. @ 
may happen that when we substitute a particular value 
of z the equation does not determine any value of y 
Consider for example the function given by the equation 
°° g—l 
= == * 
meaning. In other words the function has no value 
corresponding to c=1. Let us examine the values of 7 
for values of x very near to 1. We set down such corr 
ponding values in the following table : 


If we put £=1 we find ೪ನ , which has no 


e=0.9 0.99 ೪.909 4.08 1.01 LJ 
y¥=1.9 1.901.999 see “yor 2 4 


We notice that as « approaches closer and closer to the val 
1, y approaches closer and closer to the value 2. We descri 
this behaviour of the function by saying that “‘y tends 

the limit 2 as x tends tol.” | 


The notion of limit is of very great importance id 
mathematics. 


The student must clearly understand that a limitin 
value is not necessarily an actual value of the function 
It is a value which the function approaches closer an 
closer as the independent variable x approaches the corres: 
ponding value. We may state the general definition 
a limit as follows : 


°° Defimtion: A function y= (x) is said to tend to ¢ 
limit | as x tends to a value a if we can make the differen 
y—l as small as we please by taking x so that the differen 
r—a 1s sufficiently small. 
We write symbolically lim f(x)=1 


ca 
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11.5 ಉತ್ಪನ್ನದ ಪರಮಾವಧಿ ಇದುವರೆಗೆ y=f (x) ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನದ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ೩ on ಬೆ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿ yಯ ಸಹಗಾಮಿ IN ಗುಣಿಸು 
ವುದರ meee ಪಡೆದಿದ್ದೆ 93, ಆದರೆ ಕೆಲವು ಸಲ ಒಗೆ ಒಂದು ವಿಶಿಷ ಬೆಲೆ 
ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, ಸಮಾಕರಣವು yಗೆ ಯಾವ ಬೆಲೆಯನ್ನೂ ನೀಡದಿರಬಹುದು. 

2—1 


} <= ಎನ್ನುವ ಸಮೀಕರಣವು ನಿರೂಪಿಸುವ ಉತನ್ನವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 
~r—] wet a 


t= 1 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, yor ಎಂದಾಗುವುದೆಂದು ನೋಡುತ್ತೇವೆ 
ಆದರೆ ಈ ಬೆಲೆಗೆ ಅರ್ಥವಿಲ್ಲ. ಅಂದರೆ, x = 1 ಆದಾಗ ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ ಸ ಹಗುಮಿ ಬೆಲೆ 
ಇಲ ಎಂದರ್ಥ. ಹಾಗಾದರೆ, 2 ನ BSN |] 3, ಅತಿಸಮೀಪವಾದಾಗ yO 3S 
ಗಳೆಷ್ಟೆಂದು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. ಇಂತಹ ಪರಸ್ಪರ ABMA ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಪಟ್ಟಿ } 
ಮಾಡಲಾಗಿದೆ. 
2 = 0.90.49 0999, 1.001, 1.01, 1.1 
y = 1.9; 1-99: 1999, 2.001 2.01, 2.1 

೫ ನ ಬೆಲೆಯು [ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ y ಯ ಬೆಲೆಯು 2ನ್ನು ಸಮೀಪಿ 
ಸುವುದು ಎಂದು ಇದರಿಂದ ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. x “woes ದನ್ನು ಸಮಾಷಿಸಿದಂತೆ 7 y ಪರಮಾ 
BO ಬೆಲೆ2 ನ್ನು ಸಮಾಪಸುವುದು ಎಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಈ ವರ್ತನೆಯನ್ನು ವಿವರಿಸು 
ತ್ತೇವೆ. 

ಪರಮಾವಧಿ ಎಂಬ ಕಲ್ಪನೆಯು ಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಬಲು ಮುಖ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಪರಮಾವಧಿ ಬೆಲೆಯು ಅದರ ನಿಜವಾದ ಬೆಲೆಯೇ ಆಗಿರಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ 
ಎನ್ನುವುದನ್ನು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ ತಿಳಿದಿರಬೇಕು. ೫ ಒಂದು ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಉತ ನ್ನವು ಸಮಾಪಿಸುವ ಸಹಗಾಮಿ ಬೆಲೆ. ಅದರ ಪರಮಾವಧಿ. 

ಘರಮಾವಧಿಯ ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ನಾವು ಹೀಗೆಂದು ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು: 

ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: |x! ವ್ಯತ್ಯಾಸವು ಸಾಕಷ್ಟು ಅಲ್ಪವಾಗುವಂತೆ ೫ ನ್ನು ಆರಿಸು 
WAS Bowes y= f(x) ಎಂಬ ಉತ್ತ 3 BOE | <= | ಬೆಲೆಯನ್ನು ನಮಗಿಷ 
ಬಂದಷ್ಟು ಅಲ್ಪ ವನ್ನಾಗಿ ಮಾಡುವುದು ಸಾಧ್ಯ ವಾದರೆ ೫, a ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ 
y= ie | ನನ್ನುವ ಪರಮಾವಧಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುವುದೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. 

ಇದನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 

lim f(z) =1 ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ta 
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Theorems on Limits—1 The limit of the sum of two 
functions is equal to the sum of their limits. 


lim f, (2), f, (w) are functions of x and lim f, (z)=1l,, and 
5 
lim f, (x)=. then it is obvious that the sum f, (2) +f, (2) 
oma 
approaches closer and closer to the sum 1, +1, as x appro- 
aches closer and closer to the value a. 


Hence lim [f, (x) +f. (x)J=1, +1, 


tas |! 


The theorem can easily be extended to the sum of a finite 
number of functions. We have: The limit of the sum of 
a finite number of functions is equal to the sum of their limits. 


Example : 


lim [2¢°+82+5]J=lhm (20°)+lim (3x7)+lim (5) 
“2 ಜ್ತ ae 2-2 


~—2. 843 294+5=1646+45=27 
| 


Il. The lumeat of the product of tro functions is equal 
to the product of their limits. 


The theorem states that if hm f(r)=l and lim f.(1)= 


va wa 


then Im [f,(z) x f,(7)J=1,xl,. The student will have y 
a a 


difficulty in accepting this result as obvious and extending 
it to the product of a finite number of functions. 
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ಪರಮಾವಧಿಗಳ ಮೇಲೆ ಪ್ರಮೇಯಗಳು 


1 ಎರಡು ಉತ್ತನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತದ ಪರಮಾವಧಿಯು ಅವುಗಳ ಪರಮಾವಧಿಗಳ 
ಮೊತ್ತಕ್ಷೆ ಸಮ. 


f(x) ಮತ್ತು fix) ಗಳು 2ನ ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 
Lt f,(z)=l,, lim f,(x) =I, ಎಂದಿರಲಿ. 
La eg, 
ಆಗ x, ೩ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ f (x) + f(x) ಮೊತ್ತವು 1 +1, 
ಮೊತ್ತವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುವುದು ಎಂಬುದು ಸ ಷ್ವವಾಗಿದೆ 
«lim [f,(2) +f,(2)] =! +4, 
xr a 
ಪರಾಪ ಸಂಖೆ ಯಲ್ಲಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತಕ್ಕೆ ಈ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಸುಲ 
ವಾಗಿ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. ಆದುದರಿಂದ "« ಪರ್ಮಾಪ್ತ ಸಂಖೆ ಯಲ್ಲಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ 
ವೆ 


ಲ್ರಿ 
ಮೊತ್ತದ ಪರಮಾವಧಿಯು ಅವುಗಳ ಪರಮಾವಧಿಗಳ ಮೊ ತ್ತಕ್ಕೆ ಸಮವಾಗಿದೆ. 
ಉದಾಹರಣೆ - 
lim (22° + 31 +5) = lim (22°) + lim (32) + lim (5) 
15 S22 ೫ BR 


=2-2'43-245=164+6+46=27 


J] ಎರಡು ws ane? ಗುಣಲಬ್ದ್ಬದ ಪರಮಾವಧಿಯು ಅವುಗಳ ಪರಮಾವಧಿ 
ಗಳ ಗುಣಲಬ A ಸಮ. 


ಈ ಪ್ರಮೇಯದ ಪ್ರಕಾರ lim fi(x)-1, ಮತ್ತು lim f(r) =, 
“La “a 


ಎಂದಾದರೆ, lim [f(x2)xf(wJ=l, 1 ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಇದನ್ನು ಅರ್ಥಮಾಡಿಕೊಳ್ಳು ವುದರ್ಷಿಯೂ 


P a we 
> pS FN ) i 
ಇದೇ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಮಿತಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ನ ಕ್ಲೆ ವಿಸ್ತರಿಸುವುದ 
ರಲ್ಲಿಯ A ವಿಡಾರ್ಥಿಗೆ ಏನೂ ಕಷ್ಟವಾ ಲಾರದು 


Example :- 


If f(x) =20' +30 +5 and f,(c)=<2*, then as in the above 


example, lim f(2)=27 and hm f(z) = 16 
9 i | te 


Hence lim [ f(r) x £(#) |= 27 x 16= 432 
— 


II The limit of the quotient of two functions is equal 
to the quotient of their limits. provided the limit of the denoma- 


nator is not zero. 


The theorem states that if lim f(2)=4, lim f,(2)=1,, 
aa, i ad 


lim f(z) _ 1 . provided 1, #0 


LE RE) & 


Example :— 


It f, («)= 22° +3x-+5 and f, (x)=, we have as shown 
above hm f, (x)=27, lim f, (z)=16 
Qe: GZ 


Hence lim be sy | 
ne WB 


11.6 Continuity— For many functions the limiting 
value of the function as x tends to a is also the actual value 
of the function at that point. In other words we often 
have lim f(z)=f (a). In this case we sav that the function 

3 
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ಉದಾಹರಣೆ - f(x) =O +3245 ಮತ್ತು fake) =! ಎಂದಿದರೆ 
ಹಿಂದಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಂತೆ, 7 


lim f(z) ಗ, 382, lim PD 16 
g-72 0 


:. we [ f(x) x f,(z)] =27 x 16 = 432 
a? 


TIL ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಭಾಗಲಬ್ದದ ಪರಮಾವಧಿಯು ಅವುಗಳ ಪರಮಾ 
ವಧಿಗಳ ಭಾಗಲಬ್ಬಕ್ಕೆ (ಛೇದದ ಪರಮಾವಧಿ 0 ಆಗಿರದಿದ್ದಾ ಗ ಮಾತ್ರ) ಸಮ. 


ಈ ಪ್ರಮೋಯದ ಪ್ರಕಾರ, lim Hie) =1, lim Mey, ಆಗಿದ್ದರೆ, 
lim f(z) l, 
a 
ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಉದಾಹರಣೆ : fi (2-20 +3245 ಮೆತ್ತು 


fi (x) = ಎಂದಿದ್ದರೆ 
ಹಿಂದಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಂತೆ, lim f, (z)=27, lim f, (x) =16 
೫ = | 
ಎಂದಾಗುವುದು. | F 


lim 227543245 27 
2" 16 


118 ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಅನೇಕ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿಗೆ ೫, a ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ 
ದೊರೆಯುವ ಪಠಮಾವಧಿಯೂ ೫, y ಅವಾಗ ದೊರೆಯುವ ನಿಜವಾದ ಬೆಲೆಯೂ 
ಸಮವಾಗಿವೆ, ಅಂದರೆ, 

lim f (x) =f (a) 


La 
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f(x) is continuous at the point z=a. The graph of 1 
function will be a continuous curve at that point and 
will be able to trace it without lifting our pencil from 
paper. On the other hand if a function is duscontinu 
at a point then we shall not be able to trace the gr 
continuously at that point. 


Example: A function f(x) is defined as follows + 


f(2)= 1 for all negative values of x, namely for <0, 
f(z)=4 for zero and positive values of x, 1. for 23 
The graph of the function is shown in figure 11.4 
| 


Fig. 11.3 


Corresponding to negative values of x. the graph consist 
of a straight line parallel to the axis of z and at a distan 
1 umt from that axis. Corresponding to zero and positi 
values of x the graph is also a straight line parallel to th 
a-axis but at a distance of 4 wnit from that axis. W 
easily see from the graph that the function is discontinuo 
at the point «=0. In fact if we trace the graph from left t 
right we have to suddenly jump half a unit downware 
as we pass through the point zero! We explain th 
discontinuity mathematically by showing that the functio 
has no limiting value at the point x=0. As x approache 
0 through negative values the function approaches th 


(81 


ಇಂತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ Ff (#) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವು ೫-4 ಎನ್ನುವಲ್ಲಿ ಅವಿಚಿನ್ನ 
ವಾಗಿದೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆಯು i 
"ತುಂಡಾಗದ) ರೇಖೆಯಾಗಿದೆ ; ಕಾಗದದಿಂದ ಫನ್ನಿಲಿನ್ನು ಮೇಲೆತ್ತದೆ ಅದನ್ನು BE xo 
ನಮಗೆ ಸಾಧ ವಾಗುವುದು. ಹೀಗಲ್ಲದೆ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವು ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ತಿ 

ವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದರೆ ಅದರ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಸ ಸಮೀಪದಲ್ಲಿ ತುಂಡಾಗದಂತೆ ಬಿಡಿ 
ಸುವುದು ಸಾಧ ವಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 


\ 


ಉದಾಪರಣ್ಣೆ : Ff (2) ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಈ ರೀತಿ ನಿರೂಪಿಸ 


2ನ ವಲ್ಲ ಖಯಣಬೆಲೆಗಳಿಗೆ f (yl, 7 ಅಂದರೆ ie 0) ಮತು ಿ ಜಸ ಶೂನ್ಯ 
ಮತ್ತು ಧನ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ (x) = }, (ಅಂದರೆ ಬಜಿ ಆಗಿರುವ ಉತ್ತನ್ನದ ನಕ್ಷ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು 
11.3 ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಲಾಗಿದೆ. gS ಯಣ ಚೆಬೆಗಳಿಗೆ ನಕ್ಷೆಯು ೫-- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 


¥ 


ಚಿತ್ರ 11.3 


ay LS ಕ್ಲ ಳು ಕು 

ಅದರ ದೂರ 1 ans, ೫-0 ಆದಾಗ arenes ಎಚ್ಛನ್ನ ನಾಗಿ pa ಗಿದೆ) 

; ನಾವು ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ 

ಮಾನವನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಧುಮುಕ 
ತ್ರ 


1 
zx 2 A 2 a - 
« ~~. ಲಾ, [ TA 
ಜೀಕಾಗುವುದು! ಈ ವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ರನ್ನು ನಾಪು ೫-0೧ ಆದಾಗ ಉ ನಕ್ಕೆ ಪರಮಾವಧಿ 
P id ~ 
ಬೆಲೆಯಿಲ್ಲ ಎಂದು ಹೇಳುವುದರ ಮೂಲಕ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. ೫ ಶೂನ್ಯ 


value 1; whereas if « approaches 0 from the right throu 
7 : aim A 
positive values, the function approaches the value 3. 


Most of the functions we are familiar with are con 
tinuous for all values of z. We give below importa 
examples of continuous functions : (i) f(2)=x (1) f(x) =2 
(ii) f(r)=ar + br+c. where a. b, c are constants 
(iv) f(2)= 1 where nis a positive integer, (v) pir 
+a, v’+....+ana", where nis a positive integer and th 
as are constants, (v1) f(z)=sina, (vii) f(z) = cos z. 


For continuous functions like the above, the limit 
at any point is the actual value of the function at that 
point. For example the limit of f(z) =27 +3¢44 as 4] 
tends to 5 is f(5)=2.57+3.544= 69. 


11.7—Two Important Limits. | 
. 


I lim a—an 
= nat 


- where 7 is a positive integer. 
“7a 2—-a 


Proof: If we substitute r=a in the fraction we get 


0 


7 . 0 ANN 
the indeterminate expression -. This indicates that («—a) | 
s a factor of the numerator. In fact we have | 


ma (2a) (og por tee) 
2a (2—a) 


Now we can cancel the common factor from numerator and 
denominator only if it is not zero. that is, only if ¢ is not 


equal to a. But in finding the limit we are concerned 
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2, ಯುಣ ದಿಶೆಯಿಂದ ಸಮೀಪಿಸುವಾಗ ಉತ್ಪನ್ನವು 1 ನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುವುದು; 
ನರೆ x ಶೂನ್ಯವನ್ನು 2 ಬಲಗಡೆಯಿಂದ (ಧನ ರದಿಶೆಯಂದ) ಸಮೀಪಿಸುವಾಗ ಉತ್ಪನ್ನವು 
ವನ್ನು ಸಮೊೂಪಿಸುವುದು. 


ನಮಗೆ ಪರಿಚಯವಿರುವ ಬಹುಪಾಲು ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ೪ ನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 
ವಿಚ್ಛಿನ ವಾಗಿರುವುವು. ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಡುತ್ತೇವೆ 
1) f (2) = 25(1)f (x)= = (ul) f (w)= a+ bre: 
Ra, b, cn ಸ್ಥಿರಗಳು (iv) f(x) = 2೫.೧ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ: 
Wom Portas EE... x» GS ಪೂರ್ಣಾಂಕ 
ಕುತ್ತು a ಗಳು ASN: (vi) f (x) = Sinz: (vu) f (x) --Cose 


ಮೇಲೆ ಬರೆದಂತಹ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿಗೆ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಪರಮಾ 
ರಧಿಯು ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ bled ಬೆಲೆಗೆ ಸಮ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ ;, 5 ನ್ನು 
ಸಮೊಪಿಸಿದಂತೆ 


Jf (2) = 27431 44 ಇದರ ಪರೆಮಾವಧಿಯು, 
f (5)=2.57+3.54+4=69 
11.7 ಎರಡು ಮುಖ್ಯ ಪರಮಾವಧಿಗಳು 


T hm 2°—a” 


=na"”', n ಧನಪೂರ್ನಾಂಕ. 
ua ga 
ವಿ 0 ದೆ ಗ ಉತನವು p ಎಂಬ ಅನಿಶಿತೆ 
ಸಾಧನೆ: x= ಎಂಷು ಆಹೇಶಿಸಿದಾ ಉತ್ಪನ್ನ ಪ್ರ 6 ೦ಬ vo 


BE ತಳೆಯುವುದು. ಇದರಿಂದ (z—a) ಯು ಅಂಶದ ಅಪವರ್ತನವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ಳಿಯುವುದು. 

ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿ, 

ae Fee + Oe + + ee 
— = (x—a) 


ಈಗ ಅಂಶಕ್ಕೂ ಛೇದಕ್ಕೂ ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿರುವ (1-೧) ಎಂಬ ಅಪವರ್ತನ 
ನು, ೫-“ಇಯ ಬೆಲೆ OC ಆಗಿರದಿದ್ದಾಗ ಮಾತ್ರ. ಆದರೆ 
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with values of « which are near to a and not equal 
Hence for such values we can write 


oa" =I ನ್ನ 342 1 

UL 
L—tt 

Now as x approaches a, each term on the right approa 

the value ar—!. Since there are n such terms, we have 

hm x—a 

=a p—a 


= ಗ್‌ 


IT lim Sin¢_, 
#0 ¢ 


Here ¢ must be measured in radians. For $%=0 we 
have Sin $=0. We have to prove that although b 


a 
4 


Fig. 11.4 


numerator and denominator take the value zero. for iD 
yet the fraction approaches or tends to the limit 1 as 
tends to zero. | 


In figure 11.4, let 2 AOP=¢, A and P lyi 
| | fas =~, A 4 ing on 
circle with centre O. PN is perpendicular to OA ball AT 
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ಮಾವಧಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಾಗ gh ಸಮೀಪವಾಗಿರುವ (ಸಮವಾಗಿರುವ 
2) ೫ನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಮಾತ ಶ) ನಾವು ಪರಿಗಣಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಅಂತಹ ಬೆಲೆ 
ಳಿಗೆ, 
2a" 
2—a 
ಬದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
೫, a Woo, ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ ಬಲಬದಿಯಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪದವೂ 
೫! ಬೆಲೆಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುವುದು. ಇಲ್ಲಿ ಇಂತಹ ೫ ಪದಗಳಿರುವುದರಿಂದ, 


_ gn! +" "a +n a” + 66° nl 


lim #”"—a” — 
UA ——e ; 


II hm Sin ¢ 


ಘಿ p ಈ 


ಇಲ್ಲಿ ಫಿವನ್ನು ರೇಡಿಯನ್‌ಮಾನದಲ್ಲಿ |ಅಳತೆಮಾಡಬೇಕು. 4-0 ಆದಾಗ 
3in P=0. ಹೀಗೆ ೪-0 ಆದಾಗ ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳೆರಡರ ಬೆಲೆಯೂ 0. 


ಗ 


P 
P N 
ಚಿತ್ರ 11.4 
ಆದರೂ ಭಿನ್ನ ರಾಶಿಯು (p, 0ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ) ಪರಮಾವಧಿಯು ಒಂದನ್ನು 


ಸಮೀಪಿಸುವುದು. 
ಚಿತ್ರ 11-4 a / AOP=$ ಎಂದಿರಲಿ. A ಮತ್ತು Pಗಳು 0 ಕೇಂದ್ರ 


ವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಪೃತ್ತದ 35903, PN, OAR ಲಂಬ. ATS ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
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the tangent at A mecting OP produced at T. O From 
figure it 1s clear that 
area of AOAP<area of sector OAP <area of AOA 
“3 OA. NP<} OA? g<} OA. AT 
Dividing throughout by } OA’ and using the fact 
OA=OP we get. | re A 


t 


NP OO AT 
1) ~~ 


l.e. sin?<¢<tan ¢. 
Dividing throughout by Sin ¢. which is positive 
small positive values of #. the inequality becomes 
? 1 
Be 
Sin? Cos¢ 
or taking the reciprocals and reversing the inequaliti 
we get 
Sin > 
le Cos 1) 


Now as > 0,Cos > 1. Hence od [TO between 1 a 


a quantity which tends to the value 1. It follows that 


lim 2 | a 
$0 # 


| NN 
Examples :—(1) Evaluate lim © 
co? r—r—2 


Both numerator and denominator take the val 


— for a=2. Hence r—2 is a factor of both, and \ 
ave | 


v+r—6 _ (243) (2-9) 
ee ee em 
ae ° provided x32 
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Amd asa ಸ್ಪ BES. ಅದು ವೃದಿ ಸಿದ 0P ಯನ್ನು TW ಸಂಧಿಸುವುದು. 
ಚಿತ್ರದಿಂದ 7 “ 
AOAPS ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ <OAP ವೃತ್ತಖಂಡದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ 
ವೃತ್ತ ಖಂಡದ aw ಬೆಲೆಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತಾ, ೭ A OATH 
ತ wo :. § OA NP <4 0A ¢ <40A AT 
ನಿಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. OCA=OP ~~ Sam 
NP AF 
a 
OP 04 
Sn? < ? <tan¢ 
go ಸಣ್ಣಿ ಧಹ 4 ೨ಲಿಗಳಿಗೆ Sin p ಧನಾತ್ಮ ಕವಾಗಿದೆ: Sin pw ಯ್ಯಿಂದ ವಿನ ಅಹ 
ಮತೆಯನ್ನು ಭಾಗಿಸಲಾಗಿ 
Re ee 
Sin ¢ Cos 
ಇದರ DAWA (ಆಗ ಅಸಮತೆಯ ಚಿಹ್ನೆಗಳನ್ನು ವಿರೋಧವಾಗಿ ಬರೆಯಬೇಕು) 
Sin 
l> —! > Cos ¢ ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಈಗ ¢-0, cos $— 1 (ಎಡಗಡೆಯಿಂದ). 


ಎಂದಾಗುವುದು. 


. ul. 1ಕ್ಕೂ, 1ನ್ನು ಎಡಗಡೆಯಿಂದ ಸಮೀಪಿಸುವ ಇನ್ನೊಂದು 


Pp 
ಸಂಕೇ ತಕ್ಕೂ ನಡುವೆ ಇದೆ. 


ಇದರ ಬೆಲೆ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
೫-2 ಆದಾಗ ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳೆರಡರ ಬೆಲೆಯೂ 0 ಆಗುವುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ (4 —2) ಎಂಬುದು ಎರಡರ ಅಪವರ್ತನವೂ ಆಗಿದೆ. 
7+2—6 (243) (2—2) 243 


anand = —————————e————eeee ee == Ws wu 9 paf- 2 
a 1) (z—2) z+ 
2—2—2 (2+ 1) ( ಆದರೆ sim 
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Hence as x approaches the value 2, the given fracti 


approaches the value = 5 This is the require 


Z 2-4-1 
limit. 
(2) Evaluate lim amy 
co «= 


When @=0, 1—cos @= 1—cos 0= 1—1=0 


To find the limit as 060, we first simplifv the expres 
sion as follows :— | 


2 
. 29 f sin 4 
2 sin — 3 x _ 
1—cos 6 _ 2 | 6 | 
pe eg 
ಕ್‌ ಮ 9 A 
patting = =x, we have lim en = lim 2-1, (11.2) 
= T 
0 a0 
ie mm. 1 iw 1 sin 6/2 
al ual 
=}x1=4 


Exercise 11.2 


1 If f(x)=32°—22’+5x—4 find the values of f(—2) 
f(=-1), f(0) and f(3). | 


2 If f(z) = — find f(0), f(1) and f(—2). 
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ಈಗ ೫, 2 x, ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ ದತ್ತ ಭಿನ್ನ ರಾಶಿಯು? 183 + 3 


ಎ) 
se; @ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಂವುದು. ಇದು ಬೇಕಾದ ಪರಮಾವಧಿ. 
(2) ೫ 3 — Cos ರ ದರ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
0 42 
C=) Seen, 1 — Con 0 = 1 — Cos 0 = 1 — 1 &@ 
6 — 0 ಆದಾಗ ಪರಮಾವಧಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಮೊದಲು ಸಣವು ಉತ್ಪನ 
ವನ್ನು ಸುಲಭರೂಪ ಕೈ ಇಳಿಸುತ್ತೇವೆ. | 
«OP 
ee © an 
ie. 8 . ವ 
ರ್‌ >" ಎ i 
| m 2 3 
0 


lim 2 bm sng _ 1: (11.2) 
00 ° @ LC oo 
2 
ne Tt 
sin < 
* lim 1 — cos pe lim ri 
é—o ”~ | “ @—o ? 0 
2 =! 
= x 1 = 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 11-2 
1 f(z) = 303 — 2+ 5a—4 UDO, f (—2), f (—1); 
f (0) ಮತ್ತು f (3) ಇವುಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
12 = 2 ಇವು 
2 = > BD f (0). f (a), 2, f (2) * 
J (2) a+ & (0) 
ಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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24 


3 If fle) =2+— show that f(x)=f(1/z) 


4 A function f(z) is defined as follows : 
f(z)=—-2, for 2<0, 
f(z)=a for 280. 


Draw the graph of the function and examine wheth 
it is continuous at x=0. 


i 


5 Repeat exercise 4 for the following function 3 


fla)= x T0205E20; 
f(x)=1 for 2>0 


Evaluate the following hmits :— 


6 UB (2249044) 


LO 
7 hm 2°+9 | 
CE ¢+3 
3 lim 2?+3a2—10 


ಕಾ G2 


9 hm 2#+32+2 
t-—] IF +4043 


lim z?-+2z 
10 
20 37-+-1 


hm 2 +32 


1 
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1 ] 
i ೬. ead 4 ee ತೋರಿಸಿ, 
3 fi 4 ft @ § (yo re) 


4 f(x) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಿದಂತೆ ನಿರೂಪಿಸಲಾಗಿದೆ. 
FW) = 202880 ಇರುವಾಗ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆಯನ್ನೆಳೆದು ಅದು ೫ = 0 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೇ 
ನಿಂದು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 
5 4 ನೇ ಅಭ್ಯಾಸದಂತೆ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 
f(z) = x, 2 < 0 ಇರುವಾಗ 
f(z) =1,. 2 >0ಇರುವಾಗ 
ಪರಮಾವಧಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


lm ‘ 

6 4-40 (22+ 3x +4) 

> lim 2-9 
23 +3 

8 lim 2+32—10 
WO ರ) 

9 lim a?+3x2+2 
go —l +4243 
lim 2?+2 

10 $0 3z41 

a lim a?+32 


2-0 xx 
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12 limmr—a -— lim tan 6 


16 
La ga 6—0 4 
hm 2x—16 lim sin m6 
13 " 17 ,-9 =; 
UW’ 4D sin n 6 
lim sin26 ~ : lim sinaé@ 
If 0” 0 i == tan b 6 


lim sin n@ 


15 @— 0 9 


11.7 Two Important Limits 


1 hm 2’—a* 


~_= = na", where mn its any ratio 
Le Ge 


number. 


1. Fimstletn be a positive integer. Then 


A a ae I A, 
NN 
2—a ‘(2—a) 


We can cancel the common factor (7—a) from nun 
rator and denominator only if it is not zero. But in findin 
the limit as za we are concerned with values of x near 


and not the value x=. Hence for such values we ¢ 
write 


v"—a” 1 2 3,9 
Sonata. 
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12 im ಖ್‌ ig um tane 
a 7a = 6-0 ay 
13 = 5 x'—16 17 lin Sin m 0 
ಕ್‌ ಹು py 0>0 Sand 
lim Sin 26 ls es 
14 — wm wm a 8 
ಯು .: = 8-0 tanb 6 
iki lim Sinn 


6=0 9 


11-7 ಎರಡು ಮುಖ್ಯ ಪರಮಾವಧಿಗಳು 


1 n ಯೂವುದೇ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವಾಗ 


lim 2*—a" 
>a «£2—a 


೬ weno ಧನಪೂರ್ಲಾಂಕವಾಗಿರುವ ಸನ್ನಿ ವೇಶವನು ಮೊದಲು 


HN Mb 
Cc 


(c—a) (Cat @+...+ ea} 


L—a 


4 ಯು ಶೂನ್ನ ಆಗಿರದಿದ್ದರೆ ಅದನ್ನು ಅಂಶ ಮತ್ತು ಭೇದಗಳಿಂದ ಹೊರ 


“ 


ಶಿ 
ಆದರೆ  ಪರಮೂವಧಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಾಗ ಯು 
ಮೀಪದಲ್ಲಿರುವ ೩ನ ~~ ನಾವು ಪರಿಶೀಲಿಸುತ್ತೇವೆಯೇ ವಿನು ೫= ೩ ಎಂಬು 


[17 
pt ಮ್‌ a 


oc 


oe" a ow at +t eee + 


\ 


Bes ಬರೆಯಬಹಾದು. 
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Now as z approaches a, each term on the right apy 


ches the value a’—'. Since there are 1 such terms, 


have 
lim 2’—a” 
ay ee 
2a ¢—a 


for any positive integer n. 


2 Let » be a negative integer. We can write n 


where m is a positive integer. 


TI 2a” Pe —_q-" 1 wr—aqn 
en ———— = _ = — —— 
x—a x—a aman va 
Ima —a" _ hm 1 hm 2—am 
TEU ga ye La man TBA xa 
1 a) | . e e . - 
= . mam! since m 1s a positive integer. 
ava" 


ees —ma-” —!1 —na"—" 


Hence the theorem is true for any negative integer 


3 Finally let 


n=, where p, 7 are integers. 


1 a 
Put x1—y and ai=b. Then r=y!,a=b!, Alsoasz 


yb and we have 


>. © 
Ua Na _ yb 


೫ , ೩ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ ಬಲಗಡೆಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪದದ 
ಬೆಲೆಯೂ qr—! ಯನ್ನೇ ಸಮೀಪಿಸುವುದು. ಇಂತಹ ೫ ಪದಗಳು ಇಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ 
bm wa a 

xa 2—a = ಇ 
ಇಲ್ಲಿ ೫ ಯೂವುದೇ ಧನ ಪೂರ್ಲಾಂಕವಾಗಿದೆ. 


೨ n ಯೂವುದೇ ಯಣ ಪೊರ್ಹಾ ಂಕವಾಗಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ MY n=—m ಎಂದು 
ಬರೆಯಬಹುದು, m ಧನ ಪೊರ್ಲಾ ಂಕವಾಗಿದೆ. 


nnn : —m gm 
se ರ್‌ 1 


2H 
gm a” 1—a 


x—a a 
lim oa Ohm 1 bom 2—a 
8-4 oe TA gman L-a ga 
— — | ma, (m ಧನಪೂರ್ಲಾಂಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ) 
a”a™ 0) 


NE — nate’ 


ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಪ್ರಮೇಯವು ೫ನ ಯೂವುದೇ ಯಣ ಪೂರ್ಲಾಂಕ ಬೆಲೆಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 


3 ಕೊನೆಯದಾಗಿ, mw? , ಎಂದಿರಲಿ. 


; p ಮತ್ತು 4 ಗಳು ಪೂರ್ಣಾಂ 


Ai i 


2, al=b ಎಂದು ಬತೇರಿ. ಆಗ a=y!. ೫ 
ಎಂದಾಗುವುವು. ಆ ದೇ ೫7> ಆಗುವಾಗ, yb 


2 
aa ity 
sa UU ua yf—b!? 
2 ಹಾ ಕ್‌ 
yD y—b 
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hm o—a" + lm Pa. im P- 


od gale yb y—b ಇ yb y—b 


= pbr—' + qh", (since p, q are integers) 


p-1 p_! 

= Le 2 av = 4 7 = 
? q q 

Hence the theorem is true for any rational number 


Examples : 
lim «=a, 
(1) Ce. a 5=a 
eam x 1 
2 TR 1 ee — 
2) 2-9 r—2 8 


i= vs © 


wc” a xa 2/ 
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y?—be . lim y—b 
f= 3 


lim OO a” lim 


"ಖ್‌ aa Gb “gh 
= pb’—' = qh", (p, qಗಳು ಪೂರ್ಲಾಂಕಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ) 


me « 4 
= Ppa hs § a@¢d= Piaf 1 
= noe" 
q A q 
nd 


ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಪ್ರಮೇಯವು ಕಾವುದೇ ಪರಿಮೇಯ ಬೆಲೆಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು: (1) = 
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CHAPTER 12 


Differentiation 


12.1 Let us consider a function y=f(z) for som 
specified value of x. We now perform an operation 0; 
the function at the point z so as to obtain a new function 
The operation is as follows :— 


Suppose the value of x 1s altered slightly to 7+déz 
dx (read together as “delta x’’) is a small quantity added te 
x and is called the increment in x. Let the corresponding 
value of y be called y+dy, so that dy is the increment in 
y corresponding to the increment dv in x. If the functior 
f(z) is continuous, then dy will also be small when Az is 
small. The increment dx may be made to vary. na 
example we may take J)r=10-* or 12— or 15— etc. Fo 
each value of dz there will be a corresponding value of dy. 
dy is therefore a function of dz. 


We now consider the limiting value of the ratio dy/dz as 
oz approaches zero. This limit. if it exists. is called the 
derivative or differential co-efficient of the given function 
f(x) and is generally denoted by f’(x) or Df(x) or dyldr. 
In the last form dy and dz should be read together. We 
thus have 


dr 81-0 (lr 


F @) or Df @G@ dy_ lim — f(a +da)—f(z) ... (128 
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ಅಧ್ಯಾಯ 12 
Fos 4 } 039 


12.1 y=f(xr) ಎoಬ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಗೆ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕೊಟ್ಟು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ, ಅಂದರೆ, ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಪರಿಕರ್ಮ ವನ್ನು ಈ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಮೇಲೆ ನಡೆಸಿ ಹೊಸತೊಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಪಡೆಯೋಣ. ಅದರ 
ಕ್ರಮ ಹೀಗಿದೆ 


2ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಅತ್ಯಲ್ಪ ವ್ಯ ತ್ಯಸ್ಪ A, ಗೊಳಿಸಿ 24-0 ಎಂದು ಮಾಡಬೇಕು. 
ಇಲ್ಲಿ $x (ಡೆಲ್ತಾ ೫ ಎಂದು ಇದನ್ನು ಒಟ್ಟಾಗಿ ಓದಬೇಕು) ಎಂಬುದು ೫ಗೆ ಕೂಡಿಸಿರುವ 
ಒಂದು VEO ಪರಿಮಾಣ, ಇದನ್ನು ನಲ್ಲಿ ಆಗಿರುವ ವೃದ್ಧಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಈಗ yO ಸಹಗಾಮಿ ಬೆಲೆಯು ytjy ಎಂದಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ ನಲ್ಲಿ ಆಗಿರುವ 
ವೃದ್ಧಿ jan yd ಆಗಿರುವ ಸಹಗಾಮೀ ವೃದ್ಧಿಯು sy ಆಗಿದೆ. f(x) ಉತ್ತನ್ನವ 
CNY ನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ Jz VSO, ಪರಿಮಾಣವಾಗಿರುವಾಗ $y ಸಹ ಅತ್ಸಲ್ಪವೇ ಆಗಿರು 

CO ಎ ರಿ ಲ ನಬ 
ವುದು. dx ಎಂಬ ವೃದ್ಧಿಯನ್ನು ನಾವು ಜೇರೆಬೇರೆಯಾಗಿ ಆರಿಸಬಹುದು 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ $: — 10-* ಅಥವಾ 12-7” ಅಥವಾ 15-7” ಎಂದು ಮುಂತಾಗಿ, 
ಕನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆಗೂ $yಯ ಸಹಗಾಮಿ ಬೆಲೆಯಿರುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ 
8೪ಯು Ja ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ. 


ನಾವೀಗ By ಶೂನ್ಯವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ 8 ಎಂಬ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯ ಪರಮಾ 


BO ಬೆಲೆ ಎಷ್ಷಾಗುವುದೆಂದು ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. ಇಂತಹ ಪರಮಾವಧಿಯೊಂದಿದ್ದರೆ 
ಅದನ್ನು ದತ್ತ ಉತ್ಪನ್ನ f(೫)ಸನ VEN, ಅಥವಾ ಕಲನಾಂಕ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ, 
ಅದನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ f’ (x) ಆಥವಾ Df(x) ಅಥವಾ 2 ಎಂದು ಬರೆಯು 
ಅವೆ. ಕೊನೆಯ ರೂಪದ್ತಿಗy me, dx ಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟಿಗೆ ಓದಬೇಕು. ಆದ್ದ 
dy bm f(x+06xz)—*(a) 
; i C2G ಅಥಿವಾ_೨ = —— ee 
Se ಶು ಕರ de dae da 


ಎಂದಾಗುವುದು. ++ El) 
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The process of obtaining the derivative is called 
differentiation. The subject of Differential Caleulus deals 
with derivatives, their properties and applications. 


As the method of differentiation is of fundamental 
importance, we summarise the procedure for finding the 
derivative of the function y=f(x) as follows :— 


1 Give a small increment dz to the Independent 
variable x and calculate the corresponding increment dy 
in the function. We have the equations :— 


y rdy=f(x+sa) 
y=f(z) 
oy=f(z +dx)—f(a) 


2 Kxamine the ratio a This will contain terms 
, Oot k 
involving dx in both numerator and denominator. We 
have to find the limit of this ratio as $20. Although both 
numerator and denominator become zero when Az=0 yet 
the ratio may tend to a finite limit. 

3 Simplify ¥ It may be possible to cancel 

OL 

aw as a common factor from both numerator and deno- 


minator. _Or it may be possible to combine the terms so 
that the limit can be obtained. 


4 Evaluate limit “4 This gives the derivative 
deg Ov 
of the function. 


Examples 


(1) Find the derivative of the Junction y=x* Let dy 
be the increment in y corresponding to a small increment 
6zin x. We have 


y +ey=(4+d2)? 


y= 


aM 


ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು ಪಡೆಯುವ ವಿಧಾನವನ್ನು ಕಲನಕ್ರಿಯೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಕಲನಚಲನ ಶಾಸ್ತ್ರವು ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳು, ಅವುಗಳ ಗುಣಗಳು ಮತ್ತು ಪ ಶ್ರಯೋಗಗಳನ್ನು 
ಕುರಿತಾಗಿ ಇದೆ. ಕಲನಕ್ರಿಯಾಕ್ರಮ ಅತಿಮುಖ್ಯ ಮೂಲಪರಿಕರ್ನ ವಾದುದರಿಂದ 
y= * (x) ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನದ WNT, DA, ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನದ ಸಾರಾಂಶ 
ವನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಕೊಡುತ್ತೇವೆ, 

1 ಸ್ವತಂತ್ರ ಚರ ೫ ಗೆ Jz ಎನ್ನುವಸ ಸೂಕ್ಷ್ಮ ವೃದ್ಧಿಯನ್ನು ನೀಡಿ ಉತ್ಪನ್ನದ 
ಸಹಗಾಮೀವೃದ್ಧಿ ಕಿನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. ನಮಗೆ" a ಕಿಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳ್ಳು 
ದೊರೆಯುವುವು: yt dy—f(x-+dz) 

ಸ ೪s) 
8y = f(w +8x)— fa) 


I 5 ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ, ಇದರ Los ಮತ್ತು ಛೇದಗಳಲ್ಲಿ 
x 


0: ನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಪದಗಳಿರುವುವು. 7-0 ಆದಂತೆ ಪರಮಾವಧಿಯನ್ನು ನಾವು 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬೇಕು. 82-0 ಆದಾಗ ಅಂಶ, ಛೇದಗಳೆರಡೂ ಶೂನ್ಯವಾದರೂ 
ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯು ಒಂದ ಪರ್ಯಾಪ್ತ ಪರಮಾವಧಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಬಹುದು. 


11 “was, ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ ತರಬೇಕು. ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳಲ್ಲಿ gx ಸಾಮಾನ್ಯ 


ಅಪವರ್ತನವಾಗಿ ದೊರೆಯಬಹುದು. ಆಗ ಅದನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಬಹುದು, ಅಥವಾ 
ಪದಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟುಗೂಡಿಸಿ ಪರಮಾವಧಿಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


IV Limit 3Y ದ್ದ ಜಿಲೆ ಕುಡು ಹಿಡಿಯಬೇಕು. ಇದು ಉತ್ಪನ್ನದ 
6&0 Sx 


Oz, ನ್ದ ವನ್ನು ನೀಡುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು (1) = ನ ಇದರ ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
gh ಸೂಕ್ಷ್ಮವೃದ್ಧಿ ಕಿಖಗೆ yd ಸಹಗಾಮಿ BO, sy ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 
y+ éy =(x+ de)? ಆಗುವುದು. 
ಭಾತ್‌ 
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dsy=(r2+d2)—x 


dSy=2? +22 da+(dx)?—2’ : 
=2¢ Sa +(dx)?= dal[2x+dz] 
oy ba(20+dz) 
q OL ¥ Ox 


= 2x-+8a, cancelling dx from both numerator and 
denominator since dz + 0. 


ae ‘A (22480) = 2a +0= 2a 
Hence if y=’, ಜು = 2r 
UX 


2 If f(a)=20—3c, fad f'(—1), f@ md f(2. 
We shall first find the derivative f‘(z). Let da be a small 
increment in z. Then the increment in the function f(z) is 
f(a+62)—f(«) =[2(x +02)— 32 +52) ]}—(22* 32) 
=[2a?+42 Sx +2(dx)?—3x2—3da—(22°—3) 
=(4%—3) dx+2(dz)? 
(f(x -+éx)—f(z) _ (40—3)d2-+-2(d2) 


OX dz 
=(41—3)-42 da , for:d2¥#0 


2 f'@= on™, Sa = 42—342x0 


or f'(z)=4a—3 
i 4—1)=8 1) 3-3 
f'(0)=4x0—3=—3 
f'(2)=4x2-—3=5 
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dy = (a%-+dx)?--2? 
oy = a+ Qe. §x-+(dx)?—2? 
= 2x. dx + (8x)? 


=da[ 22-4-82] 
oy - S220 84] = 27+82, 6204೬0 ಆದುದರಿಂದ 
éa ox 
ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳಲ್ಲಿ Jado, ವಿಸರ್ಜಿಸಲಾಗಿದೆ. 


dy lim 


ಎ d 
= ೫ ಎಂದಿರುವಾಗ, Yo, 
4 dx 


(2) f (2) =22°— 32 ಎಂದಿರುವಾಗ ¥ (1, a (0) ಮತ್ತು 
f '(2) ಇಷುಗಳ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನಾವು ಮೊದಲು f ' (4) ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ. $೫ ಎಂಬುದು 
೫ನ ಒಂದು ಸೂಕ್ಷ್ಮ ವೃದ್ಧಿಯಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಉತ್ಪನ್ನ  (೫)ನ ವೃದ್ಧಿಯು 
f (c+o)—f (x)= [2 (0d) —3 (w+-da) ]— (2x? — 3) 
= [27+ 4.6042 (Sx)?—3x—365x] — (24?—3z) 
= (42—3) da+2 (02), ಆಗಿದೆ. 
J (z+sx)—f (0) _ (42—3) da+2 (dx)? 
Ox ox 
= 4¢4—3-+42.$x4, 8040 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ. 
Sf (2)= — LEHI TE) 453420 
ಅಥವಾ f'(0) = 40-3 
“f= 4x(—D)—3=—7 
f'(0) =4x 0—3=—3 
f'(2)=4x2—3=5 
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12.2 Geometrical Meaning of the Derivative—L 
P be the point on the graph of the function y=/(z) corr 
ponding to the value x (Fig. 12.1). The coordinat 


Fig. 12.1 


of P are (x, y) where OL=a, LP=y. Let Q be the poin 
on the graph with coordinates («-+-éz, yoy). Since da 
and dy are both small, Q will be a point on the curve close to 

and from the ‘igure we see that LM = PN —azvand NQ= dy. 


. 
Now Y= = tan $. where ¢ is the angle which the 
ಈ 


chord PQ makes with the z-axis As 4x~ 0. the point Q 
approaches P along the curve. In the limit the chord PQ 
becomes the tangent PT at P. Also the angle ¢ becomes 
the angle 1} between this tangent and the z-axis. Hence 
we have the important result :— ಸಾ 


dy lim dy 


—— ee 


“SJ = tanYy — © 
Eo KO NE 
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2.2 ನಿಷ್ಪನ್ನದ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಅರ್ಥ 


y=f (೫) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆಯಲ್ಲಿ P ಯು yg ಬೆಲೆಯ ಸಹಗಾಮಿ 
ಖಿೀಮುವಾಗಿರಲಿ. (ಚಿತ್ರ 12.1) P ಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (x, y). WS OL=, 


ಚಿತ್ರ 12.1 


LP =y. ನಕ್ಷೆಯ ಮೇಲೆ GY ಎಂಬುದು (x+ du, y+ dy) ನಿರ್ದೇಶಕೆಗಳಿರುವ 
ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. $೫ ಮತ್ತು dy ಎರಡೂ ಅತ್ಯಲ್ಪ ಪರಿಮಾಣಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
Q ಬಿಂದುವು P ಬಿಂದುವಿಗೆ ವಕ್ರರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಅತಿಸಮೀಪದಲ್ಲಿದೆ. ಚಿತ್ರದಿಂದ 


LM = PN = 82 ಮತ್ತು NY = dy ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 


NQ 
ಈಗ, WO tan ¢: ಇಲ್ಲಿ OP ಜ್ಯಾವು ಒ-ಅ 
Su PN $ ಸ 
ದೊಡನೆ ಉಂಟುವಾಡುವ ಕೋನವು ಆಗಿದೆ. 

ಈಗ 82-0 ಆದಂತೆ ಛ ಬಿಂದುವು Poor. ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 
೨೧ ಸಮೀಪಿಸುವುದು. ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಅಥವಾ ಪರಮಾವಧಿಸ್ಸಿ ತಿಯಲ್ಲಿ PQ 
ನವು P ಬಿಂದುವಿನ£ PT ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗುವುದು. ಛಕೋನವು ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೂ 
ಅಕ್ಷಕ್ಕೂ ಸಡುವೆಯಿರುವ ಅಆಕೋನವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುವುದು. ಹೀಗಾಗಿ ನಮಗೆ 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮುಖ್ಯ ಫಲಿತಾಂಶ ಹೇಕಕೆಕಕೂಂಪುಪು- 


= 0 pi | oo A) 
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In words. “The value of the derivative at any po 
P on the graph of a function 1s equal to the slope of the ta 
gent at te 

Example : 


Find the slope of the tanyent to the cuive y=- at 


S | et 


> 


point (2, 3) ; | 
We first verify that the point (2, 3) lies on the giv 

curve. | | 
Substituting 2=2, y=} we easily see that tf 
4 

equetion Y= is satisfied. 


T'o find the slope of the tangent at this point we ha’ 
to find the value of 


d 
“= for os p= 
To find dy 
dx 


Let dy be the increment in y corresponding to é 
increment dz in x then 


1 
é = —~_ 
yey = Tike 


LSE x r(x +88) “(wd 
dy a = . 
& OO ua) ed 
ay =im , —l Oe 
"dad 0 p(t) as(x+0) OE 
We have ved that for 
«8 Wa l 
ಥ್‌ 
Hence the slope of the tangent at (2, 3) 
| i 1 
~~ = 
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ಇದನ್ನು ಮಾತಿನಲ್ಲಿ ಹೀಗೆಂದು ಬರೆಯಬಹುದು : "ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆಯ 
Hewes ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಬಿ ಬಂದು Pwd ಅದರ ನಿಷ್ಪನ್ನದ ೭ ಜಿಲಯೆ Pu sof 
ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟಕ್ಕೆ ಸಮವಾಗಿದೆ. ”’ | 


oe 
eR 


ಉದಾಹರಣೆ : ( 2, >) ಬಿರಿುವಿನಲ್ಲಿ ee ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಕದ 
ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ’ 


é 


(2 5) ಬಿಳಿಹುವು ರೇಖೆಯ: ಪೋಳಲಿದೆಯೆಂದು ಸ್ಲಿರಪಡಿಸೋಣ, x= 2, 
_ Seles ‘ 

y= ೨ ಎ೮ಹುಗಅದೇೇ ಶಿಸಲಾಗಿ , ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣ ತಾಳೆ ಹೊಂದುವುದು 
3 Wi; 

ಈ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟವನ್ನು ತಿಳಿಯಲು Ys ಬಚಿಲೆಯನು 


2 ye 3 ಆದಾಗ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು 


4೪ ಪಡೆಯುವ ಕ್ರಮ - 


"7 
Lo ವೃದ್ಧಿ ALN yor, ಸಹಗಾಮೀವೃದ್ಧಿ dy ಚಣಕಳ್ರಿ, 
es Ne. 1 
ಗ್ಗ 4 
sy = 1 1 _&—(@+ 8x) _ — dx 
24 2 ALY) xLxa+dzx) 
ay I 
ox = &(@ + 02) 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಷಪರ್ತನ 8೫ನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದ್ದೇವೆ, dx 4-0. 
dy lm 1 = “ms 
‘dz 0 x(x dx) r(x +0) ie 
y tt ಹರೆ , _ _§ ಎಂದು ನಾಪು ಈಗ ಸಾಧಿಸಿದೆ ex, 
: TL Oot L 


[se] 


(2. 5) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ 
# - 
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12.3 Derivative ot the function y=" where 7” is 
integer or a rational number, positive or negative. 
Let dy be the increment in y corresponding to an 
increment 6x in & 
We have 
y +dy=(% +62)” 
y= x" 
dy = (x -+-da)"—a" 
dy_ (4 JM) 


Ox Ox 
_ (a@+da)"—a 
(zd) —r 


We have proved in para 11.7 


that lim x”—a" _ 
Ea 2-0 


where » is any positive or negative integer or fraction. 
Now if we replace « anda by x+é and x respectively, 
we sce that this limit may be put in the form 
lim (2 +8 2)"—a" 

(2+ s2)> (T+) 
dy hm (x+éz2)"—a". 


_— nx" il 


ke n—l1 
dx 20 (x+62)—zx _ 
2 d n—l 
If y = 2, = — na wee (12.8) 


where n is any positive or negative integer or fraction. 
‘Examples :— 


OG) NEMO y=c", dy _ 1999 
p dx 
©) n=l: yeu, OY —-ggpey 
dx 
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12:3 n ಯಾವುದೇ ಧನ ಅಥವಾ ಯಣ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಅಥವಾ ಭಾಗಲ ್ಯ್ಯ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ y= ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ. : 
2ನ ವೃದ್ಧಿ dat y®d, ಸಹಗಾಮೀ ವೃದ್ಧಿ sy ಆಗಿರಲಿ. ಅಗ 
y + dy = (a+ da)" 
dl , 
dy = (x-+ dx)»—a 
dy aa (x + dx)»—a 
ae ox 
_ (&£+dx%)"—ax 
~ (4+ dxr)—x 
ನಾವು 11,780 ಪರಿಚ್ಛೇದದಲ್ಲಿ ೫ ಯಾವುದೇ ಧನ ಅಥವಾ ಯಣ 
ಪೂರ್ಲಾಂಕ ಅಥವಾ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಾದಾಗ 
en —-an 
L—a 


9 


lim 

ಈ 
೫ ಮತ್ತು a ಗಳ ಬದಲಾಗಿ ೫ 1: ಮತ್ತು ೪ ಎಂದು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಬರೆದರೆ ಈ 
ಪರಮಾವಧಿಯನ್ನು 


—ngr—! ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿದ್ದೇವೆ - 


(x-+3x)n—a 


lim = nz} 
A (x =- S2)— 2% 
(a+ BB) 
dy lim (x+62%)"—ax a 
= = pe ou fe a 
dx $20 (a+dx)—x 
"y= ಎಂದಿದ್ದರೆ, = nun (12:3) 
L 
ಹ ಸಕಾವುವೇ ಧನ VHD ಯಣ ಪೂರ್ಪಾಂಕ ಅಥವಾ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಾಗಿದೆ 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು :-- 
dy 
1) n= = 49, 2 =Ox° 
(1) > dx 
dy 0 
2 =} Y= I | 
= Nn 3 
(*) » 9 dy. 


@) €= 4: fer rs r—6 
ly 
4 gp = a ಕ್ರ dy? 
( ) % 1] Te 4 
i) iss - y =”! ( 4 her 13 


12.4 Derivatives of the functions sin « and cos z 


I. Let y=sinaz 


IW ey is the increment in y corresponding to an ine 
ment xin x, we have 


(| 1-dy = KIN (7 Ar) 
Y=Sin x 
”. dy=sin (x+dxr)—sin 2 


Applving the formula sin d—-sin B= 2 cos Ars A — 


with A=r+dz2, B=x we have 


Ooz\ - Ov 
6y= 2 cos = pela 
y cos 245) sin 5 


Ne / sa Fa 
o¢ Fe ಇ 
Nt cos | ai” ) sin 2 
or 2 » 
fz 


We have proved (see para 11.6) that limSine =] 
\ =) 


, Ya | i. KS 
Hence putting oak we have lim Sin © 


12.4 Sim 2 ಮೊತ್ತ Cos zx * 


I y=Sing 89%. ೫ನ ವೃದಿ pat ys: 


ಆಗಿರಲಿ, 


ಸಹಗೂಮೀವದಿ 
ಎ ಈ 


y+dy=Sin (2-4-IL) 
dy=Sin (x+62)—Smn x 


sin A— sin B=2 cos 


FOF, A =H, B= ಪಂಡ ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 


a | AL ix 6x _ = 
oy=2 cos gt “2 \sin —aeದಾಗುವುದು. 
: ‘ಈ ೨ 
5 te \ sin Ox 
L — 
og COS (54 =< 2 
ox 2 — 
, ox 
p 
Sin 6 1 ಎಂಡು 
wor eS 11.609 oom lim @ — lal 


moaned ga ಮಾಡು ಆದೆೇಶಿಸಿದರೆ, 
[59 


Sun F< 
lam —1 ಎಂದಾಗುವುದಂ. 
<- =o aL 
oJ 2 
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OL WD 
° G S 4) — . Sin — 
dy _ lim - | 5) lim 2 


—— 


a A dx -70 


= cos(x-+0) x l=cos 2 


(Sin x) =Cos 2 000 (18 
dx | 


II. Let y=Cos x 


If dy is the increment in y corresponding to an inc 
ment dz in 2 we have 
y+dy=cos (2-4-02) 
y= Cee 2 
" dy=cos (x +d4)—cosx 
Applying the formula 
cos A—cos B=2 sin ಎ si is ; 
we have for A=x+dz, B=, 


y= Dugan & 8) aim 2 
dy=2 sink & > 3 


i dx\ . 2 
=—2 sin( 2 +5) sin >" 

d li Sin a 
Wy Um [ - x | OZ ] Q 
"dg <dx—>0 7 (7+ =) _ pe: $2 

7) 2 
=—sin (24-0) x1 

=—sin £ 
dd ಸ್‌ 
3 2)=—swm x ee 
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A Ox ys 
dy _ lum ಈ (2+ 5) lim _ Q 
Ws je 0 da 
a. |] 
= Cos (4+0)x1=Cos x 
qd Sin « \=Cos x 12°4 
FS Ke (12°) 
Il y=Cos x ಎಂದಿರಲಿ. 
2ನ ವೃದ್ಧಿ den ಭಯ್ಯ ಸಹಗಾಮೀ ವೃದ್ಧಿ SYSASO 


y+dy =cos (x + 02) 
y =COS U 
dy =cos (2+ d2)—C0S ¥£ 
B sin B—A ou 
2 


cos A—cos B=2 sim 
1 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ, 


y= $m (a sun a 
0೫, ಎಂದಾಗುವುದು. 


AL 
=e gin _— | San 

$2 (2+ 5) 5 
: | sig 
¥_ WET — ow | x Wine sae 
SS (2+ 2) (37) Sa 
Wp 
2) 2 


— sin (x +0) X1 
SIN L 
(12.5) 


ad (cos ©) = —sin © 


LL 
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12.5. Theorems on Derivatives — 
So far we have been finding the derivative of a functi 

from first priniciples, directly from the definition 

dy_ bm sy 

dz 92-0 gz . . 
This method is necessary to find the derivatives 0 
standard functions like 2", sin x and cosz. But for mor 
complicated functions the methodis laborious and difficult, 
We shall now prove a number of theorems which will 
enable us to find the derivatives of many functions ao 


much difficulty. 


Theorem I. The Derivative of a constant 1s zero. 


Let y=c, where cis constant for all values of x. Then for 
an increment dy corresponding to an increment dz we have 


ytdoy=c | 
dy=0 for all values of dz. 


Sy _9 for all 6x=0 
Ox 


dy_ bm sy _ 4 


ಹ so (12.0), 

Theorem I]. Ify=cu. where cis a constant and wisa 

function of x, thend9 —C du I 
dz dz 


te” 


Let dx be an increment in x and du. Ay the corresponding 
increments in the functions u and y respectively. 
Then y+éy=c (u-+ da) 


y= Cu 
”. Gy eat 
: oy a ou 
> ox 
Henee he dO kt ge 


i ee | or — Ar 


dy _ du | | | 
| (12.7) 
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9 ಷ 3 ಹ ಮ್‌ 
12.5 ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳನ್ನು ಕುರಿತ ಪ್ರಮಃ ಯಗಳು--ಇದುವರೆಗ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ 


ER BAL, ಮೂಲತತ್ತ ಗಳಿಂದ. ಅಂದರೆ dy lim dy DBD 

ನವ dx “50 bx ks 
ಯಿಂದ ಪಡೆದಿದ್ದೇ "ವೆ. XL", sin a so ಗಳಂತಹ ROWE ಉತ್ಪನ್ನಗಳ 
DX ನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಈ ಕ್ರಮ ಅಗತ್ಯ, ಆದರೆ ಇನ್ರೂ ಜಟೆಬಿವಾದ 
Sane at ಈ ಕ್ರಮವು ಪ ಪ್ರಯಾಸೆಕರವೂ ಕಹ LBA, ಆಗಿದೆ. ನಾವೀಗ 
ಪ್ರ ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸೋಣ. ಇಷಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ ಹಲವಾರು 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಪಡೆಯಬಹುದು 


ಪ್ರುಮವೋಯ 1. ಸಿ ರದ ನಿಷ್ಪನ್ನವು ಸೊನ್ನೆಯಾಗಿದೆ. 


re 
an! Ee LC 
—_——___— 


Y=C, ಎಂದಿರಲಿ. ಯು gd ಎಲ್ಲ ಜೆಲೆಗಳಿಗೂ ಸಿರವಾಗಿದೆ. ಆಗ ನ 
ವ್ಯ ದ್ರಿ dat ಯ್ಯ ಸಹಗಾಮೀ ವ ದ್ಧಿ dy ಆಗಿರುವುದು. _ 

Y+oy=c 
 ಕಿ೭ನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ dy = 0; 


ನ 
ಖಲ್ಯಮ್ಯಿ 


SyHO ಆದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ I 


dy lim dy 
ae sec (UO: 
ಪ್ರಮೇಯ 11. ¢ ಯು ಸಿ 10 ಮತು, UW ೫ನ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದು 


y=cu ಾವಿದ್ಧತ 
dy __ du 
dz dx 


2 


೫ನ ವೃದ್ಧಿ OL ಅದ uy ಮೆತ್ತು y ಉತ್ಪನ್ನಃ " ಗಳ ಸಹಗಾಮೀ ವೃದ್ಧಿಗಳು 
bu ಮತ್ತು dy 'ಒಗಿರಲಿ. ಆ 


y+oy = c(u+ou) 
= C4 
“dy = Cou 
OY ou 
Sa 8 
lim Wh. pb lim Ou 
sa—>0 $y OO &t->0 $e 
| dy _ du ee (iD 
ಅಥವಾ ae ( ) 
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Examples :—(1) Let y= 55" 


Tien SY = 5 (2) =5 x 4a = 20X a! 


(2) Let y=—6 cos x 


Then We g) 4 (cos x) 
dx dx 


= (—6) (i 


—6 sip 2. 


Theorem 111. The derivative of the sum of two functi 
is the sum of their derivatives. 


Let y=u+v, where u and ¢ are functions of z. 
dy, du, dv, be the increments in y, u, v respectively co 
ponding to the increment dz in z. 


Then y+dy=(u-+du) +(v-+dv) 


Yaka 
ಈ dy=du-tev 
. dy _du bv 

dz da! da 


lim dy lim du am hm dv 
62-->0 dr S20 Sp d2-->057 
dy du dv 
or 2 = = I 
dx dx da 
This theorem can easily be exte “kd to 
difference) of a finite number of functions. 


Examples :— 
(1) y= 27°—32? +40—5 
dd d kd 
P=) (32) ES (42) + 2 (a) 


the sum (« 


(5) 22 a 1, UF 
ಈ” ಈ ಷ್‌ )+4 Ee ¥ Tas ಕಿ 


= 2 37°—3x 24+4x1-+0 
= 6x°---6x 4-4 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು. (1) y=Sat ಎಂದಿರಲಿ 
d d 
on, = = 5 (ಹ್‌) x 40 = 2023 
(2) y= —6 COS ೭ ಎಂದಿರಲಿ, 
d d 
WI (_@y S 
en Y= (—6) (Cova) 


=(—6) (— sen 7) 
=6 sin x 


ಪ್ರಮೇಯ 111. ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತದ ನಿಷ್ಪನ್ನವು ಅವುಗಳ dws 
ಗಳ ಮೊತ್ತಕ್ಕ ಸಮವಾಗಿಡೆ: — - 


y=u+v ಎಂದಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ U, UNG ಇನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು. 


y=ute 
y= out dv 
dy ow, Ov 


fe oe Sex 


lim dy bm du, lem ov 
““$2>0 Ar 020 Sx $20 


dy du , dv 
a ee + vase (12:8) 
dz dx dz 
ಮಿತ ಸಂಖೈಯಲ್ಲಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತ ಅಥವಾ ವ್ಯತ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಈ 
ಪ ಶ್ರಮೇಯವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು: (1) y=2e°—32*?+4a—5 


dy 4 ( on: A? ) al qf as 
a 2 ure Mr an) +e 5) 
ee OY us d at. 2 


—2 x 3a°—3 x 2a+4x1+0 
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(2) y=2° +2 sinz-+-3 Cost 


dy_@ (2°) au (2 sinx) + d (3 cos 2) 
a dix du 


Pd 
~ 
~ 


— 50" 42x cosz-+3(—sinz) 
= 50% 2 cosx—-3 sing. 


Theorem IV. Derivative of the product of two functi 
If y=uc, where u and v are functions of £. then 


a. , @ 4 y 
dx dx da 


Let dy, du, dv be the increments in y, wu, v respect 
corresponding to an increment AX in Z. 
Then y-+ay= (u-tdu) (vv) 
Y =U V 
dy= (1+ du) (84-80) 
=uvtu.dvtv.dutdu.dv—uv 


= USN A-UbUZOU. 60 


A) yy Su Sv 
WN LTS 
Ox OX ’” 68 ox 
him dy _ has Ge, aan hes hm Au; hm 
“0 ax oar ® Ar | Ae or 0x0 dO 
since du>0 as dz->0. the last term tends to zero. 
d 0) du 
Werice 9 ೪ — (12 
dx dx dr 


Examples —(1) y=2? sin x 
Let u=x”, v=sin x 


du dv 
Then ಫ್‌ 2. ಸ್ಥಾ = 008 ಅ: Since y= uv, 
We 
dix da dv 


=a . cos x-+sin x x 2r 
=2 cos 24 2x sin 2. 
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(2) - P+2 7 2-4-3 Cos ಫ್‌ 
d d 
iv = (0 +e _(2S8inz) + 4 & (3 Cos x) 
Be +2 x Cos x pe x (—Sin 
| _ =5e'+2 Cos x—3 Sin x 
ಪ್ರಮೇಯ [V. ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ದದ ನಿಷ್ಪನ್ನ :—y ಮತ್ತು 
೪ಗಳು ೫ನ Ws, ನ್ನಗಳಾಗಿದ್ದು ಭಟ ಆಗಡ್ಡಕ; 
dy, dv, , du 
dx eee dx 
2ನ ವ ದ್ರಿ Arn Y, Us ಗಳ ಸಹಗಾಮೀ BON’ ಕೃಮವಾಗಿ Sy, du, 
¥ Sv ಗಳಾಗಿರಲಿ' & ಆಗ <a i 4 
y + dy = (udu) (v + 80) 
Y = Uv 
oy = (udu) (v+dv)—uo 
=uvt UV +udu+ dudu— uv 
7 Oy ov ' ou I Ov 
a = US —— 


= : v on - 

bx Ox ) AX 
hm dy_ bm dv » lim du, lim du lm wv. 
“$00 da 8-0 55 dO 300 AO dz 


Sa--0 ಆದಂತೆ 80-0 ಆಗುವುದರಿಂದ ಕೊನೆಯ ಪದವು 0 ಯನ್ನು 
ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ. 


. dy dv du 
=U — 00 (12-9 
“dL a = dx i ( 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು :—(1) y=2 sin 2 

UL V=SIN & ಎಂದಿರಲಿ 
ಆಗ du_ p dy _ COS X 

dx dz 
dy_ dv be du 


dx dx dx 
= 7? X cos E+SiN XX 24 
— 2? cos £+2% sin x 
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(2) y=Sin xz Cos 2 
Let u=sinz; v= comm 
du oe COB 


Then — =—cosz,— = — sn z 
dz dx 
Since y= wv, 
dy dv du 
dir dx dc 
= sin «x (—sin z)-+ cos x (cos 2) 
= —sin*zx-+cos?z 


Theovem V :— The derivative of the quotient of two func- 


u—* where u and v are functions of x, then 
v 9 


] du dv 
dy «t&——w 
w= dat 
dx pee we 
v 

Let du. dv, dy be the increments in u, v, y respectively 
corresponding to an increment dr in x. 

Then yoy UT 

v+dv 


y= - 
: ೪ 


“Ua udu yx - VOU—--UdV 
uo yp v (v+v) 


lim du lim $y 
lim sy F 6x—O Sz dx—O Sq 
020 $x elim (v-+do) 


ot—O0 
dy oo dv 
, a de ad 
—-——-— ++: (12.10) 
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(2) y= sina cos & 
u=sin 2. V=COS 2 ಎಂದಿರಲಿ 
du =(08 4 dv =—sin x 
dx = 
೪ = ಒಬ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
dy dw du 
Ly 
au dx 
=sin x (—sin 2) + cos x (cos x) 
= — sin? £4 +008"x 
ಪ್ರಮೇಯ ೪, ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ WNowo ನಿಷ್ಟನ್ನ. 


wu 


p) 


du dv 
dy dado 
dz ve 


7ನ ವೃದ್ಧಿ bat U, ಬ ಗಳ ಸಹಗಾಮೀ ವೃದ್ಧಿಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ SU, U4 
dy ಎಂದಿರಲಿ. 


Ee) 
u 
a 
i utdu u_vou—uov 
IE ver) 
UL, 
sy_ Vor oat 
ja U(v-+ dv) 
lim du_,, lim gv 
lim oy $20 $x 62-0 gx 
dx-7 0 $x an (vd) 
du & dv 
dy dz dx (12.10) 
da ೪” 
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This formula must be applied carefully. We 
state it in words as follows : 


[denominator x derivative of numerato 


—— 4 
Wenivative ae — [numerator x derivative of denominator] 


pte (denominator)? 
Examples : 
2” 
(1) We SLi 
Let w=2?, v=x +1 
we dd _ ¢~eee _u 
qo = 20, ಸ Since y ಜ್‌ 
ole 
dg dr dz (2 +-1)2x—a*{3a") 
dz ೫ AM 
SIN x 


du dv 
Hl =—_— — = 
hen 7 cos 2, 7 ph 
Since y= -, 
p du_, dv 
dy dx dx 
dz ve 


_ # cos x—sin 2X 22 
_& cos x—2sin x (cancelling x from numerator and 
gs * denominator) 
V2 
(3) y= Per 
Let u=¥V 2=ut, v=2+1 
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ಈ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಎಚ್ಚರಿಕೆಯಿಂದ ಬಳಸಬೇಕು, ಇದನ್ನು ಮಾಶಿನಲ್ಲಿ ಹೀಗೆ 
ಬರೆಯಬಹುದು 


ನಿಷನ್ನ 


ಒಂದು ಭಾಗಲಬ್ದದ \ _ [S&S x ಅಂಶದ ನಿಷ್ಪನ್ನ ಅಂಶ ಛೇದದ ನಿಷ್ಪನ್ನ] 


ಬ" (ಛೇದ) 
> 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು : (1) y= PH 
u=22, v=a+] ಎಂದಿರಿ, 
du dv u 
Uy ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
WOOO de J ೪ 
du_ dv 
dy "do * da _ (a +1) 20—a? (804) 
dx v a (a°+1)? 
sin & 
2)y =—-, 
u=sin oy ಎಂದಿರಲಿ 
ಆಗ, du = (08 TX, du _o» 
dx dx 
y = — ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 
v 
oD 
dy dz dz 
dz v 
°° -@* cos H—SIN LX 2H 
7 (2°) 
a? cos —2r sinz _ x cos r—2 sin & 
; — = 


Vz 
u= MZ=0; v=x+l ಎಂದಿರಲಿ. 
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dy _ (x +1) $a—*— at 


dz (241) 
3(2-+-1)—z (multiplying numerator and denominat 
(atl by Va) 


~. 8g (ol) 
' Exercises 12.1 


Find 2 for the following functions (1—7) 


L 
(1) y=Ta +40! + (2) y=6/a° +60° 
(3) y= 5/4 452 (4) y=(4v+2)/z 
(5) y=(1—2’) (1—2) (6) y=(1+a’) (1+2) 
147 
(®) y= ವನ 


Find the derivatives of the following fun 
tions (8—12) 


೩ Cos x 
” Cos x al 1+Sin 2 
4 Sin 2 
(10) ‘Cos x (11) PH 
(12) 2043244 
v’—4r+5 
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en du_! = 
dx 2 «dz 


y=" ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
Vv 


dy _(x+-1) $0-8—wtl 


dx (24-1) 
_ $(e4+1)—2 [ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳನ್ನು xi ನಿಂದ 
= Hor ಗುಣಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ] 
a eae 
242 (0-1) 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 12:1 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿಗೆ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ (1-7) 
x 


2 » 
(WD y= Te? +e" + / 2, (2) y=", +605 
(). 6&5 | a 4x 
(5) y=(1—a*) (1— 2) (6 y=(1+2) (1+2) 
(7) y—1+2° 
- 1-7 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ (8-12) 
(8) aw | (9) Cos & 
cos 2 1 +sinz 
sm X 
(10) 2 cosa, Ws a 
204 3244 
UD) Fie t5 
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12.6 Derivatives of tan x, cot x, sec x and cosec x 


sin Sun L 


I. Let y=tan c= a. 


Applying the quotient formula 12.9 with 
du 


Vv . 
U=Sin Z, v=cos L, =~ =008 ©, __—= OM @ 
dx dz 
dy _ cos zx cos e—sin x x (—sin x) 
wo.g8 a ces" 2 
cos? z--sin? x 
cos EE 
1 


— =8e0* 
cos? 2 


I 


g (tan x)=sec? x .... (12a 


II Let y=cot a=" 
sin 2 


Applying the quotient formula with u=cos x, v=sin 
~ . Vv 
= =—sinz, — est 
x 
dy _sin xx (—sin 2)— cos xX cos x 
d sin? x 


sin? x-+cos? x 
pn 2 too =— cosec? x 
sin? 2 


d 


7 (cot x) = —cosec? x | .... (12a 
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12.6 tan 2 cot x ಮತ್ತು sec x ಗಳ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳು 


| y =tanc Ss , ಎಂದಿರಲಿ 


C08 
$ du d= « 
UMN BY —cos c, —=cos x, — =— sin x 20B9 
dx da 


ಬರೆದು (12-9) ನೆಯ Now, ಸೂತ್ರವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿದರೆ 


dy_ cos x X COoST—8mxx (—sMr) 
dx cos? 


cosa + sin*x 


cos*x 
= A = 86¢°2 
C08°2 : 
d (, 2.11 
= (tan x) =secx me... (12588) 
2 


Il yee 09 ೬ ” ಜಂಚಿಕಲಿ 
\ SUN © 


U=908 XT, V=SINTM, —— ——SUN ZL» Tb = COS © 


dx 
ಎಂದು ಬರೆದು warow ಸೂತ್ರವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿದರೆ, 


dy sin 2X (—sin %)—COS XX COS X 


dz SUNT 
are 2 
_ _ sm Bas M2 
SUN? 
8 (cot 2)=—Cosec’x ve ( 1200 


“dz 
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HI Let y=secr= 
cos © 


Applving the quotient formula with u=l, v=cos 
du dv. 
~~ 0 dz 5in x we get 
dy cos 7X 0—1X(—sin z) sn 
ax Cos” x cos’ x 


8 


=sec 2 tan 2 


££ (sce 2) =s00 2 tans = -*-(12.13) 
x 


1 
IV Let y=cose ye 


d 
dv oun 32 
sin zx 0—cos 7_ cos x 

EM SD 

=—cosec x cot x 


a 
dz 


sin UX (1) —1 — (son z) 


2 4 (cosec x)=—cosec x cot x wo (12.14) 
12.7 Derivative of function of a function 
If y is a function of u and wu is a function of 2. 
dy dy du 
then is i a 


Let du, dy be the increments in wu, y respectively 
corresponding to an increment dz in z. 


We can write oy_ oy du 
oe ou de 


Now du—0 as dx—0 
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UI y=sec xz = 1, acace. 
cose, 


du 


wel, Weed — =0, 2 me 
dx dz 


ಭಾಗಲಬ್ದ ಸೂತ್ರವನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿದರೆ 


dy _cosx x0—1x (—sinz) sin x 


dx” C082 C082 
= secre tan x 
_@ 
”. Bee) = seo tam x EI) 
dx 
IV y=cosec FT = |  ಂದಿರಲಿ. 
P sin & 
smxzx— (1) —l1x— sun a 
d d 1 
“dz SIM 
_smxx0—cosz_ Cos x%_ C0862 
sin? x | sin? x sin? x 


=—cosec x cot x 


i (cosec x) =—cosec x cot x .. (12.14) 
x 


dy _d 
y, uae ಉತ್ಪನ್ನವಾದರೆ u, ೫ನ ಉತ್ಪನ್ನವಾದರೆ dy dy x u 


—— —————— 


dx du dx 
ನೆ ವೃದ್ಧಿ dc y ಮತ್ತು yn? ವೃದ್ದಿಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ Su ಮತ್ತು 
8೪ಗಳಾಗಿರಲಿ. 
oy VY y OU ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
Ox OU ASC 
8೭-0 ಆದಂತೆ fu - 0 ಆಗುವುದು. 


«09 


lim dy lim IN lim du 
"“ $20 Sy du—O $y O2—0 $e 


dy dy dat 
dx du dz 
Examples: (1) y=sin (2*+1) 
Let u=x +1 
Then y=sin u where u=2?+] 
ea dy = dy x du 
“dz du dz 
= C08 ux27 TE 2 ces (ET) 


(2) y=(a +3a%-+4)" 
Put 7 +327+4=u 
Then y=u" 
4 se 32° 46x 
AMY (30 
ಸ | ie (32° 4-62) 
= 7(32° +62) (2 +325 +4) 


(3) y=secta 
Put sec z=u 
Then y=u” where u=sec x 
d 


a du = 2H 
ಹ dx — 


dy _ 2uxsecxtan x 
dx 


=D sec xXsec x tan x 
=2 sec’x tan x 
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bm wy lim sy | lim bu 
“sx 0 8 du 034 d@—-0 fz 
dy dy du 
“do du da 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು : MD) yl) 
u=x +1 ಎಂದಿರಲಿ 


ಆಗ y=snw “Quo +1 


dy _dy du 


“du du dz 


—cos uX2xe=2z cos (x +1) 


(2) y=(e°+3a*+4)' 
1304 4—u ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. 


:. dy _ ays x (38x? + 62) 
dz 
—=7(37 + 62)(2’ + 327 48 


(3) y=sec’a 
Sec =u ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. 


ಆಗ y= ಚ? AQ u=sec x 


dy du 

UI — Oy, — =secrx tan & 
du da 

A dy _ oy seca tan & 
dx 


— 2 seex x seca LAN TL 


—2 sec’x tan LT 


206 


12.8 A simple application in Mechanics 
Suppose a particle moves along a straight line 0 
Its position P at any time ¢ is given by its distance s=0 
from the fixed point O. ‘This distanee s is a function 
the time variable ¢. 
Tet Ss¥be the small displacement in a small inter 
of time 41. Then % measures the average speed in tk 


interval. 
The velocity v at time t is given by 
lim} os __ ds 
é--0 & at 
The velocity v may also change from time to tim 
In other words v is also a function of t. The derivative © 


v with respect to the time ¢ is called the acceleration of th 
particle. Denoting the acceleration by f, we have 


v= .... (LSI 


dv : 
f= 7 we (1201 


Example :—A particle moves in a straight line and Wt 
distance S from a fixed point O on the line after t seconds 1 
given by S=9t—t feet. Find (1) the velocity after t second 
(2) the ineteal velocity (3) the acceleration at the end of § 
seconds. 


s=9—t 
Velocity v = ~ = 9—3z2 
dv 


Acceleration f-= a —6t 


(1) The velocity after ¢ seconds is 9—3¢ feet per 

second. 

(2) The initial velocity is the velocity at time t=0 

Hence initial velocity =9—3x0=9 feet per 
second. | 


ಒಂದು SI Ox ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸು ತ್ತಿದೆ ಎಂದುಊಹಿಸೋಣ. 
ದೆ ರ 


A t 2 OP=s ಎನ್ನುವ 0 ಸ್ಥಿರ 
ದುವಿನಂದ PN ಇರುವ ದೂರದಿಂದ Being ex. ಈ $ ಎನ್ನುವ ದೂರ 


J 
ಸ್ಥಾನಪಲ್ಲಟ 4 ಎಂದಾಗಿರಲಿ. 
ವೇಗವನ್ನು ಅಳತೆ ಮಾಡುವುದು. 


+ ೬ ಎಂಟ ಯಾವುದೇ ಕಾಲದಲ್ಲಿ ಅದರ ವೇಗವು ೪ ; ಎಂದಿದ್ದ ರೆ. 
lim 6s _ ds 
0 7 & 0000s (1208 


ವೇಗ y ಸಹ ಕಾಲದೊಂದಿಗೆ ವ ತ್ಮ್ಯಾಸಗೊಳ್ಳುತ್ತಿರುವ ಸಾಧ್ಯ ತೆಇದೆ. ಅಂದರೆ 
UW ಸಹ ೬ ಯ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ. ೬ ಯನ್ನು ಕುರಿತಾಗಿ y ಯ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು 
ಕಣದ ವೇಗೋತ್ಯ ರ್ಷವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವನ್ನು ್ಲ f ಎಂಬ ಸಂಕೇತ 
dv 


ಬ ಎಿಡಾಗುಷದು «4.4... . VIS 
7; (12.17) 


ಉದಾಹರಣೆ. ಒಂದು ಕಣವು ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸುತ್ತಿದೆ. ಸೆಕೆಂಡು 


ಗಳನಂತರ ರೇಖಿಯ ಮೇಲಿನ ಒಂಡು ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಕಣದ ದೂರವಾದ ¢ 
ಅಡಿಗಳನ್ನು $-91- ಟಿ ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣ ನೀಡುವುದು. ಹಾಗಾದರೆ (1) ೬ 


ಸೆಕೆಂಡುಗಳನಪೂತರ ಅದರ ಹೇಗವೆಷ್ಟು? (2) ಪ್ರಾರಂಭಕ ವೇಗವೆಷ್ಟು? 
ಎವಿ 
Law) 


ಕೊಡುಗಳ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಅದರ ಮೊಗೊಸತ, ರ್ಷವೆಷ್ಟು 

s8=9t—t 

Mi, » = ಔಂತ 
dt 
Derw WS Ar, — dv _ = G6 
dt 

(1) ¢ ಸೆಕೊಡುಗಳ ನಂತರ ಮೇಗ = ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ (9-31) ಆಡಿಗಳು. 
(2) ಪ್ರಾರಂಭಕ ಪೇಗವೆಂಷರೆ ೬-0೧ ಆದಾಗಿನ ಷೇಗ. 
ಪ್ರಾರಂಭಿಕ ವೇಗ =9—3 KO= ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 9 ಅಡಿ. 
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(3) Acceleration at the end of 2 seconds=value of f 
for t=2; v.e—6X2=—12 feet per second 


per second. 


p = 


Exercises 12.2 
In question 1--6, find from first principles the 
derivatives of the given functions. 


(1) 223— 67x (4) sin 2x 

(2) ೫" ‘(5 vcosz 
1 x 

3) (6) 


Find the derivatives of the following functions 


(questions 7-16) applying the theorems of para 12.6. 


(7) 2h (8) 2° —2z'+3a2°—4 
(9) 2243 tan x (10) 2’ cot x 
(11) 2-600 (12) (2—'—+swm 2) tan x 
| 
13 
03) Mp 
sin T x+sin x 
ia) l--cos x (4) tan x 


In questions 17—22, find the derivatives of the given 
functions using the theorem for the derivative of a 
function of a function (para 12.7) 


(17) (2° +1) (18) tan?z 

(19) cos x’ (20) cosec (32°) 

21) (20° -+-32—5) (22) sin (7 +++) 
(23) If f(2)== 20(32° 4-4), find f’ (0), f’ (1) and f’ (—2), 
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(3) 5 ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 
(= 2 ಆದಾಗ ನ ಬೆಲೆ) 
= — 6%X2=ಸೆಕೆಂಡು ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 12 ಅಡಿ. 


ಅಭ್ಯಾ ಸಗಳು 12.9 


1-6 ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಲ್ಲಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಗಳನ್ನು ಮೂಲ ತತ್ತ ಗಳಿಂದ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, _ 


(1) 20°— 6x, (2) 2 (3) ವ (4) sin 2x, (5) x cosz 


(6) a 


12.6 ನೆಯ Bde ೇದದಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿ 716 
ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಲ್ಲಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನ ಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(7) 24, (8) 2°_274+327 4 
(9) 27743 tan x (10) 2 Cot x 
(11) 2— See x (12) (x-"+sin x)tan x 
Vo . vt) 
(13) cae (4) 3 
(15) SIN 2 (16) c+sin x 
1+cosz tan X 


17-22 ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಲ್ಲಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಉತ್ಪ ನ್ನದ ನಿಷ್ಪನ್ನದ 
ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು (12.7ನೆಯ ಪರಿಚಿ ದ) ಪ್ರಯೋಗಿಸಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


Or) (2-1 (18) tana 
(19) cos 23 (20) cosec 3x 
(21) (2a?+3r—5) (22) son(a>+a?+a+4+1) 


(23) f(x) =22(32?+-4) ಎಂದಾದರೆ, 
J '(0), f (1) ಮತ್ತು f'(—2) ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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(24) Find the slope of the tangent to the curve y= 


at the point (—2, 4), 


(25) Find the slope of the curve y=aaz’?+bzr-+c at any 
point. At what point is the tangent paralle 
to the r—axis ? 


(26) A point moves in a straight line according to the 
law s=15t +222. Find (a) its velocity at the end of t 
seconds (b) its initial velocity (c) 1ts acceleration at the 
end of 5 seconds. 


(27) A ball is thrown vertically upwards with an 
initial speed of 96 feet per second. The distance s it move: 
in t seconds is given by s=96t—16#. Find (1) the time 
it takes to reach the highest point where the speed is 
zero, (2) the distance between the lowest and highest 
point of its patch. 


(28) A ball is dropped from the top of a building 
144 feet high. The distance s it falls in time tis given 
by s=15#. Find (1) the time taken to reach the ground, 
(2) the velocity with which it hits the ground (3) the 
acceleration of the ball. 
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(24) yo = ವಕ್ರ ರೇಖೆಗೆ (9, 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ 


ವನ್ನು ಕುಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(25) y=aa*+be+e ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಅದರ ಓಟವೆಷ್ಟೆಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕವು -ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುದು 2 


(26) ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಒಂದು ಬಿಂದುವು s-- 15t-+-2t? ಎಂಬ 
ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ ಚಲಿಸುವುದು. ಹಾಗಾದರೆ (a) ೬ ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಅದರ 
ವೇಗವೆಷ್ಟು ? (ರ) ಅದರ ಪ್ರಾರಂಭಿಕ ವೇಗವೆಷ್ಟು ? (c) 5 ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ಕೊನೆ 
ಯಲ್ಲಿ ಅದರ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವೆಷ್ಟು? 


(27) ಒಂದು ಚಂಡನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ಮೇಲಕ್ಕೆಸೆಯಲಾಯಿತು ಅದರ ಪ್ರಾರಂಭಿಕ 
ವೇಗ ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 96 ಅಡಿಗಳು, i ಸೆಕೆಂಡುಗಳಲ್ಲಿ ಅದು ಚಲಿಸಿದ ದೂರ 
S= 96t—16t? ಇದರಿಂದ ತಿಳಿಯುವುದು. ಹಾಗಾದರೆ (1) ಅತ್ಯುನ್ನತ ಸ್ಮಾನವನು 
ತಲುಪಲು (ಅಲ್ಲಿ ವೇಗವು ಶೂನ್ಯ) ಅದಕ್ಕೆ ಬೇಕಾಗುವ ಸಮಯವೆಷ್ಟು 2 (2) ಅದರ 
ಪಥದ ಅತಿಕೆಳಗಿನ ಮತ್ತು ಅತಂ್ಯನ್ನತ ಬಿಂದುಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ದೂರವೆಷ್ಟು ? 


(28) 144 ಅಡಿ ಎತ್ತರವಿರುವ ಒಂದು ಕಟ್ಟಡದ ಮೇಲಿನಿಂದ ಒಂದು 
ಜಂಡನ್ನು ಕೈಬಿಡಲಾಯಿತು. ಸೆಕೆಂಡುಗಳಲ್ಲಿ ಅದು ಚಲಿಸಿದ ದರ ; ನ್ನು s=16t? 
ಈ ನಿಯಮ ತಿಳಿಸುವುದು. ಹಾಗಾದರೆ (1) ನೆಲ ಸೇರಲು ಬೇಕಾದ ಕಾಲವೆಷ್ಟು 2 
(2) ನೆಲವನು ಅದು ಬಡಿಯುವಾಗ ಅದರ ವೇಗವೆಷ್ಟು? (4) ಚಂಡಿನ ವೇಗೋ 
ತೃರ್ಷವೆಷ್ಟು 1 
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v) F, 


ANSWERS 


CHAPTER 3 
Exercises 1:4 Page 6 
T=True, P= Fils. (1) FP) Guyer, (ii) T, (iv) PF, 
(vi) T, (vii) 7, (vill) F. 
(a) {2/x isa mathematics teacher in our college} 
(6) {2/x is a divisor of 12}, 11,2, 8, 4, 6, 12} 


(©) (t/rEN, visa multiple of 5 and 2 <50} 
13, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45} 


(d) {w/z isa prime number and 2<20} 
I, 2, 3, 5, 1 Wl; 13, 17} 


(a) {x/z is a citizen of India} 


(6) {x/x is a past student of our college} 
(c) r= D9°Nand0<z<1 


(d) {x/x is a prime number and L>25} 


The tabulation method cannot be applied as the 
umber of elements in each case is too large. 


£ (a) 4={—1, }} 


5 
6 


(0 A={i, 4, 4,4, 1} 

(ey) A—{2, 4, 6. 8, 10} 

(d) {4, 9, 16, 25, 36) 

EO D=FPR.=Gg OO, | 

(a) Infinite (b) Finite (c) Infinite (d) Finite 
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Exercises 1°2 Page 12 


1 (i) 15, te 9!, 7}, 13, 9|, i”, 9, 15! 
bs 9), 2ee . 
(ii) {{a,b}, (a), {b}, ¢, (iii) 101, 4 (ww) 
2 @) 4) 4, Saab Sy 0} 
(i) 13, 4, 6, 7,8 (Uj 


(iv) 1845, 6, 7, 8, (vy) (0,14, 
(vi) ME, BY, (vii) {1,2,3,4,5,6, 7, 8 9 | 
(viii) {1, 2, 3, 5, 9}, (ix) $, 
(x) OMS, 3, 5, 7,8, 8), (xi) 18; 
3 0c@ Tc Q: BEG, Pod, Cc ReCP, RER 
4 ENR=¢, BNE=¢, TOR=R, TUL=T 
5 (i) AyYU=U, (ii) ANU=A, (ij AUP¢=A4 
(iv) ANA=¢, (v) AUA=A, (vi) ANA=A 
(vii) AUA'=U, (viii) AUA'=¢ 
Exercises 1.3 Page 19 
3 (a) Valid, (6) Not valid (c) Not valid 
4 (a) Intelligent people with dark eyes are not ba 


tempered. 
(b) Some old things are beautiful 


5 (a) 350, (b) 58 


CHAPTER 2 


Exercises 2°1 Page 28 
1 0:16, 0-75, 0:0625, 0:0125, 0:571428, 0°27 
0230769; 0°2941176470588235 
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a 115003 ,,, 50617 
1 = OS) —————) 
”) 2) wa ©) 7000 © 9990 
: A 1173109 
(5) — (6) 


999 999990 
Exercises 2-2 Page 38 
] (1) {ee — yaaa 2, 3} 
@) {—2, —1, 0/7, 2, 3.........} 
me, «63, 4, 5,00... 
(4) { eee 3 —4, 3, — 
or 2,3, 4,2... 


Ww 


(1) 10 (2) 2 (3) 65 (4) —9 (5) 0 
Exercises 2:3 Page 45 

I (1) 52—281 (2) 12-4-4 

Il mt (— 3), —+0%, &+7 2 13> 1-441, $+] 

I 2, 44+7(— 3); —-?, 3—t, wap 26-1 283) 

IV feu, $(7492), 2048), zy {51324}, 
so {— 144-237} 

V $(8—2), +4(7—92), 2(1—32), rie (51 +822) 

| > Ke R 
VI ಸ (8—1), 10 (7—92), 5 9 29 (51-4-20), 
—- (14+ 232). 


CHAPTER 3 
Exercises 3.1 Page 49 
(1) 4 (2". 34. 55) (2) y°24/48ab*z° 
(3) ax®+v2—2—cy4ye @ = (=) 


1 — 
(5) (3) aa 


ತ್ರಿ 


a 


Exercises 3.2 Page 56 


I (1) 1005 (2) a/y® (3) 100000, 95, , 


(4) WS (5) aly?" (6) FA 
i @) ahem ee © ery” ey 
(4) gn? —3n43 4 (5) pl (6) b'/°/a 
HI (1) 2%—24+-9-* (2) at? + 2a} pL 
(3) 5Va+4yy (4) BOY rer —e rym 
(5) x+y —y) 3g Bgl [gl 13 


Exercises 3.3 Page 61 
I (i) 2v3 (ii) 2V10 (iii) 6v2 (iv) 24/4 
(vy 24/3 wi) 3 6/2 
IL (i) A/ a A : (iii) vi 
(iv) A/48 (x) 43/960 
IT 1 A 12> A) 94 (2) 4 12>A/6 
(3) A %0>4/ 50 (4) 34/2 > 24/3 >A 
(5) 2/5>8/2>7/10 (6) Wa > V5 >A/2 
IV (1 74/3 (2) a( 44 VE 
(3) 64 5— 10 
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Exercises 3°4 Page 68 


I (1 2161/4 (2) 12(4/6—1) 


(3) 1547-145 (4) 
(5) 27—4,/35 


(6) (2—2+6)+ VET (2043) 
I v2, V6, Vi, Ms, ve 


174 92—122—6a 


Rationalising factors are: 
2+V3, 1-¥V3, V5—Vv3 


(2) (1) 18 (2) +t 8424/3) 
oe. 
iy aie We (3) 12 (4) 9 
(5) 35 (6) 1047 
VI (1) 137+12./35+12V5+20V% 


(2) VE (3) SINT 


Exercises 3.5 Page 77 
I (1) 5—v3 (2) “645 (3) V5 2 
(4) 3-45 (5) 4/5 1445) 
(6) \/ 3 (23-5) 
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. P We 
Il (1) 4 i @ 82 | har 


@W evs wer (6) 43— 2 


WI (1) 1442443 (2) w2w/84 v6 
(3) 14-/73—V5 (4) 14+2/2—V3 


Exercises 3.6 Page 82 
II (1) 0.534 (2) 0.8133 (3) 1-947] (4) 0.2888 
(5) 54-4768 (6) 5.4914 (7) 2.8256 (8) 0.2295 
(9) 0.5500 (10) 3.1020 
IV (1) 3.8055 (2) 8.0826 (3) 1.5300 (4) 1.128 
(5) 0.2292 


Exercises 3.7 Page 94 . 
I WE (2) 2.331 (3) 3.732 (4) 706000 
(5) 0.2056 (6) 8966 (7) 2.114 


II (1) 3.0326 (2) —0.5513 (3) 5.323 (4) 0.8642 
(5) — 3.784 (6) 1.149, 0.1053 (7) 0.4238, 
—0.3228 (8) 0.602, —1.398 (9) —0.6990, 
0.3010 (10) V5 

IV #6 (2) 18 (809 

V 

VI 147.8 c.c. 

VII 1420 gms 
VIII (a) 3.135, 1.740, 4.348, 3.332, 2.417 
(b) (1) 5.431 (2) 2284 (3) 0.9656 
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CHAPTER 4 
Exercises 4.1 Page 108 


2 (1) #~ 37—28~9 (2) 42°—2074.295—0 
(3) ba?—(4ab 4-7) t+28a—0 
(4) 402824470 (5) 92°—6r+2-—0 
(6) 97°—187+11—0 

Ss DET GR» (3) BP=274 
(4) A=4 (5) 15g =64r 


iN 2 / 42 NL b b?—4. wd 200 3abc—b? 
4 (i) bc/a (11) a A/ ac (111) 73 


, ] Fi onl (3abe——h° 2_ ಅಟಟ 
(iv) 7 (O° —ac) A/ b°—4ac (v) —— 


(vi) (3abc—b*)/a%¢ | 


5 (1) &—(p’—29)2+@=0 (2) ga*—pe+1=0 
(3) 2°—(p + 2h) +(h? + ph +-9)=0 
(4) 2’°—kpa-+tk?q=0 (5) @—4pa-+ (3p?-+49)=0 
(6) (2p?+9)x*—3px+1=0 
(7) (2p*+-9)x’—6qa-+ (9q—2p’) =0 
(8) ga'—(p’—29) (@ +1) + | (?—1)? + (p29)?! =0 
(9) 9°a*—(p>—3n9q)x-+q=0 


(10) - kus ne 
12 (4aq—2hp) (2p—a) = (b—4q)? 


Exercises 4.2 Page 117 


1 Wl >1l+V73 (2) z<-32>—1 
(3) O<a<s (4) —4<r<1 
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1 


oa 


em 5-4 N41 
(1) — LE — a 
(2) —j}<7<3 (3) s<—2, 2>2 
y— 481 14/21 
(4) _— ಮಿನ್‌ ಪ 
— 120+ 307-—12 6 —22’°+8xr—26 
— 3 
CHAPTER 5 
Exercises 5.1 Page 120 
921 2 NobeskP. 3 1988 4 Tf, O 
Not an A.P. 5 3,6 7 7.9. 88% 
2+2% 2137 9 Neben A.P. 10 42746, 5249 
50 12 81 13 60 14 —38 15 —69 
52 1 —150 18 l90+17y 19 1024833 
13x +44 
Exercises 5.2 Page 123 
30,165 2 42,462 3 57,352 4 54, 815 
—I7,—9 6 —29, 187 7 20,26 8 79, 8@ 
30.6, 369.6 10 95.3, 15128 4% d=3, S=2e 
n=17, S=442 13 a= —19, S=121 14 |l=—48, 
S= —300 15 @ely7, d= 16 n-—16, @=s 
3240 18 2400 19 1050 22 903 28 Rs 19,000 
90 25 1024 ft.. 260 ft. 26 1105 
Exercises 5.3 Page 126 
114% 2 2, 9,98, 23, 30, 3 —l1, —G6 
—11,-46 @ 8&8. 90,8 5 —§. =e 


—5...557,9 6 14,5,—4,—13....—40, —49 i We 
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14/5, 7/2,14/3,7 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, 1/9, 1/10 
ke 1, 18,16 7 Sei, ve 1/5,1/8..... 
1/20 11 5, 91/5: 1, —15; —4, 5 


Exercises 5.4 Page 129 


1 48, 93 2 1701, 2548 3 16/3, 211/3 
4 Ny, I ಈ 1, 6 — 32/34, 133/81 
7 6, 12, 24 8 1,7, 49 > if = & —32 
40 1, 2/3, 4/9, 8/27 11 64, 16.4 12 9, 8, bh, 
LAS, 1/9 14 ೫7/2 15 0=2/49, S=1141 
16 n=6, Sd 17 n=3,1= 16/3 18 a=83/2, 
l=—4/9 19 n=6, 1=96 20 a=—32, n=6 
21 12763 22 Rs 9396 23 Rs 5270-76, 
Rs 21,978-36 


Exercises 5.6 Page 134 


1 i 2 81 8 128/5 4 16/3 
5 —44/3 6 2/9 7 1/8 8 35/6 9 943 
10 5/8 11 2/9 12 3 13 409/99 14 123/999 
15 136/33 Wy 17 8/11 18 301 1/2 ft. 
19 128 sq. ins. 


CHAPTER 6 


Exercises 6.1 Page 141 
1 64 3 840; 480; 480 4 /11 =39916800 
2 sof4=2193360 6 (a) 120 (12 7 (a) 720 (b) 72 
8 26.10=175760000 9 240 10 120 1l 48 


i 
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b = 89600 14 & = "201 @ 
“Raa ™ 7 | 
/8 
= 6 3 /3=622080 
15 app 560 16/6 /4 /3 /38= 


17 (a) 1440 (b) 3600 kK 
Exercises 6-2 Page 146 
1 (a) 56 (b) 210 (c) 300 2 31 3 ai 2408 
4 90 5 980 6 1848 7 120 8 26 
9 90 10 84 11 105 12 0440 


CHAPTER 8 


Exercises 8.1 Page 155 
1+72 +212? 4 3504 +21a°+ 72°+-2' ( 
x°— 102+ 4023— 802° + 802—32 ( 
64x + 192x°y + 240xrty?+ 16023y3 + 602”y* + 122y +y" 
vi—4e°+6—40-?+24-* 

a—* + 6a—*b—? + 15a—*b— + 20a—3b—-8 + 15a—*b—-* 
+ 6a-—'b-" +b6-” 
212455341024 102-452-324 
a'x‘— 40 bz3y + 600° ry — 4ab ay? 4-bty* 
7 5a°b— oy 10a3/*b—1— 10ab—-3/? + 5atb—*—b—!> 
# y” 4 
16 a nat + +h 
a eft ಇ "bx? ay 15atb’a*y? — 20a°b'x* ?y* 4 4+ 15a*b*ry 
—6ab5zty” 144 bh y3 /2 
— 8064050 12 51482° 18 CP 
A 15 OI 16 020 


8 
Cs 23 18 4485 19 240 21 1.0406 
904 23 1.267 


© on oo oF WL 


a 
(om) 


he 
> ee 


no = 
LD =I 
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14 


16 


CHAPTER 9 
Exercises 9.1 Page 159 


— 1 , 6 © 
w—4 r+-3 +5 x—2 
2 1 1 2 
—— tit. EY _ Je 
r+2 r—3 L+3 zi x—1 
— 1 _ «= 
249 28 p 3242 
1 2 
t—1 +1 " (+I) | 
2 2 4 3 5 
__ —— = 9 OO 
2—2 (2-2) a 243 (24-3)? x-+3)3 
ee 11 1 [7240 me 14 
x—2 21 13| 223 20—l 
1 9 1 1 2 
“i a 13 oe 
r+1 242 7" 243 24-83 r—4. 
5 2 2 ] 
a 15 = 
77 245 L—2 24-2 pr 2—3 


1 
” sen + ey 
CHAPTER 10 
Exercises 10.1 Page 161 
—2 2 —16 3s 3 4 21 5 —20 
೬a 790 8 0೨ ಹ 9 3% 10 
Exercises 10.2 Page 163 


(a) a,A,—b,B,+-¢,C, (b) bi -+-6,B,—b,B, 

(c) ,C,—c,C, +40, 

SS =14 £ Bio 5 —300 8 (a) 3 
(b) 14 9 & 
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1 


Exercises 10°3 Page 168 


(a) Rows of one are the columns of the other. 


(b) Second determinant is obtained from first by 


adding Ist and 2nd columns to 3rd column. 


2 


(a) lst column = 3rd column (b) Third row is 


proportional to Ist row (c) 3rd column is proportional 
to Ist column. 


3 
5 


io) 


10 
16 


(a) —20592 (b) 24192 (c)0 4 24 
(a) 6 (b) —5 (c) 12 6 10 7 a,b 


Exercises 10°4 Page 174 


Z=2, y=—2 2° @=—1, y=1 

r=—3, y=3 4 @=—1, y=, 

o=—2,9g=,@=—! 6 S2=—1, 4=—412--—2 
CHAPTER 11 


Exercises 11°2 Page 185 
—46,—14,—4,74 2 6,4,2 4 Continuous 


Discontinuous 6 4 7 8 $ F 8 $ 


ot +8 WW aH NES a 
1 17 m/n 18 a/b 


CHAPTER 12 
Exercises 12:1 Page 203 


8 1 
35a + ae = 
7 393 ¥ 2/2 


20 
— 3 + 800 3 — a tT 25a" 


94 5 42°—32?—1 6 47343741 
20—1 8 (22 cosa+ 2 sin 2]/cos*z 
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} 
1+sinz 
4x° cos 2 — g'sing 
[x? cose — 2x sing + cosx]/(x? + 1)? 
(31412¢ — 1125) 
(2°—-47 +5)? — 


—— 


Exercises 12-2 Page 208 


47—6 2 423 
1 


Ry 


2 cos 2a O° cosv—vsin 
4 


(2-44)? 

2a—5a—8 8 62>5— 8734 6x 
_ +3 sec?x 10 7 2° cot x—z’ cosec?z 
V2 

2-3 sec x tan 2—3x—* sec x 


1 —1 
— sec*z+-tan x (sec x-+cos i) tan x 
D 


132 
Ax | 1 
K (22— 1)? ಸ 1+cos x 


[tan x (l—sec x) + sin z— 2 sec? z]/tan3> 
272 (23 --1)* 

2 tan x sec? | 19 —z7? sin 73 
—6zx cosec (327) cot (32°) 

10 (4243) (2224-305) 
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22 
23 


Zo 


26 


27 
28 


(3224+ 2x +1) cos (x8 +27+2-+1) 


8, 26, 80 


(a) (15+4t) feet/sec 


24 } 
> 2 
ca, = am 


(c) 4 feet/sec* 


(1) 3 secs 
(1) 3 secs 


(2) 144 feet 


(2) 96 feet/sec 


424 


(b) 15 feet/sec 


(3) 32 feet/sec?. 


INDEX-—ಶಬ್ದಸೂಚಿ 


Terms 


Absolute value, ಧನಾತ್ಮಕ ಮೌಲ್ಕ 
Acceleration, ವೇಗೋತ್ಯರ್ಷ 
Addition, ಸಂಕಲನ 
Algebra, ಬೀಜಗಣಿತ 
Antilogarithm, ವಿಲೋಮಪ್ರತಿಘಾತ 
Antisymmetric, ಅಸಮಾಂಗ 
Base, ಆಧಾರ 

— change of, — ಪರಿವರ್ತನೆ 
Binomial theorem, 0,20 ಪ್ರಮೇಯ 
Binomial Coefficients, 0,00 ಗುಣಕಗಳು 
Calculus, elementary, ಸುಲಭ ಕಲನ ಶಾಸ್ತ 
Closure, ಆವೃತಿ 
Coefficient, ಗುಣಕೆ 
Column, ನೀಟಸಾಲು 
Combination, ವಿಕಲ್ಪ 
Common ratio, ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರಮಾಣ 
Common difference, ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯತ್ಯಾಸ 
Commutative law, ಪರಿವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮ 
Complement, ಪೂರಕ 
Complex number, ಮಿಶ್ರ ಸುಖ್ಯೆ 


Conjugate complex number, ನುವರ್ತ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ... 


Constant, ಸ್ಥಿರ 
Continuity, ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ 
Curve, ವಕ್ರರೇಖೆ 
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“eee 
eeee ] 


io, 180 


193 


Derivative or differential coefficient, 28,2, ಅಥವಾ 
ಕಖನಾಂಕ 
— Theorems on, ಪ್ರಮೇಯಗಳು 
— Function of a function, ಉತ್ತೆನ್ನದ ಉತ್ಪನ್ನ 
— Geometrical meaning of, ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಅರ್ಥ | 
— application to mechanics, ಚಲನಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಅನ್ವಯ 


Determinant, ನಿರ್ಧಾರಕ 
— elementary properties of, ಮೂಲಗುಣಿಗಳು 
— of the coefficients, ಗುಣಕನಿರ್ಧಾರಕ 
Differentiation, ಕಲನತ್ರಿಯೆ 
Discontinuous, ©ಿಚ್ಛಿನ್ನೆ 
Disjoint sets, ಬೇರ್ಪಟ್ಟ ಗಣಗಳು 
Discriminant, ಶೋಧಕ 
Distributive law, ವಿಭಾಜಕ ನಿಯಮ 
Klement, ಮೂಲಾಂಶ, ಗಣಾಂಶ 
Equality, ಸಮತ್ವ 
‘ Equal sets, ಸಮಗಣಗಳು 
Equations, ಸಮೀಕರಣಗಳು 
— linear, ಸರಳೆ he 
— quadratic, ವರ್ಗ 
— with 3 unknowns, ಮೂರು ಅಜ್ಞಾ ತಗಳು 
Factors, ಅಪವರ್ತನಗಳು 
Factorial, ಶಪ್ರೇಣಿಲಬ್ದ 
Function, ಉತ್ಪನ್ನ 
— quadratic, ವರ್ಗ 
— symmetric, ಸಮಾಂಗ = 
-— maximum values of, ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಪ ಬೆಲೆಗಳು 
Graph of a function, ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆ 
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oY 


.. 190, 


Identity, ಏಕ (ಸರ್ವಸಮ) 
Inclusion, ಒಳಗೊಳ್ಳುವಿಕೆ 
Increment, ವೃದ್ದಿ 
Indeterminate, ಅನಿಶ್ಲಿತ 
Indices, ಘಾತಾಂಕಗಳು 
— laws of, ನಿಯಮಗಳು 
— fractional and negative, %ನ್ನರಾಶಿಯ 
ಯಣಾತ್ಮಕ 
Integers, ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು 
Intersection, ದನ 
Interval, ಅವಕಾಶ 
Inverse, ಅನುಲೋಮ 
Irrational numbers, ಅಭಾಗಲಬ ಸಂಖೆ ಗಳು 
Limits, ಪರಮಾವಧಿಗಳು 
—theorems on, ಪ್ರಮೇಯಗಳು 
Linear equations, ಸರಳೆಸಮೀಕರಣಗಳು 
—solution of, ಬಿಡಿಸುವಿಕೆ 
Logarithms, ಪ್ರತಿಘಾತೆಗಳು 
—basic properties, ಮೂಲಗುಣಗಳು 
— characteristic, ಸ್ವರೂಪಾಂಕ 
‘— common, ಸಾಮಾನ್ಯ 
—mantissa, ಶೇಷಾಂಕ 
—-mean difference, ಸರಾಸರಿ ವ್ಯತಾ ಸ 
—natural, ಸ್ರಾಭಾವಿಕ 
—use of tables, ಪಟ್ಟಿಗಳ ಉಪಯೋಗ 
Mathematical Induction, ಗೇಳೆತಾನುಮಾನ 
Means, ಮಧ್ಯಕಗಳು | ; 
—arithmetic, ಸಮಾಂತರ 
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= 
ne Wy 196 
179 

160 

170 

46, 78 


19 
me "83 
.... 79:83,89 
83 


—geometric, ಗುಣೋತ್ತರ 
—harmonic, ಹರಾತ್ಮಕ 
Minors, ಲಘುನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 
Modulus, ಮಾಡುಲಸ್‌ 
Multiplication, Toto 
Nature of roots, ಮೂಲಗಳ ಸ್ವಭಾವ 
Null sets, ಶೂನ್ಯ ಗಣಗಳು 
Number, ಸಂಖ್ಯೆ 
—complex, ಮಿಶ್ರ 
—conjugate complex, ಅನುವರ್ತಮಿಶ್ರ 
—imaginary, ಊಹ್ಯೆ 
—irrational, ಅಭಾಗಲಬ್ಧ 
—line, ರೇಖೆ 
—rational, ಭಾಗಲಬ್ರ 
Order, ದರ್ಜೆ, ಪ್ರಮಾಣ 
Order relation, ಅನುಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧ 
Parabola ಪೆರಾಬೊಲಾ 
Partial fractions, ವಿಭಜಿತ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳ: 
Permutations, ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳು 
— circular, ವರ್ತುಳೀಯ 
— objects alike, ಪುನರಾವರ್ತಿಸುವ 
Polynomial, ಬಹುಪದಿ 
Progressions, ಶಪ್ರೇಢಿಗಳು 
— arithmetic. ಸಮಾಂತರ 
— geometric, ಗುಣೋತ್ತರ 
— harmonic, ಹರಾತ್ಮಕ 
Proper subset, ಸಹಜ ಉಪಗಣ 


Quadratic equations, ವರ್ಗಸಮೀಕರಣಗಳಃ 


— solution of, ಬಿಡಿಸುವಿಕೆ 
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Quantity, ಪರಿಮಾಣ 

Real number, ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ 
Reciprocal law, ಪ್ರತಿಲೋಮ ನಿಯಮ 
Reflexive law, ಪ್ರತಿಫಲನ ನಿಯಮ 
Roots, ಮೂಲಗಳು 


— nature of, ಸ್ಹಭಾವ 
— symmetric functions of, ಸಮಾಂಗ ಉತ್ಪನ್ನ ಗಳು. 
— zero and infinity, ಶೂನ್ಯ ಮತ್ತು ಅನಂತ 
Row, ಅಡ್ಡಸಾಲು 
Rale method, agnor 
Sequence, ಶ್ರೇಢಿ 
Bets, ಗಣಗಳು 
— elements, ನೆಣಾಂಶಗಳು 
— equa], ಸಮ 
— finite and infinite, ಪರ್ಯಾಪ್ತ ಮತ್ತು ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ. 
— intersection, ಛೇದನ 
—- tabulation method, ಪಟ್ಟಿವಧಾನ 


— transitive, ವಾಹಕ | “es 


— Union, ಸಂಯೋಗೆ 
— Universal, ವಿಶ್ವ 
Bign, 8& 
Slope, LU 
Subtraction, ವ್ಯವಕಲನ 
Subset, ಉಪಗಣ 
Burds, ಕರಣಿಗಳು 
— binomial, ದ್ವಿಪದ 
—compound, ಸಂಯೋಜಿತ 
—conjugate, ಅನುವರ್ತ 
—-independence of ನಿರವಲಂಬನ 


229 


—rationalising factor, ವಿಕರಣೀಯ ಅಪವರ್ತನ 
—simple, ಸಾಧಾರಣ 
—trinomial, 2,20 
Symbol ಸಂಕೇತ 
Symmetric functions, ಸಮಾಂಗ WE Aner 
Tangent, ಸ್ಪರ್ಶಕ 
Transitive law, ವಾಹಕ ನಿಯಮ 
— property, ವಾಹಕಗುಣ 
Trichotomy, ತ್ರಿಚ್ಛೇದ್ಯ 
Union, ಸಂಯೋಗ 
Unique, ಏಕೈಕ 
Universal set, ವಿಶ್ವಗಣ 
Variable, uರ 
Velocity, ವೇಗ 
Venn diagrams, =ನ್‌ ಚಿತ್ರಗಳು 
Leto, ಶೊನ್ಮ 
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Page 
ಪುಟ 


23 Eng 
33 Eng 


38 Kan 
45 Eng 


48 Kan 


50 Eng 


50 Kan 


55 Eng 
73 Eng 


83 Eng 
93 Kan 
94 Eng 


97 Eng 
99 Eng 


102 Kan 
118 Eng 


ERRATA—ತೆಪ್ಟೋಲೆ 


Line 
ಗೆರೆ 


23 


8 
13 


10; 1%, 28, 
5 p 
8 


10 


10 
20 


For Read 
=) 

ತಪ್ಪು ಒಪ್ಪು 
042, 24-0 Oxx, 2x0 
1 

i a 

— a 

a 

| 0 |= 0 [9 | =9 
2 Z, 
a x 
a*hty® aby 


oN f3 

3010 

log, 10 
a 


ಮಿ 


b 


ETN 


2a 
w3 
is 
Cannot 
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(3°)° 


ie 
V 


a ee 


log 3010 


‘loge 


b 


a 


—bi 


2a 
24443 
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GEOMETRY 
ರೇಖಾಗಣಿತ 


CHAPTER 1 


Basie Concepts in Geometry 


1.1 Point, line, plane and space —- 


All branches of Mathematics including geometry have 
been built up on certain basic concepts some of which are 
definable in terms of other concepts, but some of which 
cannot be defined at all. For example, there have been 
attempts to define a point as that which has no dimen- 
sion and a line as that which has only one dimension. It 
is easily seen that the above statements are not precise. 
Similar is the case for the plane. The word “‘dimension”’ 
requires definition. So we take point, line and plane as 
undefined terms. Every line isa set of points and every 
plane is a set of points. 

Space may be explained as the set of ali points or 
elements. 


However a line may be denoted as follows : 
A B 


> 


Fig. 1.1 (a) 
It extends bothways infinitely. It has no end points. 


Notation AB. 


— 
A Ray has only one end point. AB 
A segment has both the end points. AB 


Fig. 1.1(b) 


ಅಧ್ಯಾಯೆ 1 
ರೇಖಾ ಗಣಿತದ ಮೂಲ ಭಾವನೆಗಳು 


1.1. ಬಿಂದು, ರೇಖೆ, ಸಮತಲ ಮತ್ತು ಆಕಾಶ 


ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಎಲ್ಲ ಭಾಗಗಳನ್ನೂ ಕೆಲವು ಮೂಲ ಭಾವನೆಗಳ ಮೇಲೆ ರಚಿಸ 
ಲಾಗಿದೆ. ರೇಖಾಗಣಿತವೂ ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು. ಈ ಮೂಲ ಭಾವನೆಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವಕ್ಕೆ 
ಉಳಿದವುಗಳಿಂದ ವ್ಯಾ 3, ಯನ್ನ್ನಿ ಕೊಡಬಹುದು. ಆದರೆ ಕೆಲವು ಮೂಲ ಭಾವನೆಗಳಿಗೆ 
ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ಯನ್ನು ಕೊಡುವದು 'ಅಸಾಧ್ಯ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಬಿಂದುವಿಗೆ ಪರಿಮಾಣ 
ರಹಿತವಾದದ್ದೆ ಅದೂ ರೇಖೆಗೆ ಒಂದೇ ಒಂದು ಪರಿಮಾಣವುಳ್ಳ TODO ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ನೀಡಲು 
ಪ್ರಯತ್ನಿ ಸಲಾಗಿದೆ. ಈ ಹೇಳಿಕೆಗಳು ಸ್ಪಷ್ಟ j ವಾಗಿಲ್ಲವೆಂಬುದು ನಮಗೆ * Soman 
ತಿಳಿಯುವುದು. ಸಮತಲದ ವ್ಲಾಖ್ಯೆ ಯೊ ಹೀಗೆಯೇ. ಮೊದಲು ಪರಿಮಾಣ 
ಎಂಬ ಪದವೇ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಅಪೆಕಕಸುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ನಾವು ಬಿಂದು, ರೇಖೆ 
ಮತ್ತು ಸಮತಲ "ಇವುಗಳನ್ನು ವ್ಮಾ 33, ನೀಡಲಾಗದೆ” ಇರುವ ಪದಗಳಾಗಿ ತೆಗೆದು 
ಕೊಳು 23, ವೆ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ರೇಖೆಯೂ ಬಿಂದುಗಳ ಗಣ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಸಮತಲವೂ ಬಿಂದುಗಳ ಗಣ. 


ಎಲ್ಲಾ ಬಿಂದುಗಳ ಅಥವಾ ಗಣಾಂಶಗಳ ಗಣವನ್ನು ಆಕಾಶ ಎಂದು ವಿವರಿಸ 
ಬಹುದು. 


A B £ 
ea 
ಚಿತ್ರ 1.1 (ಎ) 


ರೇಖೆಯನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಸೂಚಿಸಬಹಂದು. ಇದಕ್ಕೆ ಅಂತ್ಯ ಬಿಂದು 
ಗಳಿಲ್ಲ, ಎರಡೂ ಕಡೆಗೆ 'ಠೇಖೆಯನ್ನು ಅನಂತವಾಗಿ ವೃದ್ಧಿ ಸಬಹುದು. ಇದೆರ ಚಿಹ್ನೆ 


GB. 8000 (Ray) ಎಂಬುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ಅಂತ್ಯೆ ಬಿಂದು ಮಾತ್ರ ಇದೆ. ಇದರ ಚಿಹ್ನೆ 
AB. ರೇಖಾಖಂಡವೊಂದಕ್ಕೆ ಎರಡೂ ಅಂತ್ಯ ಬಿಂದುಗಳಿವೆ. ಇದರ ಚಿಹ್ನೆ AB. 


ಚಿತ್ರ rei (ಬ) 


1.2 Axioms and postulates— 


These are accepted or self-evident truths. No attempt 
is made to give a proof to these axioms or postulates. The 
difference between them is not clearly marked. Axioms 
are those accepted truths which have an appeal to our 
intuition looking as obvious. Postulates are accepted 
truths which are not so evident to our intuition. 

The number of postulates to be accepted is kept at a 
minimum necessary for the development of the subject. 
The subject is developed logically basing the logic on these 
postulates. We arrive at conclusions by making use of 
these postulates and the conclusions that have been derived 
already. : 

Postulate 1: Given any two different points, there is 
exactly one line which contains both of them. 


If A and B are different points, the line contained by 


themis AB. A set of points is said to be collinearif there 
exists a line which contains all the points of the set. If the 


points A, B,C are collinear we say that AB passes 
through C orC lies on AB. ] 


1.3 Measurement of Distance— 
Measurement of distance requires a unit. The length 
of any line segment is measured in terms of this unit. Let 


<—_—-> 


AB be a line. Choose a point O on it and represent it 
by the number 0. Represent another suitable point P on 
= @ P B 
<—.——} oS 

3. = | 0 1 2 3 
the line by the number 1. Then we say that the 
segment OP has unit length and OP=1. We mark the 
numbers 2, 3,. ‘to the right of OP and to the 
left of 0 we mark the numbers —1, —2,—3.. 
In doing “0. we are indeed assuming one of the basic post. ; 
ulates. 


1 | 


3 


1.2. A, ತಸ್ಪಿ TD, OSNG) ಮತ್ತು ಸಿ ಕೃತ ಭಾವನೆಗಳು 


ಫ್‌ ಮ VLBOAD ಅಥವಾ ಸ ) BMG ಸತ ಗಳು. ಇವುಗಳಿಗೆ ಸ 
ಯನ್ನು ಕೊಡಲು ನಾವ ಪ್ರಯತ್ನಿ ಸುವುದ"” ಸ್ವತಸ್ಸಿದ್ಧಾಂತಗಳಿಗೂ ಸಿ 7 3 
ಭಾವನೆಗಳಿಗೂ ಸ್ಪಷ್ಟವಾದ ಭೇದವೇನೂ ಇಲ್ಲ. ನಮ್ಮ ಅಂತರ್ಬೋದೆಗೆ ಸ Reon 
p ನವ್ಯ ವಾಗುವಂಶೆಹ"” ಸ್ವೀಕೃತ ಸತ್ಯಗಳಿಗೆ BBA ದಾ ಠತಗಳೆಂದು ಹೆಸರು. ಆಂತ 


ಗ 


ನೇದೆಗೆ ಅಷ್ಟು ಸ್ಪ ಪ್ಲ ವದೆ ಇರುವ As ಅಕ್ಷತ ಸತ್ಯ ಗಳಿಗೆ a, ಕೃ ತ ಭಾವನೆಗಳೆಂದು 


ಲ 


ee 
ವಿಷಯದ ಬೆಳವಣಿಗೆಗೆ ಅತ್ಯ ವಶ್ಯ ವೆನಿಸುವಷ್ಟು ಮಾತ್ರ ಸ್ಲೀಕೃತ ಭಾವನೆಗಳನ್ನು 


ಆರಿಸಿಕೊಂಡು ವಿಷಯವನ್ನು ಈ ಭವನೆಗಳ ಮೇಲೆ 'ತರ್ಕಬದ್ಧೆ 3 ವೆಗಿ"ಕಚಿಸಲಾಗುವುದು” 
a «2 3 ಭಾವನೆಗಳನ್ನೂ ಮೊದಲೇ ಪಡೆದಿರುವ ತೀರ್ಮಾನಗಳನ್ನೂ ಉಪಯೋಗಿಸಿ 


ಕೊಂಡು ಹೊಸ ತೀರ್ಮಾನಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಲಾಗುವುದು. 


ಸ್ವೀಕೃತ ಭಾವನೆ1 : ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾ ಗ 
ಇವೆರಡನ್ನೂ ಹೊಂದಿರುವಂತಹ ಒಂದೇ ಒಂದು ರೇಖೆ ಇರುವುದು. 

A ಮತ್ತು ಔ ಎಂಬುವು ಬೇರೆಯಾದ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಾದಲ್ಲಿ ಅವುಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವ ರೇಖೆಯು 48 ಆಗಿರುವುದು. ಬಿಂದುಗಳ ಗಣವೂಂದರ ಎಲ್ಲಾ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನೂ ಹೊಂದಿರುವ ರೇಖೆಯೊಂದಿದ್ದ ರೈ ಆ ಬಿಂದುಗಳು ಏಕರೇ DA, ವಾಗಿವೆ 
ಯೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. A,B, C ಗಳು ಏಿಕರೇಖಸಿ ವಾಗಿದ್ದರೆ AB ಯು Oo 
ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವುದು ಅಥವಾ 0 ಯು “ B ಯ ಮೇಲಿದೆ ಎನು ತೇವೆ. 


1.3 ದೂರದ ಅಳತೆ 


ದೂರದ ಅಳತೆಗೆ ಒಂದು ಮೂಲಮಾನವ್ಪಬೇಕು. ಯಾವುದೇ ರೇಖಾಖಂಡದ 
ಉದ್ದವನ್ನು ಈ  ಮೂಲವಮಾನದಿಂದ ಅಳೆಯುತ್ತ ಇವೆ. AB ಯು wend es 
ಯಾಗಿರಲಿ. ಅದರಲ್ಲಿ 0 ಎಂಬ ಬಿಂದುವೂಂದನ್ನು ಆರಿಸಿಕೊಂಡು ಅದನ್ನು 0 ಎಂಬ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಸು ಸೂಚಿಸಿ. ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಮತ್ತೊ: ೦ದು ಸೂಕ್ತವಾದ ಬಿಂದು Poss, 
1 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಸ ಸೂಚಿಸಿ. ಈಗ ರೇಖಾಖಂಡ OP ಯು ಒಂದು ಮೂಲ 
DRS ಉದ್ದವಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು 0P = 1 ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


A Q P B 
ae ——s 
—a —2 —l 0 1 2 
OP%ಯ ಬಲಭಾಗಕ್ಕೆ 22, ... . ಪಾಂಡ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು fo ಬಿಂದುವಿನ 


ಎಡಭಾಗಕ್ಕೆ 1, Le pe. . ಮುಂತಾದ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನೂ ಗುರುತಿಸುತ್ತೆ ee. 
ಹೀಗೆ ವಸೆಡುವಾಗ ನಿಜವಾಗಿಯೂ ನಾವು ಒಂದು ಮಃ Be ಸ್ಪೀಕೃತ ಭಾವನೆಯನ್ನು 
ಒಪ್ಪಿದಂತಾಗಿದೆ. 


Postulate 2: There exists a one-to-one  correspon- 
dence between points of a line and the set of all real numbers. 


™” In other words, with every point on a given line we 
associate a real number and conversely, every real number 
corresponds to a point on the line. We call this number 
as the coordinate of the point. If A and B are any 
two points on the line with coordinates a and b such that 
a<b then the length of the segment AB is given by 
AB=(b—a). For example, in the above figure, the 
length of segment PQ=1—(—3)=4 units. 


We note that the distance between two points on the 
line (or the length of the segment) is a positive number. 
PQ is the same as QP. The unit that we choose may be 
centimeters, meters, feet, inches, or any other that we may 
like to choose. 


1.4 Betweenness— 


; B Cc 
<. $$ et 
Pie, 1.3 


Definition :— 
It A, B,C are three points on a line. then Bis bet- 
ween A and Cif AB+BC= AC. 


Postulate 3: If three distinct points lie on a line, 
one of them lies between the other two. 


Theorem : 
If A, B,C are points ona line with a, b, c as co-ordinates _ 
such that a<b<c then B lies between 4 and C 


Proof :— Since a<b, AB=b-a 
Since b<e, BC=c--b 
Since a<e AC =c-a 


A B+ BC= (b-a) +(c-b) = c-a= AC 
“. by definition B lies between 4A and © 
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ಸ್ವೀಕೃತಭಾವನೆ 2: ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಬಿಂದುಗಳಿಗೂ ಮತ್ತು ಎಲ್ಲಾ 
ವಾಸ ವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣಕ್ಕೂ ಒಂದು-ಒಂದು ಸಹಗಾಮಿತ ಇದೆ. 


ಈ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ವಿವರಿಸಬಹುದು. ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಬಿಂದುವಿಗೂ ಸಹ ಒಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ Ao Coa, ನಾವು ಹೊಂದಿಸಬಹುದು ಮತ್ತು 
ವಿಲೋಮವಾಗಿ ಪ್ರಶಿಯೊಂದು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗೂ ಸಹಗಾಮಿಯಾಗಿ ರೇಖೆಯ 
ಬಿಂದುವೊಂದಿರುವುದು. A ಮತ್ತು ಔಗಳು a ಮೆತ್ತು fb ಎಂಬ ಸಂಖೈಗಳಿಂದ 
ಸೂಚಿಸಿರುವ ಎರಡುಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. a<b ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ರೇಖಾಖಂಡ A Boo 

ಬಿದ್ದವು, AB=(b—a) ಆಗಿರುವುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ Bes ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ರೇಖಾ 
ಬಂಡ PYOS ಉದ್ದವು PY= 1—( 3) = 4 ಮೂಲಮಾನಗಳು. 

ರೇಖಿಯೆ ಮೇಲಿನ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಿಗೆ ಇರುವ ದೂರವು (ಅಥವಾ ರೇಖಾ 
ಖಂಡದ ಉದ್ದವು) ಒಂದು ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವುದು ಎಂಬುದನ್ನು ನಾವು ಇಲ್ಲಿ 
ಗಮವನಿಸುತ್ತೆ ಷೆ. ನಾವು ಆರಿಸುವ ಮೂಲಮಾನವು ಸೆಂಟಿಮಾಟರ್‌, ಮಾಟರ್‌, 
ಅಡಿ, ಇಂಚು, ಆಥವಾ ಬೇರೆ ಯಾವುದಾದರೂ ಆಗಿರಬಹುದು. 


1.4 ಅಂತರತೆ 


A B Cc 
4 
ಚಿತ್ರ 1.3 

A, B.C ಎಂಬುವು ರೇಖೆಯೊಂದರ ಮೇಲಿನ ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. 
AB+BC=AC ಆಗಿದ್ದರೆ Boo A ಮತ್ತು CNS ನಡುವೆ ಇದೆ ಎಂದು 
ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 

A CES ಭಾಷನೆ 3: ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳು ವಿಕ ರೇಖಸ್ಥವಾಗಿದ್ದ ರೆ, ಅವುಗಳಲ್ಲಿ 
ಒಂದು ಉಳಿದೆರಡರ ನಡುವೆ ಇರುವುದು. 


ಪ್ರಮೇಯ : ರೇಖೆಯೊಂದರ ಮೇಲೆ 4, B.C ಎಂಬುವುಗಳು 4.0. 6 


ವಿರೇಶಕಗಳಿರುವ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ, wb ಆಗಿದ್ದರೆ, Boo A ಮತ್ತು 
(ಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವುದು. 


ಸಾಥನೆ: a<b ಆಗಿರುವುದರಿಂದ AB=(b—a) 
b<c ಅಗಿರುವುದರಿಂದ BC=(c—b) 
a<c ಅಗಿರುವುದರಿಂದ 9 AC =(c—a) 
AB+ BC=(b—a) + (c—b) = ((—a) = AC. 
ಆದ್ದರಿಂದ Bonn A ಮತ್ತು CNY ನಡುವೆ ಇರುವುದು, 
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Definition : 7 ; 3 
A point B is said to be the mid-point of a segment AC 
if Bis between A and C and AB= BC. 


Theorem : 
Every segment has exactly one mid-point. 
Suppose that Bis the mid-point of AC, 


4 B #8 


mg. 1.4 
then 4B+BC=AC 
also AB= BC 
Hence we have 2A4B= AC or AB=1/2 AC 
By postulate 2 we see that there is exactly one such 
point. Bis said to bisect the segment AC. 


Postulate 4: Given any three non-collinear points. 
there 1s exactly one plane containing them. 


Postulate 5: Given two distinct points P and Q ona 
plane, then the line PQ containing these points lies in the 
same plane. 


| Postulate 6: If two different planes intersect, they 
intersect in a line. 


: 
: 
| 
| 
1.5 Planes— 
A plane is specified by the following postulates : 
Theorem : 


If two lines intersect, they intersect in only one point. 


Proof :— If two lines 1 and m intersect in two points 
P and Q, then each of P and Q belong to both 1 and m. 
But by postulate 1. there is only one line containing the 


two points. This contradicts our assumption. Hence the 
theorem. : 


¥ 


ವ್ಯಾಖೆ : B ಬುದುವು A ಮತ್ತು (ಗಳ ನಡುವೆ ಇದ್ದು AB= BC 
ಆಗಿದ್ದ 8 BS ಔಮೆನ್ನು ACS ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ 


ಪ್ರಮೇಯ: ಪ್ರತಿಯೊಂದು ರೇಖಾಖಂಡಕ್ಕೂ ಜಾಷೇ ಒಂದು ಮಢ 
ಬಿಂದುವಿದೆ. 


ಸಾಧನೆ: ಔಯು 40ಯು ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


ry B Cc 
ಚಿತ್ರ 1.4 
sn AB+4+BC=AC 
ಮತ್ತು AB=BC 


ಆದ್ದರಿಂದ 24 B= AC ಅಥವಾ AB=}4 AC. 2 ನೆಯ ALB 5 ಶಭಾವನೆ 
ಯಿಂದ he ಬಿಂದು ಒಂದೇ ಒಂದು ಇರುವುದು, ರೇಖಾಖಂಡ" ACOs 
Bos ಆರ್ಥಿಸುವುದೆಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


1.5 ಸಮತಲಗಳು 

ಸಮತಲವನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಭಾವನೆಗಳಿಂದ ನಿಶ್ಚಿತಗೊಳಿಸಲಾಗುವುದು. 

ಸ್ವೀಕೃತ ಭಾವನೆ 4: ಏಕರೇಖಸ್ಥವಲ್ಲದ ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳು ದತ್ತವಾದಾಗ 
ಅವುಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತಹ ಒಂದೇ ಒಂದು ಸಮತಲ ಇರುವುದು, 

ALES ಭಾವನೆ 5: ಸಮತಲ ಒಂದರಮೇಲೆ P, ಎಂಬ ಎರಡು ಪ್ರಶ್ಯೇಕ 
ಬಿಂದುಗಳು ದತ್ತವಾದಾಗ ಈ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ desi PQ ಅದೇ ಸಮ 
ತಲದಲ್ಲಿರುವುದು. 

ಸಿ ಕೃತ ಭಾವನೆ 6: ಎರಡು ಸಮತಲಗಳು ಛೇದಿಸಿದರೆ, ಅವುಗಳ ಛೇದನವು 
ಒಂದು ROS ಕಾಪನನಗ ರುವದು. 

ಪ್ರಮೇಯ: ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಛೇದಿಸಿದರೆ, ಅವುಗಳ ಛೇದನವು 
ಒಂದೇ `ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರುವುದು. 

ಸಾಧನೆ: ಪ್ರಮೇಯಕ್ಕೆ ವಿರುದ್ಧ ವಾಗಿ | ಮತ್ತು ೫ ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು Pp 
ಮತ್ತು (J) ಎಂಬ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ € ಛೇದಿಸಲಿ. ಈಗ P ಮತ್ತು ಛ ಗಳೆರಡೂ, 
ಮತ್ತು ೫ ಗಳಿಗೆ ಸೇರಿರುತ್ತವೆ. "UBS 1ನೆಯ ಸಿ ಕೃತ ಭಾವನೆಯಿಂದ ಈ ಎರಡು 
೦ದ 


ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದೇ ಒಂದು ರೇಖೆ ಇರೆವುದು. ಇದು ದತ್ತಾಂಶವನ್ನು 
ವಿರೋಧಿಸುಪುದರಿಂದ ಪ್ರಮೇಯವು ಸಾಧಿತವಾಗುವುದು. 
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Theorem : 


If a line and a plane not containing it, intersect, their 


intersection is a single point. 
For, if the intersection consists of two points of the 
line then by postulates, the line must entirely lie in the plane. 


Theorem : 
A line and a point not on the line, determine one and 


only one plane. 


eR 
i 
<____ 3 OS 
pe @ 
Fig. 1°5 


Take two points P and Q on the given line 1. These 
two points determine the line 1 Now the three non- | 
collinear points P, Y, R determine a plane. 
Theorem : 

Given two intersecting lines, there is exactly one plane 
containing them. Let the two lines have A as their 
intersection. Let Band C be points lying on 1 and mm. 
Now the three non-collinear points determine a plane. 


A 


Fig. 1.6 

i 6 The Measurement of an angle 
Definition : 
An angle is defined as the union of two ravs having | 


the same end point. The union of AB and AC having the 
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ಪ್ರಮೇಯ: ಒಂಡು ರೇಖೆ ಮತ್ತು ಆದನ್ನು ಹೊಂದದೆ ಇರುವ ಒಂದು 


ಸಮತಲ, ಇವೆರಡೂ ಛೇದಿಸಿದರೆ ಅವುಗಳ ಛೇದನವು ಒಂದೇ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರು 
ವುದು. 


ಇದಕ್ಕೆ ಕಾರಣ, ಛೇದನದಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯ ಎರಡು ¢ ಬಿಂದುಗಳಿದ್ದರೆ, ಆಗ 5 ನೆಯ 
ಸ್ವೀಕೃತ ಭಾವನೆಯಿಂದ ರೇಖೆಯು ಪೂರ್ಣವಾಗಿ ಸಮತಲದಲ್ಲಿಯೇ "ಇರಬೇಕಾಗು ವುದು. 


ಪ್ರಮೇಯ: ಒಂದು ರೇಖೆಯೂ ಮತ್ತು ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿಲ್ಲದೆ ಇರುವ 
ಒಂದು aa ಸೇರಿ ಒಂದೇ ಒಂದು ಸಮತಲವನ್ನು 0} ತಗೊಳಿಸುತ್ತವೆ. 


ಚಿತ್ರ 1.5 


ದತ್ತರೇಖೆ | ಮೇಲೆ P ಮತ್ತು Q ಎಂಬ ಎರಡು: ಕೂಪ ತೆಗೆದ ದುಕೊಳ್ಳಿ. 
ಈ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳು | ರೇಖೆಯನ್ನು a5, ತಗೊಳಿಸುತ್ತ ಈಗ ಏಕರೇಖಸೆ ವಲ್ಲದ 
P,Q, R, ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಬಂದು ಸಮತದಿವನ್ನು, ನಿಶಿ ತಗೊಳಿಸೌತ್ತ 'ವೆ. 


ಪ್ರಮೇಯ: ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು ದತ್ತವಾದಾಗ ಅವು 
ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಒಂದೇ ಒಂದು ಸಮತಲವಿರುವುದು. 


ಚಿತ್ರ 1.6 


A ಎಂಬುದು ಈ ರೇಖೆಗಳ ಛೇದನವಾಗಿರಲಿ. FH ಮತ್ತು C Neo | ಮತ್ತು 
m ಗಳ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. ಈಗ ಏಕರೇಖಸ್ಥವಲ್ಲದ ಈ ಮೂರು ಬಿಂದು 
ಗಳು ಒಂದು ಸಮತಲವನ್ನು ನಿಶ್ಚಿತಗೊಳಿಸುತ್ತ ವೆ. 


1-6 ಕೋನದ ಅಳತೆ 


ಒಂದೇ ಅಂತ್ಯಬಿಂದುವಿರುವಂತಹ ಎರಡು ಕಿರಣಗಳ ಸಂಯೋಜನಗೆ ಕೋನ 


> —> 
ವೆಂದು ಹೆಸರು. AB mB, AC ಕಿರಣಗಳಿಗೆ 14 ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಂತ್ಯ 
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same end point A is the angle denoted by Z BAC or 
ZCAB. Sometimes it is also written as Z A 


ie 


B 


C 
Wg. 1°7 


Postulate 7: To every angle there corresponds a number 
between 0 and 180. Itis called the measure of the angle. 


The measure of an angle is represented in degrees. 
Since the measure of an angle is a positive real number, 
angles may be added and subtracted in the same way as 
real numbers. 


a EB 
Fig. 1.8 


For example, if 2 BAC=40° 
and £CAD=60° 
then 1 BAC+ 4 CAD=100° 


The ray AC is said to be between AB and AD if C 


yt : side of AB as D and C lies to the same side 


ಬಿಂದು, ಇವುಗಳ ಸಂಯೋಜನೆಯಿಂದಾದ ಕೋನವನ್ನು / BAC ಅಥವಾ 
L CAB ಆಥವಾ / A ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


C 
ಚಿತ್ರ 1.7 


ಸ್ವೀಕೃತ ಭಾವನೆ 7: ಪ ರ್ರೈತಿಯೊಂದು ಕೋನಕ್ಕೂ ಸಹಗಾಮಿಯಾಗಿ 0 ಮತ್ತು 


180 ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ ಇದೆ. ಈ ಸಂಖ್ಯೆ ಆ ಕೋನವನ್ನು ಅಳತೆ 
ಮಾಡುವುದು. ಅದ್ದರಿಂದ ಇದು ಆ ಕೋನದ ಅಳತೆ. 


ಕೋನದ ಅಳತೆಯನ್ನು ಡಿಗ್ರಿಗಳಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ. ಕೋನದ. ಅಳತೆಯು 
ಧನ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದುದರಿಂದ ಕೋನಗಳನ್ನು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 
ಕೂಡಬಹುದು ಮತ್ತು ಕಳೆಯಬಹುದು. 


ಚಿತ್ರ 1.8 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ 1 BAC =4&0° ಮತ್ತು Z AD 60° ಆದರೆ 
L BMG 1 CAD = 100° 
C ಮತ್ತು D ಗಳು 4B ಯೆ ಒಂದೇ ಪಾರ್ಶ್ರದಲ್ಲಿಯೂ ಮತ್ತು C ಮತ್ತು 
> > 
B ಗಳು AD ಯ ಒಂದೇ ಪಾರ್ಶ್ರದಲ್ಲಿರುವಂತೆಯೂ ಇದ್ದರೆ, AC ೫೫ AB 


ಘಾ 
AD ಗಳ ನಡುವೆ ಇದೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


We have : 

(i) ZBAD+ZCAD= 4 BAC 

(ii) 2 BAC= 2 BAD— ZCAD 

(iii) ZCAD= 2 BAD— Z BAC 
— —> 

Two rays AB and AC are said to form an opposite 
pair if Z BAC=180°. 

Definition : Two angles are said to be supplementary 
if the sum of their measures is 180° and complementary 
if the sum of their measure 1s 90°. 

Example: The supplement of an angle of measure 50° 
is an angle of measure 130°. The complement is an angle 
of measure 40°. 


Gc A B 


Fig. 1.9 


7 —> => — 
Definition: If AB and ACare opposite pairs and AD 
another ray, then the angles 2 BAD and Z DAC are said 
to: form a linear pair. 
The sum of the measures of a linear pair of angles is 
180°. The angles of a linear pair are supplementary. 

Defimtion: If the two angles of a linear pair have the 
same measure, then each is said to be right angle. 

_ Note :—We have proved that there is only one mid- 
point for a line segment. Similarly, there is only one ray 
bisecting a given angle. The measure of a right angle 
is 90°. Two lines are said to be perpendicular if they 
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ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ 


(1) 2 BAD+- 1CAD= 1 BAC 
(i) 4 BAC= ¢ BAD— 1CAD 
(ii) /CAD= 7 BAD— 1 BAC 


Z BAC=180° ಆದರೆ, 4B ಮತ್ತು 40 ಗಳು ವಿರುದ್ಧವಾಗಿವೆ ಅಥವಾ 
ಎದುರು ಬದುರಾಗಿವೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ಎರಡುಕೋನಗಳ ಅಳತೆಗಳ ಮೊತ್ತವು 180° ಆದರೆ ಆ ಎರಡು 


ಕೋನಗಳು ಒಂದಕ್ಕೊಂದು ಸರಳಕೋನಪೂರಕವೆಂದೂ, 90° ಆದರೆ ಅವು ಒಂದಕ್ಕೊಂದು 
ಸಮಕೋನಪೂರಕವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ: 50° ಅಳತೆ ಇರುವ ಕೋನದ ಸರಳಕೋನ ಪೂರಕವು 130° 
ಅಳತೆ ಇರುವ ಒಂದು ಕೋನ, ಅದರ ಸಮಕೋನ ಪೂರಕವು 40° ಅಳತೆಯಿರುವ 
ಒಂದು ಕೋನ: 


Cc A B 
ಚಿತ್ರ 1.9 


3 — > 

AB ಮತ್ತು 40 ಗಳು ವಿರುದ್ಧವಾಗಿದ್ದು AD ಯು ಮತ್ತೊಂದು ಕಿರಣ 
ವಾದರೆ, / BAD ಮತ್ತು / DAC TEM ಒಂದು ಜತೆ Hos, cs ಕೋನಗಳೆಂದು 
ಹೆಸರು. ಒಂದು ಜತೆ ಪಂಕ್ತೀಯ ಕೋನಗಳಲ್ಲಿ, ಎರಡೂ ಕೋನಗಳ ಅಳತೆಗಳು ಸಮ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಪ್ರತಿಯೊಂದಕ್ಕೂ ಸಮಕೋನವೆಂದು ಹೆಸರು. 


ಸೂಚೆನೆ: ರೇಖಾಖಂಡಕ್ಕೆ ಒಂದೇ ಒಂದು ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿದೆಯೆಂದು ನಾವು 
ಸಾಧಿಸಿದ್ದೇವೆ.” ಹೀಗೆಯೇ ದತ್ತಕೋನವೊಂದನ್ನು OFA ಒಂದೇ ಒಂದು ಕಿರಣ 
ವಿರುವುದು. ಸಮಕೋನದ ಅಳತೆಯು 90° ಇರುವುದು. ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು ಒಂದು 
ಸಮಕೋನವನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದರೆ, ಅವು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿವೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 
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contain a right angle. We also say that ABis perpendicular 
to AC or the segment AB is perpendicular to segment AC 


Fig 1.10 


1.7. Definition of a triangle— 


: 
If A, B,C are any three non-collinear points, then the | 
union of the segments AB, BC and AC is called a triangle. | 
It is denoted by A ABC. The segments AB, BC, and AC 
are called its sides ; and A, B,C are called its vertices. 

The triangle determines three angles : 
1 BAC, £ BCA and Z ABC. 
_> er > 
1 BAC is the angle formed by the rays AB and AC. 
The sides of an angle are rays and the sides of a triangle 
are segments. So the triangle determines three angles 
while it does not actually contain them. 


A 


Pie. 1.7) 


—> — 
AB ಯು, AC ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ಅಥವಾ ರೇಖಾಖಂಡ AB ಯು ರೇಖಾ 
ಖಂಡ 4(0ಗೆಲಬವಾಗಿಡೆಯೆಂದೂ ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


ಚಿತ್ರ 1.10 


1-7 ತ್ರಿಭುಜದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 

A, B, ಗಳು ಏಕರೇಖಸ್ಥವಲ್ಲದ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳಾದರೆ, 
AB. BC ಮತ್ತು AC ರೇಖಾಖಂಡಗಳ ಸಂಯೋಜನೆಗೆ ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜವೆಂದು 
ಹೆಸರು. ಇದನ್ನು ಸಿ ABC ಎಂಬುದಾಗಿ ಸ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. AB, BC ಮತ್ತು 
AC Beerodowrien ತ್ರಿಭುಜದ ಬಾಹುಗಳೆಂದೂ A, B, C ಗಳಿಗೆ ತ್ರಿಭುಜದ ಶೃಂಗ 
ಗಳೆ ದೂ ಹೆಸರು. ತ್ರಿಭುಜವು ಮೂರು ಕೋನಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುವುದು: 
1 BCA, 1(B4ACOಮತ್ತು / ABC. 


— — 
/ BAC ಯು AB ಮತ್ತು AC ಕಿರಣಗಳಿಂದಾದ ಕೋನ. ಕೋನದ 
ಬಾಹುಗಳು ಕಿರಣಗಳು, ತ್ರಿಭುಜದ ಬಾಹುಗಳು ರೇಖಾಖಂಡಗಳು. ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು 
ತ್ರಿಭುಜವು ಮೂರು ಕೋನಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತದೆ. ಆದರೆ ಅವುಗಳನ್ನು ವಾಸ್ತವ 
ವಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವುದಿಲ್ಲ. 


PART II 9 2 


1.8. Polygon— 


G 
H 
a 
‘. M 


Fig. 1.12 


ABCDEF is a polygon while the other two figures are 
not polygons. | 


A polygon is the union of a number of line segments 
in a plane such that the beginning and the end points 
coincide, and no two segments intersect except at their 
end points. The segments are called sides. A tmangleis 
a special case of a polygon. A polygon with n sides has n_ 
vertices, and determines n angles. 
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1-8 ಬಹು ಭುಜಗಳು 


< 


ಚಿತ್ರ 1.12 


ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ABCDEF ಎಂಬುದು ಬಹುಭುಜ, ಆದರೆ ಉಳಿದೆರಡು ಚಿತ್ರಗಳೂ 
ಬಹುಭುಜಗಳಲ್ಲ, 


ಮೊದಲನೆಯ ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವಂತಹ ಅನೇಕ 
ರೇಖಾಖಂಡಗಳ ಸಂಯೋಜನೆಯು ಒಂದು ಬಹುಭುಜ. ಇದರಲ್ಲಿ ಯಾವುದೇ ಎರಡು 
ರೇಖಾಖಂಡಗಳು ಅವುಗಳ ಅಂತ್ಯಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ವಿನಾ ಬೇರೆಲ್ಲಿಯೂ ಛೇದಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 
ಈ ರೇಖಾಖಂಡಗಳಿಗೆ ಬಾಹುಗಳೆಂದು ಹೆಸರು. ತ್ರಿಭುಜವೂ ಸಹ ಮೂರು ಬಾಹು 
ಗಳಿರುವ ಒಂದು ಬಹುಭುಜ. ೫ ಬಾಹುಗಳಿರುವ ಬಹಂಭುಜಕ್ಕೆ n ಶೃಂಗಗಳಿರುತ ವೆ 
ಮತ್ತು ಅದಂ ೫ ಕೋನಗಳನ್ನೂ ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತದೆ. 
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1.9 Parallel lines— 


(G D 
<p 


Fig. 1.13 
Definition: Two different lines lying in the same plane are 
sald to be parallel if they have no point in common. 


: 

A BB 
a 

| 


‘4B and CD are parallel if ‘ABN CD = ¢ 
We also say that the segment ABis parallel to segment 


CD. We denote them by writing AB ICD and AB ICD 


Given a line AB, the existence of a line parallel to AB 
1s assured by the following postulate. 

Postulate 8: Given a line and a point not on the line, 
there is one and only one line through the given point 
parallel to the given line. ; 

This postulate is often referred to as ‘Euclid’s fifth 
postulate’ or the parallel postulate. 


Fig, 1.14 


LE 


1-9 ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳು 
a ——— 


ಒಂದೇ ಸಿಮತಲದಲ್ಲಿರುವ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯ ಬಿಂದುವೊಂದಿಲ್ಲದಿದ ರೆ, 
ಅಂತಹ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳೆಂದು ಹೆಸರು, 


A B 
he a Se 
ಚಿತ್ರ 1.13 
Oy D 
oe See Se ee 
IND = os, WW as TO 


ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆ. AR ಶೇಖಾಖಂಡವು CD ರೇಖಾಖಂಡಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರ 
ವಾಗಿದೆ ಎಂಬುದಾಗಿಯೂ ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು ‘AB | 0D ಅಥವಾ 
AB | CD ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


AB ರೇಖೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾ ಗೆ ಅದಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯೊಂದಿರು 
ವುದನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸ್ಟ ಕೃ ತ ಬಾನನೆಯು 3 )ಢಪಡಿಸುವುದು. 
ಸ್ವೀಕೃತೆ ಮಡಿ 8: ಜು ರೇಖೆಯನ್ನೂ, ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿಲ್ಲದ ಒಂದಂ 


ಬಿಂದಪಸ್ಥಾ ಕೊಟಾ ಗ, ರೇಖೆಗೆ ಸಹನಾಂತಕವಾಗಿ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕೆ ಹಾದು 
ಹೋಗುವಂತಹ ಒಂದೇ ಒಂದು ರೇಖೆ ಇರುವುದ್ದು, ಇದನ್ನು ಯೂಕ್ಷಿಡನ ರಿನೆಯ 
ಸ್ಲೀಕೃತ ತ ಭಾವನೆ ಎಂದೂ ಹೇಳುವುದುಂಟು. 


ಚಿತ್ರ 1.14 


i 


Let 1 and m be two parallel lines. The line ¢ in the 
figure is called a transversal. The angles 2, 6 and 3, 7 
are called alternate angles, and the angles 1,3; 2,4 ; 5,7; 
6,8 are called corresponding angles. 

Theorem : 

Given two lines and a transversal, the two lines are 
parallel if the alternate angles are equal. 

Suppose, the lines are not parallel, let them intersect 
mC. Then ABC is a triangle and the exterior angle (1) is 
greater than the interior opposite angle (2). But this 
contradicts the hypothesis. Hence the theorem. 


Fig, 1.15 


We merely, state the converse of this theorem viz., “If 
the alternate angles are equal then the two lines are parallel’. 

John Playfair a British Mathematician in 1858 stated 
the parallel postulate in a different form :—‘‘Two inter- | 
secting lines cannot both be parallel to the same straight 
line’. We easily see that this is equivalent to Postulate 8. 


Exercises 1.1 

1 Ifland mare two intersecting lines, what is 10 m? 
| 2 Let A be the set of numbers :2, 3, 4, 6, 7, 8! and B : 
be 12S, €, 9}. (a) State whether the following state- 
ments are true or false : 
(i) 82 A (ii) 4€ A (ul) 9E B (iv) 5 EF 
AUB, (v) 4 belongs to both A and B 
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| ಮತ್ತು m ಗಳು ಎರಡು ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿರುವ ರೇಖೆ 
೬ ಎಂಬುದನ್ನೂ ಛೇದಕ ರೇಖೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 2, 6 ಮತ್ತು 3, 7 ಕೋನಗಳಿಗೆ 
ಪರ್ಯಾಯ ಕೋನಗಳೆಂದೂ 1,3: 2, 4; 5.7; 6,8; ಕೋನಗಳಿಗೆ ಸಹಗಾಮಿ 
ಕೋನಗಳೆಂದೂ ಹೆಸರು 


ಪ್ರಮೇಯ: ಎರಡು ರೇಖೆಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು ಒಂದು ಛೇದಕ ರೇಖೆಯನ್ನೂ 


ಕೊಟಾ ಗ, ಪೆಯ ಪರ್ಯಾಯಕೋನಗಳು ಸಮನಾಗಿದ್ದರ, ಆ ರೇಖೆಗಳು ಸಮಾನಾಂತರ 
ವಾಗಿರುವುವು. 


ಚಿತ್ರ 1.15 
ಸಾಧನೆ: ರೇಖೆಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಅವುಗಳು C ಯಲ್ಲಿ 
seas. sn ತಿ ತ್ರಿಭುಜ ABC ಯಲಿ, ಹೊರಕೋನ eh. ಅಂತಸ್ಥಾಭಿಮುಖ 
ಕೋನ (2) ಕ್ಕಿಂತ ಗುರುತರವಾಗಿರುವುದು. ಇದು ದತ್ತಾಂಶವನ್ನು ವಿರೋಧಿಸು 
ವ್ರದರಿಂದ ಪ್ರಮೇಯವು ಸಾಧಿತವಾಗುವುದು, ರೇಖೆಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ 
ಪರ್ಯಾಯ ಕೋನಗಳು ಸಮವೆಂಬ ಮೇಲಣ ಪ್ರಮೇಯದ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಇಲ್ಲಿ 
ನಿರೂಪಣೆ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. ಜಾನ್‌ ಪ್ಲೇಫರ್‌ ಎಂಬ ಬ್ರಿಟನ್ನಿನ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ಜ್ಞ ನು 
1858ರಲ್ಲಿ ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳ" ಸ್ವೀಕೃತ ಭಾವಸೆಯನ್ನು ಬೇರೆ ರೀತಿಯೆಲ್ಲ 
ನಿರೂಪಿಸಿದನು. ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸ ಸುವಂತಹ ಬರಡು ರೇಖೆಗಳೂ ಮತ್ತೊಂದು ಸರಳ 
ರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. '' ಇದು 8ನೆಯ ACES ಭಾವನೆಗೆ 
ಸಮಾನವೆಂಬುದು ಸುಸ್ಪಷ್ಟ - 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 1.1 
1 1 ಮತು ೫ ಎಂಬುವು ಎರಡು ಛೇದಿಸುವ ರೇಖೆಗಳಾದರೆ 1 NAm=? 
2 fm, 2, 3, 4,6, 7,8} ms, B=/{1, 2, 4,5, 6, 9} 
ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣಗಳಾದರೆ. 
(a) ಈ ಉಕ್ತಿಗಳು ಸರಿಯೇ ತಪ್ಪೇ ತಿಳಿಸಿ, 
(i) 8CA (ii) 4 FA (ili) 9EB (iv) 5° AUB (v) 4 
ಎಂಬುದು A ಮತ್ತು B ಗಳರಡಕ್ಕೂ ಸೇರಿದೆ. 


12 


(b) What is:the union of A and B? 
(c) What is the intersection of A and B? 


3 If a circle be one set and a line be another set 
find the intersection of the two in each of the following 
cases : 


2 an 


Palle 


(iii) I 


Fig. 1°16 


4 A co-ordinate system is set up on a line. What is 
the distance between the following pairs of points : 


(i) 0,5 (ii) 6,3 ij —68 (i%) —3—7 
(v) 4,—3. 


5 A co-ordinate system is set up on a line. A new 
coordinate system is set up on the line by the following 
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(b) A ಮತ್ತು ಔಗಳ ಸಂಯೋಜನೆ ಏನು? 
(c) A ಮತ್ತು BAS ಛೇದನ ಏನಂ? 


3 1.16ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿವೃತ್ತವು ಒಂದು ಗಣವಾಗಿಯೂ, ರೇಖೆಯು ಮತ್ತೊಂದು 
ಗಣವಾಗಿಯೂ ಇದ್ದರೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿಯೂ ಈ ಗಣಗಳ ಛೇದನವನ್ನು 
' ತಿಳಿಸಿ, 


Qi) (11) 


(111) l 


ಚಿತ್ರ 1.16 


' 
) 


4 ರೇಖೆಯೊಂದರ ಮೇಲೆ ಒಂದು ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಏರ್ಪಡಿಸ 
ಲಾಗಿದೆ. ಈ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಜತೆ ಬಿಂದುಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ದೂರವೇನು? 


(i) 0. 5 (i1) 6, 3 (il) —5, 8 (ii) —3, —7 
(v) 4,—3. 


5 ರೇಖೆಯೊಂದರ ಮೇಲೆ ಒಂದು ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯೂಹವನ್ನು 
ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ನಿಯಮದಿಂದ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಮತ್ತೊಂದಂ 
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| 


rule “The new coordinate of a point is its old co-ordinate 
plus 2”. The distance between any two points In the new 
system is the same as in the old system— Is this statement 


true 2 Why ?. 


6 3 towns A,B,C are in a line. The distance from A to 
B is 20 miles, from B to C is 30 miles and from A to C is 
10 miles. Which of them is between the other two ? 


7 4, B,C are 3 collinear pomtss AB=12’ ang 
BC=16". Is there only one way of arranging these points ? 


8 a, b, c, are the co-ordinates of 3 points with b<a 
andc>a. Which point lies between the other two ? 


9 There are 10 pointsinaline. How many of them 
are such that ‘‘the point lies between the other two points’? 


10 If four points on a plane are given, no three of 
them being collinear, how many lines can be drwan passing 
through them taken two at a time ? 


_ 11 How many planes contain a given point? two 
given points ? three given points ? 

12 The points A,B,C,D liein a plane. The points 
— os also he in a plane. Are A,B,D and Ein the same 
plane 


13 Prove that two parallel lines determine a plane. 
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ವ್ಯೂಹವನ್ನು ಏರ್ಪಡಿಸಿದೆ“ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಹೊಸ ನಿದೇ ೯ಶಕವು ಹಳೆಯ 
ನಿರ್ದೇಶಕಕೆ , 2ನ್ನು ಕೂಡುವುದರಿಂದ ಬರುವುದು. '” ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಕಾಮ್‌ 
ಹೊಸ ನಿರ್ದೇಶಕ" ವ್ಯೂಹದಲ್ಲಿ ಇರುವ ದೂರವು ಹಳೆಯ ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯೂಹದಲ್ಲಿರುವಷ್ಟೆ 
ಇರುವುದು. -—. ಈ ಉಕ್ತಿ ಯು ಸರಿಯೇ ತಪ್ಪೆ €2 ಏಕೆ 


6 A,B,C, ಎಂಬಮೂರು ಪಟ್ಟ ಣಗಳು ಏಕರೇ DA, ವಾಗಿವೆ. A ಯಿಂದ 
B ಗೆ ಇರುವ ದೂರ 20 ಮೈ ಈ Fs ಯಿಂದ 0೫43 ಮೈ ಲಿ ಮತ್ತು A ಯಿಂದ 
Cn1o ಮೈ ಅ, ಯಕಾಪ ಪಟ್ಟ ಣವು ಉಳಿದೆರಡರ ನಡುವೆ ನಿದೆ 2 


17 A,B,C ಗಳು ಮೂರು ಏಕರೇಖಸ್ಥ ಬಿಂದುಗಳು. Apes", 
BO 16" ಆದರೆ ಇವುಗಳನ್ನು ಅಳವಡಿಸುವ ವಿಧೌನ ಒಂದು ಮಾತ್ಯಪೆ 3 ade ಇದೆಯೇ 2 


8 ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ ಮೂರುಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
a, b,c, SAS. b<a ಮತ್ತು (> ಆದರೆ ಯಾವ ಬಿಂದುವು ಉಳಿದೆರಡರ 
ನಡುವೆ ಇರುವುದು 2 


9 ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 10 ಬಿಂದುಗಳಿವೆ. ಅವುಗಳಲ್ಲಿ ಎಷು ಬಿಂದು 
ಗಳು Wed ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳ ನಡುವೆ ಇವೆ? 


10 ಸಮತಲವೊಂದರ ಮೇಲೆ 4 ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದೆ. Avs 
ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳೂ ಏಕರೇಖಸ್ವವಾಗಿಲ್ಲ. ಹಾಗಿದ್ದರೆ, ಎರಡೆರಡು ಬೆಂದುಗಳ ಮೇಲೆ 
ಹಾದುಹೋಗುವಂತೆ ಎಷ್ಟು ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ 2 


11 ದತ್ತ ಬಿಂದುವೊಂದನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಎಷ್ಟು ಸಮತಲಗಳಿರುತ್ತವೆ 2 
ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸಮತಲಗಳಷ್ಟು 2 ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವ ಸಮತಲಗಳೆಷ್ಟು 2 


12 A,B,C,D icp ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿವೆ. ABC 
ಬಿಂದುಗಳೂ ಸಹ ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ. A.B,D ಮತ್ತು. EK ಬಿಂದುಗಳೂ ಸಹ 
ಒಂದೇ ಸಮತಲ ದಲ್ಲಿವೆಯೇ ? 


13 ಎರಡು ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳು ಒಂದು ಸಮತಲವನ್ನು ನಿಶಿತ 
ಗೊಳಿಸುತ್ತವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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CHAPTER 2 
Ratio and Proportion 


2.1 Comparison of two quantities of the same kind 
is done by means of ratios. The ratio of two quantities of 
the same kind is defined as the quotient of their measures 
in the same unit. For example, the ratio of Ks. 2.30 p. 

9) f , 
and Rs. 8.05 p. 1s ಸ or -. It is also written as 2: 7. 
9) 
Similarly the ratio of 1 hr. 3m. 36 secs.; 2 hrs. 7m. 12 secs. 
and 2 hrs. 49m. 36 sees. is 3816: 7632: 10176 or 3:6: 8. 


When two ratios are equal we say that the terms 

of the ratios are in Proportion. For example, if 

a 

b | 
then a, b,c, d are said to be in proportion and dis called the 
fourth proportional. Similarly if a: b: c=d: e: f then 
the six terms are said to be in proportion. In geometry 
we compare lengths of line segments, areas of figures, 
measures of angles, etc. 


2.2 Division of a line segme 

In the previous chapter we have stated a postulate 
that there exists a one-to-one correspondence between 
points of a line and the set of all real numbers. Also 
given three points on a line, we stated that one of them 
les between the other two. Suppose the point C lies 
between the other two points 4 and B. Let the length of 
the line segment 4C=m units and CB=n units. Then the 
ratio of the two lengths is m : n (m and n are positive rea] 
numbers). We say that the line segment ABis divided 
internal y in the ratio m : nat the point C. 


= 3 (or a: =e 


Ae oes Fig. 2.1 
(Os g 


For Example: If AC=2.6 cms and CB=3.9 cms 
2) 


AC :CB=2.6:3.9=2: 3 Or we write ad = ag 
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ಅಧ್ಯಾಯ 2 
ಪು ಪ್ರಮಾಣ ಮತು, ಅನುಪಾತ 
9] ಸಜಹನತೀಯವಾದ ಎಠಹು ವಿಸ > NY ಪರಿಮಾಣವನ್ನು ಹೋಲಿಸಲು 
"ಪ್ರಮಾಣ' ವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. ಸಜಾತೀಯ ಎರಡು ವಸ್ತುಗಳ ಪರಿಮಾಣ 


ಗಳ ಪ ಪ್ರಮಾಣವು, ಒಂದೇ ಮೂಲಮಾನದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಇನ್ನೊಂದರ ಎಷ್ಟು ಪಾಲು ಇದೆ 
ಎಂಬುದನ್ನು ತೋರಿಸುವ ಸಂಖೆ i ಉದಾಹರಣೆಗೆ ರೂ.” 2-30 ಪೆ 


ಮತ್ತು ರೂ. 8-05 ಪ್ರ ವು ಅಥವಾ?ೌ, ಇದನ್ನು 2: 7 
( 


ಎಂದೂ = ಹೀಗೆಯೇ 1 ಗಂ. 3:2, B36 A. 2ಗಂ. 7ನಿ. 124. 
ಮತ್ತು 2 ಗಂ. 49 ನಿ. 36 ಸೆ. ಇವುಗಳ ಪ್ರಮಾಣವು 3816 : 7632 : 10176 
ಅಥವಾ 3:68. 

ಎರಡು ಪ್ರಮಾಣಗಳು ಒಂದೇ ಆದಾಗ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿರುವ ಪದಗಳು ಅನುಪಾತ 


ದಲ್ಲಿವೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ & = 3 (ಅಥವಾ a:b=c:d) ಆದರೆ, 


a, b,c, d ಗಳು ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿವೆ. 4 ಯು a, b,c NY ಚತುರ್ಫ್ಥಾನುಪಾತಿ 
ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆಯೇ a:b:c=die: f ಆದಾಗ, ಇಲ್ಲಿರುವ ಆರುಪದಗಳು 
ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. ರೇಖಾಗಣಿತದಲ್ಲಿ ನಾವು ರೇಖಾಖಂಡಗಳ ಉದ್ದ ಆಕೃ ತಿಗಳ 
ಕ್ಷೇತ ಫಲಗಳು, ಕೋನಗಳ ಅಳತೆಗಳು ಮುಂತಾದುವುಗಳನ್ನು ಹೋಲಿಸ 38, ess, 
2-2 ರೇಖಾ ಖಂಡವೆನ್ನು ವಿಭಾಗಿಸುವುದು 
ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಬಿಂದುಗಳಿಗೂ ಮತ್ತು ಎಲ್ಲಾ ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯಗಳೆ ಗಣಕ್ಕೂ 

ಕಿಕವಂ: ಒಂದು ಸಹಗಮ್ಮತೆ ಇದೆ ಎಂಬ ಸ್ಲೀಕೃತ ಭಾವನೆಯನ್ನು ಹಿಂದಿನ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ 

ಹೇಳಿದ್ದೆ ವೆ. ಇದೂ ಅಲ್ಲದೆ, ದತ್ತ ರೇಖೆಯಮೇಲೆ ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ 
ಅವುಗಳ ಒಂದು ಉಳಿದೆರಡರ ನಡುವೆ ಇರುವುದು ಎಂಬುದಾಗಿಯೂ ಹೇಳಿ 
ದ್ದೇವೆ. 0 ಬಿಂದುವು, A ಮತ್ತು ಔ ಗಳ ನಡುವೆ ಇದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
AG Cl SOLOS (TS BZ ವು ಮೂಲ ಮಾನಗಳಾಗಿರಲಿ. ಮತ್ತು CB =n ಮೂಲ 
ಮಾನಗಳಾಗಿರಲಿ. ಈ ಎರಡು ಉದ್ದ ಗಳ ಪ್ರಮಾಣವು m:n ಆಗಿರುವುದು. 


(m ಮತ್ತು n ಗಳು Bares. ಗಳು). AB ರೇಖ ರಾಖಂಡವನ್ನು € ಯಲ್ಲಿ m:n 
ಪ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ಅಂತರೀಯಮಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸಲಾಗಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೆ ಆವೆ. 


a ey 


ಚಿತ್ರ 2.1 
ಗದಾಹರಣೆಗೆ: 40 -2.6 Cms, ಮತ್ತು CB=3.9 Cms ಆದರೆ 
— AC” 2 Sued 
AC:CB=2.6: 3.9=2:3 G@Ho CB ; ಬುವಾ 


ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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fj 


Now let D be a point on the extended line segment. 


AB. 


o_o) 
2 B 


Fig. 2.2 
We make a convention here that the length of the line 


segment measured in the direction AB is positive and 
measured in the opposite direction is negative. 


Hence we write 4D: DB=m: —n 
Or AD — 
DB i 


We say that D divides AB externally in the ratio 
m:n 

Note that either the negative sign. or the word exter- 
nally is used. 

For example if AD=12 cms and BD=8 cms then 


a *% sae 
DB —. 2 
Theorem 2.1: 


Given a line segment there is exactly one point which 
divides it in a given ratio. 


We have assumed that there exists a one-one corres- 


pondence between the points of a line and the set of all 
real numbers. 


Let AB be the given segment. Let the co-ordinates 
of A and B be a and b respectively. 
Let C be a point which divides it in the ratio m: n. Let 
the co-ordinate of C be x. 4. 
Fig. 2.3 
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ಈಗ YD ಎಂಬುದು 4B ರೇಖುಖಂಡದ ವೃದ್ಧಿಸಿದ ಭಾಗದ ಮೇಲಿನ ಒಂದು 


Ao 
B 


ಚಿತ್ರ 2.2 
ಬಿಂದಂವಾಗಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ AB ದಿಕ್ಕಿ ನಲ್ಲಿ ಅಳತೆ ಮಾಡುವ ಉದ್ದ ವನ್ನು ಧನವಾಗಿಯೂ 


ಮತ್ತು ಅದಕ್ಕೆ ವಿರುದ್ಧ ದಿಕ್ಕಿ ನಲ್ಲಿ "ಅಳತೆಮಾಡುವ ಉದ್ದ ವನ್ನು "ಯಂಣವಾಗಿಯೂ 
ತೆಗೆದು Sado ೀಣ. 


ಆದ್ದ S05 AD: DB=-mi—n ಅಧವಾ MN ಎಂದು ಬರೆಯುತೆ ೇವೆ. 
—n 

DG AB ಯನ್ನು m:n ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ಬಾಹ್ಯ ವಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 

ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಬಾಪೆ ವಿಭಾಗವನ್ನು ಸೂಚೆಸಲು ಯಣ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನಾಗಲೀ ಅಥವಾ 

“ai ವಿಭಾಗ ಎಂಬ ಪದವನ್ನಾ ಗಲೀ ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ "ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ: AD—12 40.20. ಮತ್ತು DB -8ಸೆಂ.ಮೂ. 


sD EO ೨ ಆಗಿರುವುದು. 


ಪ್ರಮೋಯ 2.1: ದತ್ತ ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ದತ್ತ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸುವ 
ಒಂದೇ ಒಂದು 'ಬಿಂದುವಿರುವುದು. 


ದತ್ತರೇಖೆಯ ಬಿಂದುಗಳಿಗೂ ಮತ್ತು ವಾಸ ವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಗಣಕ್ಕೂ ಒಂದು. 
ಒಂದು ಸಹಗಮ್ಮ ತೆ ಇದೆ ಎಂಬುದಾಗಿ ಈ ಹಿಂದೆಯೇ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿದ್ದೆ "ವೆ. 


AB ಯು ದತ್ತ ರೇಖಾಖಂಡವಾಗಿರಲಿ. A ಮತ್ತು ಔಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
ಕ್ರವಂವಾಗಿ 6 ಮತ್ತು ಶ ಇರಲ. C ಬಿಂದುವು AB ಯನ್ನು m:n ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ 
ನೆಭಾಗಿಸಲಿ. C ಯ ನಿರ್ದೇಶಕವು x ಇರಲಿ. 


Obviously only one such real number exists and the 
point corresponding to this real number divides AB in the 
ratio m: n. 


Definition : : 

Three numbers a, b, c, are said to be in continued 
proportion if a/b =b/c. Then b?=ac and 6 is said to be the 
mean proportional of a and c. C 1s called the third pro- 
portional of a and 6. 


Since the length of a line segments is a real number, 
similar statement holds good for line segments also. 


If = = = then we have 
(i) AB.GH=CD.EF 
ij) a 
AB EF 
=, Be CD 
(111) FF GH 
, AB EF 
Oo) i. ie 
ABiCD EF+GH 
CD < GH 
(v) ABCD _ BF—cH 
CD GH 


(vi) ABCD _ EF+GH 
ABCD EF—GH 
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™ ಆಗಿರಬೇಕಾದುದರಿಂದ, 
nN 


೫M ವಾ Wim 
0 n m+n 
ಇಂತಹ ಒಂದೆ: ಬಹು ಸಂಖ್ಯೆ ಇರುವುದೆಂಬುದು ಸುಸ್ಪಷ್ಟ. ಈ AOS 
ಸಹಗಾಮಿಯಾದ ಬಿಂದುವು AB ಯನ್ನು m : n ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸುವುದು. 


ವ್ಯಾಬ್ಯೆ: a, by ¢ ಮೂರು ಸಂಖ್ಯೆಗಳಲ್ಲಿ 9. b ಆದರೆ, ೩,ಶ,೭ಗಳು 


— 


C 

ಸರಾನುಪಾತದಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. ಆಗ ಥಸ= ೩೭ ಆಗಿರುವುದು. Or 
a ವುತ್ತು €ಗಳ ಮಧ್ಯಾನುಪಾತಿ ಎಂದು ಹೆಸರು. ಯು q ಮತ್ತು AY 
ತೃತೀಯಾನುಪಾತಿ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ರೇಖಾಖಂಡದ ಉದ್ದವು ವಾಸ್ತವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದುದರಿಂದ, ಈ ಮೇಲಿನ 
ರೀತಿಯ ಉಕ್ತಿಗಳು Beso Downers ಅನ್ನ ಯಿಸ ತ್ತೆ ವೆ. 


bn JAB _ EF sae, 


CD ~ GH 
(i) AB. GH = CD. EF 
11 CD = GH 
WY) ae EF 
= Be op 
(“) FFG 
—— EF 
4 ) ಅಥವಾ 
(iv) oD ab oH +1 & 
EF+GH _ AB+CD 
a ww 
iy A4BSOD _ BR-GH 
a 


AB+CD _ EF+GH 


” TP * Pow 


PART II 17 3 


Theorem 2.2: 
The areas of two triangles having equal altitudes are 


proportional to their bases. 


We know that the area of a triangle=} base x altitude 


D 
Ee r 
Fig. 2°4 
Area of AABC _ 4 BC.h _ BO, 
h EF 


Area of ADEF EF. 


Similarly the areas of two triangles having equal : 
bases are proportional to their altitudes and the areas of | 
triangles having equal bases and equal altitudes are equal. 
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ಪ್ರಮೇಯ 2.9: ಒಂದೇ ಎತ ODS ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲಗಳು 
ಅವುಗಳ ಪಾದಗಳ ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 


ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ PO 3 x ಪಾದ yx ಎತ್ತರ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. 


A 


(1) 


E F 
(27) 
ಚಿತ್ರ 2.4 
. ಹಿ ABCS R259 ಸ BCh _ Be 
‘A DEFS eos TIF EF 


ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ, ಸಮವಾದ ಪಾದಗಳಿರುವ ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲಗಳುು, 
ಅವುಗಳ ಎತ್ತರಗಳ ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿಯೂ ಮತ್ತು ಎತ್ತರ ಮತ್ತು ಪಾದಗಳು 
ಸಮವಾಗಿರುವ ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲಗಳು ಸಮವಾಗಿಯೂ ಇರುತ್ತವೆ. 
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Thorem 2.3: 


A straight line drawn parallel to one side of a triangle | 
divides the other two sides proportionally. 


Given : ABC is a triangle. Let XY be drawn parallel to 
BC, to meet AB and AC (produced if necessary) in X and Y. 


“ 


Fig 2.5 
= OAs 
To Prove: XB Ye 


Construction : Join C, X and B, Y 
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ಪ್ರಮೇಯ 9.3: ತ್ರಿಭುಜದ ಒಂದು ಬಾಹುವಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
ಎಳೆದ ಸರಳ ರೇಖೆಯು ಉಳಿದೆರಡು ಬಾಹುಗಳನ್ನು ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. 


ದತ್ತ: ABC» ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜ. XY ಎಂಬುದು BCR ಸಮಾ 
ನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದಿರುವ ರೇಖೆ. NY ರೇಖೆಯು AB ಯನ್ನು YX ನಲ್ಲಿಯೂ 


AC ಯನ್ನು Y ನಲ್ಲಿಯೂ ಸಂಧಿಸುವುದು (ಅವಶ್ನವಾದಲ್ಲಿ 2 
ವೃದ್ಧಿಸಿದಮೇಲೆ) (ಅವಶ್ಯವಾದಲ್ಲಿ AB, AC ಗಳನ್ನು 


೫B KE 
ರಚನೆ: 0, ಸಮತ್ತು B, Y ಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸಿ 


ಸಾಧನೀಯ : AX _ AY 
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Proof : By theorem 2.2, 
AAR _ AX kA _ = 
Ame” xe ax 
But AXYB=ACYX 


(Since they stand on the same base between the 
same parallels) 


Cor :--By the properties of ratios we have 


AK . AY 9 Be _ 
AB “AC AB AC 


Theorem 2.4 (Converse of theorem 2.3): 
A line which divides two sides of a triangle propor- 
tionally is parallel to the third side. 


Let alinel meet AB and AC at X and Y and let 


AX _ AY 
is” OR 


Fig. 2.6 


ಸಾಧನೆ : ಪ್ರಮೇಯ 2.9 ರಿಂದ. 


AAYX _ AX ay, AAXY _ AY 
A XYB be Seek CYX ON 
ಅದರೆ, AXYVYB=ACYX 


(ಕಾರಣ ಅವು ಏಕಪಾದದ ಮೇಲೆ ಒಂದೇ ಜತೆ ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳ 
ನಡುವೆ ಇವೆ.) 


ಆದ್ದರಿಂದ AX a AY 
i XB YC 
ಅನುಮಿತ: ಪ್ರಮಾಣಗಳ ಗುಣದಿಂದಾಗಿ, 


AX _ AY 23, BX _ CY ವುದು. 
AB AC 4B 


ಪ್ರಮೇಯ 2-4: (ಪ್ರಮೇಯ 2-3ರ ವಿಲೋಮ). 


ತ್ರಿಭುಜದ ಎರಡು ಬಾಹುಗಳನ್ನು ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸುವ ಸರಳ ರೇಖೆಯು 
ಮೂರನೆಯ ಬಾಹುವಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುದು. 


| ರೇಖೆಯು AB ಮತ್ತು 40ಗಳನ್ನು X ಮತ್ತು Y ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ 


ಚಿತ್ರ 2.6 
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To Prove : 
XY | BC 
Proof : If XY is not parallel to BC, draw the line 
parallel to BC through X. Let it meet ACinZ 
Now, by the above theorem, 
AX AZ 
xp ~~ 
" We have = = = 
But by theorem 2.1, there is only one point which 
divides a line segment in a given ratio. 
Hence this is absurd. 
XY || BC 
Theorem 2.5: 


The internal (external) bisector of the vertical angle of a 
triangle divides the base internally (externally) in the 
ratio of the sides containing the angle. 


E 


Fig. 2.7 
Given: In the A ABC, AP is the internal (external) 
bisector of 7 A 7 
Prive: 2. 
er ap 


°° Construction : Draw CE || AP to meet AB (produced 
if necessary) at EB. 
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ಸಾಧನೀಯ: XY Il BC. 


ಸಾಧನೆ: AY ರೇಖೆಯು BCR ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದಲ್ಲಿ Xs 
ಮೂಲಕ BOR ಸಮಾನಾಂತರವಾದ ರೇಖಿಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. ಇದು 4 ೦ಯನ್ನು 7ನಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸಲಿ. 


XB ZC 
AY _ AZ ರುವುದು 
ae Ze 


ಆದರೆ ಪ್ರಮೇಯ 2.1008, ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ದತ್ತ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸುವ 
ಒಂದೇ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿರುವುದು. 


ಆದ್ದರಿಂದ ಇದು ಅಸಂಗತ. 
YBCO 
e 
ಪ್ರಮೇಯ 2-5: ತ್ರಿಭುಜದ ಶೀರ್ಷ ಕೋನದ ಅಂತರೀಯ (ಬಾಹ್ಯ) 


ಕೋನಾರ್ಧಕವು ಪಾದವನ್ನು ಬಾಹುಗಳ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ಅಂತರೀಯ (ಬಾಹ್ಯ)ವಾಗಿ 
ವಿಭಾಗಿಸುವುದು. 


(2) ಚಿತ್ರ 2.7 


Owe BP ದ AB 
AC 
ರಚನೆ: APR ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ CH ಎಳೆಯಿರಿ, ಇದು A Pwo, 
(ಅವಶ್ಯವಿದ್ದ ಅ AB ವದಿಸಿದ ಭಾಗವನ್ನು) [ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. 
Qm ಲ ಈ 
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Proof : Let D be a point in the segment BA in fig. (1 
and in the segment BA produced in fig. (11). 

We have £4 DAP = £PAC 

Since AP| CE, Z DAP=z AEC (Corresp. angles) 
and / PAC= 1 ACE (alt. angles) 


But / DAP= Z PAC gives 
LAEC= 2 ACE 


AE=AC 
Now since AP || CE, 
~_ . © ae figure 


me” Pe 
a | 
~~ PC . 


The converse of the above theorem is also true. 


BP AB then AP bisects / A 


v.e. if PO = 2a 


Proof : Taking the same figures and using the sam 


construction as before, 
ZLDAP=ZAEC (Corresp. angles) 
and £PAC= 4. ACE (alt. angles) 


Also since AP || CE, we have 


BP _ AB 
PC AE 
BP AB 

But 2. = 

ut Fg pT by hypothesis 
AB . AB R — 
Ae == AE ee Ak — AC 


ಸಾಧನೆ:-- Pos ಚತ್ರ fi) 3D BA ರೇಖಾಖಂಡದಲ್ಲಿಯೂ ಮತ್ತು 
33 (1) ರಲ್ಲಿ, ವೃದ್ಧಿ ಸಿದ BA ಖಂಡದಲ್ಲಿಯೂ ಇರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ, 
LDAP= (PAO ಆಗಿರೂಪುಹು. 
AP || CE ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, /DAP= 4AEO (ಸಹಗಮ್ಯ 
ಕೋನಗಳು) 
ಮತ್ತು /P4A0= 1 ACE (ಪರ್ಯಾಯ ಕೋನಗಳು) 
ಆದರೆ / DAP= / PAC ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 
LAEC= 2 ACE ಆಗಿರುವುದು. 


38: AP || CE ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಎರಡೂ ಚಿತ್ರಗಳಲ್ಲಿ, 


& 


BA BP ಆಗಿರುವುದು. 


AE PC 


ಅಥವಾ BA = BP 
AC MO 


ಈ ಪ್ರಮೇಯದ ವಿಲೋಮವೂ ಸಹ ಸತ್ಯವಾಗಿರುವುದು. 
ಅಂದರೆ, BP = AB 
PC aC 
APs» 7 Arr, ಅರ್ಧಿಸುವುದು. 
ಸಾಧನೆ: -- ಮೇಲಿನ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನೂ ರಚನೆಯನ್ನೂ ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು, 
ಪುಷಃ /DAP= 4AEO (ಸಹಗಮ್ಮ ಕೋನಗಳು) 
ಮತ್ತು 7 PAC= 2ACE (ಪರ್ಕಾಯ ಕೋನಗಳು) 
API CE ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 


ಆದಾಗ, 


BP _ AB 
Te WE 
“was BE AB ನಾಂ 
pe AC 
es 2 AE= AC 
AC” AE 


AKO =e ACE 
Hence we have ZL DAN = Z PAC 
Or AP bsiects ZL A 


Theorem 2.6 : 


Given base, the 
locus of the vertex 18 a circle. 


ratio of the sides of @ triangle, the 


Given: base BC=aand 4% i 
To Prove: Locus of the vertex A 1s a circle. 


A 


Fig. 2.8 


Proof: Let P and Q divide BC internally and externall 


in the ratio m: ” 
Now let A be a point on the required locus 
AB m BP BQ 
Then AP and AQ bisect Z A internally and externally 
1 PAQ=U0 


‘A’ lies on the circle with PQ as diameter. 


Conversely ; 
Any point A on the circle with PQ as diameter sati 
fies the given condition. Let O be the centre of the circle. 
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LUMO = LACE 


ಆದ್ದರಿಂದ /DAP = PAC 
ಅಥವಾ 4Pಯು 7 AM, ಅರ್ಥಿಸುವುದು. 
ಪ ಮೇಯ 2-6: ತ್ರಿಭುಜದ ಪಾದ ಮತ್ತು ಉಳಿದೆರಡು ಬಾಹುಗಳ 
ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಶೀರ್ಷ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು ಒಂದು ವೃತ್ತವಾಗಿರುವುದು. 
AB m 


AC n 
ಸಾಧನೀಯ: A ಶೀರ್ಷ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು ಒಂದು ವೃತ್ವವಾಗಿರುವುದು. 


ದತ್ತ: ಪಾದ BC =a ಮತ್ತು 


A 


ಚಿತ್ರ 2.8 
ಸಾಧನೆ: P ಮತ್ತು Qe BC ಯನ್ನು m:n ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ಅಂತೀಯ 
ವಾಗಿ ಮತ್ತು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ ವಿಭಾಜಿಸಲಿ. J 
ಬೇಕಾಗಿರುವ ಪಥದಲ್ಲಿ4ಯು ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
su AF OO OO BO BY 


—_——_— ~~ 


AC n P¢ CQ 
ಆದ್ದರಿಂದ AP ಮತ್ತು 40 ಗಳು ZA ಕೋನವನ್ನು ಅಂತರೀಯವಾಗಿ 
ಮತ್ತು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ ಅರ್ಥಿಸುತ್ತವೆ. 
§ *. LAO. 
ಆದ್ಧರಿಂದ Axx» PQ ವ್ಯಾಸವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತ ದ ಮೇಲಿರುವುದು. 
ವಿಲೋಮವಾಗಿ, PQ ವಾಸವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವು 
ದತ್ತ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸುವುದು. (0 ಎಂಬುದು ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವಾಗಿರಲಿ,) 
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BP | BQ 
Since pa = GQ ° 
BQ CQ 
we have pp = FC 
BQ+ BP CQ+ PC 
and B— BP =~ CQ— PC 


Now BQ+BP=BP+PQ+BP=2BP+2P0=2B0 
and BQ— BP=PQ=2P0 _ 
CQ+ PC = PQ=2P0 an 
09 PC (00-100) —(PO—CO)=2 CO (since PO=0Q) 
Hence we have, | 
20 B 20 P 
20P ~ 200 
Or 0C.0B=OP:=0A° 

.. OA is a tangent to the circle passing through 
sl, BC. 


ZOAC= ZOBA : 
Or 4, OAP— 4 PAC= 4 OPA—- 2 BAP= 
LOAP— £4 BAP 

1 BAP= 1 PAC. i.e., AP bisects Z A internally 


Therefore the locus of A is a circle with PQ as diameter. 
This circle is called the “‘Apollonius’ Circle.” 


Exercises 2.1 7 


1 A segment AB is 3.5 inches long. A point X 
divides AB in the ratio 3:2. Find the lengths of segments 
AX and XB. Verify the calculation by construction. 
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BP BO snosgcocn, BQ _ C0 


0 = #8 «rt 
a Set QP 
BQ — BP CQ — PC 
=n BQ + BP = BP + PQ + BP =2BP +2 P0 
= 2 BO 


WO — BP — POr=— 2 Po. 
ಮತ್ತು CY + PC = PQ = 
— PC = (60 + 09) — (POCO) = 800 


ಆದರಿಂದ, 2 OB — 20OP 
= 20P #§ #006 


ಅಥವಾ OC.OB = OP? = OA? 


ಆದ್ದರಿಂದ A,B, ಮತ್ತು ONY ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ ವ 13.8, OA 
ಸ 3 ರ್ಶರೇಖೆಯಾಗಿರುವುದು. 


ಆದ್ದರಿಂದ OAC = ¢0B4 
Cane SOAP — £4 PAC = 4OPA —/BAP = 
ZOAP— / BAP 


- LBAP = 2 PAC ಅಥವಾ APS / Abed ಅಂತರೀಯ 
ಕೋನಾರ್ಧಕ. 
AB BP m 


— — 


AC ™ PU nn 
ಆದ್ದ ರಿಂದ A ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು, PY ವಾ ್ಯಸವಾಗಿರುವ ವ ತ್ರ ವಾಗಿರುವುದು. 
ಈ — ಶಕೆ "ಅಪೊಲೋನಿಯಸ್‌ ವೃ 3,” wens ಹೆಸರು. 


ಲದ" 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 2.1 
1 AB ರೇಖಾ ಖಂಡವು 3.5 ಅಂಗುಲ ಉದ್ದ ಎಜೆ, X hom 


AB ಯನ್ನು 3:2 ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸುವುದು. “IX ಮತ್ತು XB 
ಹ Ges ಖಂಡಗಳ ಉದ್ದ ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಲೆಕ್ಕಾ ಚಾರವನ್ನು ರಚನೆಯಿಂದ ತಾಳೆ 


' ನೋಡಿ. 
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9 ABC and DBC are two traingles having altitude: 
AX a DY in the ratio 5:3. Find the ratio of their 


areas. 


3 ABCD is a parallelogram and P is a point on the 
diagonal BD such that BP: PD=1:3. Prove that 
A APD=} parallelogram 4 BCD. 


4 ABCD isa trapezium in which ABI CD. Prove that 
the line joining the middle points of BC and AD 1s paralle 
to AB. | 


5 ABCD is a trapezium in which ABCD. Th 
diagonals AC and BD meet in #. 
Prove that AE: EC= BE: ED. 


6 Theside ABofa A ABC is cut at D in the ratio 5:3 
If DF drawn parallel to AC, cuts BC at F, find the ratio 
of the segments of BC. | fi 


7 If AP bisects Z 4 of triangle ABC show that 
BP — Sand QP ab 
b+e b+e 
If the bisector of 7 B meets AP in I, calculate Al: JP. 


8 The bisector of 7 A of AABC meets BC at Dand D 
is drawn parrallel to BC to cut AC at E and DF is drawn 
parallel to AC to cut AB at F. Show that | 


BF :CK= AB": AC. 


9 If the bisectors of angles A and C of a quadrilateral 
ABCD meet on the diagonal AB, Show that the bisectors| 
of angles B and D meet on AC. 


10 ABCD is a quadrilateral having AB=AD. The 
angles 1 BAC and 4 CAD are bisected by lines which meet 
BC and CD in E and F respectively. Prove that EF is 
parallel to BD. j | 
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2 ABC 23, DBC ಗಳು BC ಪಾದದ ಮೇಲಿರುವ ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜ 
ಗಳು. AN ಮತ್ತು DY ಗಳು BCR ಎಳೆದಿರುವ ಲಂಬಗಳು 5:3 ಪ್ರಮಾಣ 
ದಲ್ಲಿವೆ. ಆ ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲಗಳ ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3 ABCDSa2» ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ. BP: PD=1:3 
ಆಗುವಂತೆ BD ಕರ್ಣದ ಮೇಲೆ P ಬಿಂದುವನ್ನು ಗುರ್ತಿಸಿದೆ. 


A 4PD= 4 ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ABCD ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ, 


4 ABCD ತ್ರಾಪಿಜ್ಯದಲ್ಲಿ AB \CD. BCಮತ್ತು ADNY ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಯು ABA ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆಯೆಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. 


5 ABCD gಾಪಿಜ್ಯದಲ್ಲಿ AB |CD. AC ಮತ್ತು BD ಕರ್ಣಗಳು 
E ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುತ್ತವೆ. AE: EC= BE: ED ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


6 ABC ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ AB ಬಾಹುವನ್ನು DOG 5: 3 ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ 
ವಿಭಾಗಿಸಿದೆ. ABR ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ DF ರೇಖೆಯು BCR, 
F ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. BCS ರೇಖಾಖಂಡಗಳ ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, 


7 ABC ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ APSO LAM, ಅರ್ಧಿಸುವುದು. 


BP- % ಮತ್ತು CP= ಕೌ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ಕೋನದ ware 
b+e bte : is 


ರೇಖೆಯು 4Pಯನ್ನು 1ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಿದರೆ, AT : IP ಕಂಡುಹಿಡಿಯರಿ. 


8 ABC ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ / 4 ಕೋನದ ಅರ್ಧಕ ರೇಖೆಯು BCom, 
D,82 ಸಂಧಿಸುವುದು. AB ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ DH ಸರಳರೇಖೆಯು 
AC ಯನ್ನು ಔ ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. AC ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ DF 
ಸರಳರೇಖೆಯು AB ಯನ್ನು ೫ ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. 


BF: CE=AB?: AC?2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 


9 ABCD ಚತುರ್ಭುಜದ 7A ಮತ್ತು LC ಕೋನಾರ್ಧಕಗಳು BD 
ಕರ್ಣದ ಮೇಲೆ ಸಂಧಿಸಿದರೆ, / B ಮತ್ತು 7D ಕೋನಾರ್ಧಕಗಳು AC sora 
ಮೇಲೆಯೇ ಸಂಧಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


10 ABCD uಚತುರ್ಭುಜದಲ್ಲಿ AB=AD. (BAC ಮತ್ತು 
ZCAD ಗಳ ಕೋನಾರ್ಧಕಗಳು BC ಮತ್ತು CD ಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ F ಮತ್ತು 
F ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುತ್ತವೆ. EF || BD ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


PART II 25 , 4 


yi 


11 AD isthe median of a AABC meeting BCin D. 
The angles 7 ADBand 4 ADC are bisected by lines which 
meet AB and AC in E and F respectively. Prove that 
EF is parallel to BC. 


12 P is a point on the side BC of AABC. The 
angle APB is bisected by the line DPE meeting the other 
sides AB, AC, (produced if necessary) in D and £ 
respectively. 


Prove that BP. CE. AD = PC. EA. DB. 
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11 ABC ತ್ರಿಭುಜದ AD ಮಧ್ಯರೇಖೆಯು BC ಯನ್ನು D ಯಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸುತ್ತದೆ. / ADB MB, / 4AD0್ಕಿಗಳ ಕೋನಾರ್ಧಕಗಳು AB ಮತು. 
AC ಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ E ಮತು. WF ಗಳಲ್ಲಿ oO, = EF BC ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. 


12 ABC ತ್ರಿಭುಜದ BC ಪಾದದಲ್ಲಿ P ಬಿಂದುವೊಂದನ್ನು ತೆಗೆದು 
ಕೊಂಡಿದೆ. DPE ರೇಖೆಯು / APB ನ್ನು ear ಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 4B, AC 
ಗಳನ್ನು (ಅವಶ್ಯವಿದ್ದರೆ ವೃದ್ಧಿಸಿದೆ) ಕ್ರಮವಾಗಿ ) ಮತ್ತು ೫ ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುತ್ತವೆ. 
BP. CE. AD= PC. BA. DB ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ, 


2 


CHAPTER 3 
Similar Triangles 


are said to be similar if (i) corresponding 


Two polygons e 
tional and (ii) corresponding angles are 


sides are propor 


equal. 
A 
f\ 
ra B KY 
S R 
D C 
Fig. 3°1 
If the two figures here are similar then, 
1d=LP LHR. etc. 
and 4 pa — etc 


Fig. 3.2 


A square and a rhombus have their sides proportional 
but they are not similar. 
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ಅಧ್ಯಾಯ 3 
ಸಮರೂಪ ತಿಭುಜಗಳು 


ಎರಡು ಬಹುಭುಜಗಳಲ್ಲಿ 
(i) ಸಹಗಮ್ಯ ಬಾಹುಗಳು ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿಯೂ ಮತ್ತು 
(11) ಸಹಗಮ್ಮ ಕೋನಗಳು ಸಮವಾಗಿಯೂ 
ಇದ್ದರೆ, ಅಂತಹ ಬಹುಭುಜಗಳಿಗೆ ಸಮರೂಪ ಬಹುಭುಜಗಳೆಂದು ಹೆಸರು. 


A 
P 
E Bi Q 
B 
k - 
D © 
ಚಿತ: 3.1 
ಇಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಹುಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿದಲ್ಲಿ, 
LA FP, £4 B= 20 eee ಇತ್ಯಾದಿ 
ಮತ್ತು a5 _ WC ee __ a... eed 


Po Qh Rs” 


[1 ¢ 


ಚಿತ್ರ ೫.2 
ಒಂದು ವಜಾ ಕೃ ತಿಯ ಬಾಹುಗಳು ಅನುಪಾತ 


ಒಂದಂ ಚಚ್ಚೌ ಕದ ಮತು 
ಹೀಗೆಯೇ ಒಂದು ಆಯದ 


BIG Ge ಅವುಗಳು ಸಮರೂಪ ಸತಿಯನ್ನು ಹೊಂದಿಲ್ಲ. 
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A rectangle and a square have their corresponding 
angles equal, but they are not similar. 


—— 


Fig. 3.3 


However,in the case of triangles, we prove below 
(Theorems 3.1 and 3.2) that one of the conditions (1) or (11) 
implies the other: So, two triangles will be similar ' 
either (i) if they are equiangular or (11) if the sides are | 
proportional. 

Theorem 3.1 : = | 

If two triangles are equiangular then the corresponding 
sides are proportional. 


D 
A | 
Lair y 4 
8 < | 
E F 


Fig. 3.4 
Given: In triangles A BC and'DEF 
4A=2D, 4 B=ZE and 2C=2F 
Lo prove : 
WB 8 Ow 
DE EF DF 


Construction : Along DE, take DX=AB and along Di 
take DY =A4C, Join. 
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ಮತ್ತು ಒಂದು ಚಜ್ಜೌ ಕದ ಸಹಗಮ್ಮ ಕೋನಗಳು ಸಮವಾಗಿದ್ದರೂ, ಅವುಗಳು 
ಸಮರೂಪತೆಯನ್ನು ಹೆಸಿಂದಿಲ್ಲ. 


ಚಿತ್ರ 3. 
ಆದರೆ, ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ ಮೇಲೆ ಹೇಳಿದ ಎರಡೂ ನಿಯಮಗಳ ಆವಶ್ಯಕತೆ 
ಇರುವುದಿಲ್ಲ. ಯಾವುದೇ ಒಂದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೂ ಸಹ ಮತ್ತೊಂದನ್ನು ಸಾಧಿಸ 
ಬಹುದೆಂದು ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಪ ಪ್ರ ಮೇಯಗಳಲ್ಲಿ (ಪ್ರ. 3.1, 3.2) ಸ ಸಾಧಿಸಿದೆ. ಆದ್ದ ರಿಂದ 
ಎರಡು ತ್ರಿ ಭುಜಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೆರ ಕೋನಗಳು ಮತ್ತೊ ೦ದರ ಕೋನಗಳಿಗೆ ಸಮವಾಗಿದ್ದೆ ರೂ 
ಅಥವಾ ಅನುಗಮ್ಮ ಬಾಹುಗಳು ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿದ್ದ ರೂಆ ತಿ ಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪತೆ 
ಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುವು. 


ಪ್ರಮೇಯ 3.1] : 


ಸಮಾನ ಕೋನಗಳಿರುವ ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಅನುರೂಪ ಬಾಹುಗಳು ಅನುಪಾತ 
ದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 


ಚಿತ್ರ 3.4 
ತ್ರ: ABC ಮತ್ತು DEF ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ 
ನಾ LA=ZD, (B= LE SX, (C= 4F 
OB BO. AC 
ನಾಧನೀಯ ಜೆ DE = EP = DF 
ರಚನೆ: DE ಯಲ್ಲಿ DX = AB ಆಗುವಂತೆ ೫ ಬಿಂದುವನ್ನೂ ಮತ್ತು 
DF DY=AC ಆಗುವಂತೆ Y ಬಿಂದುವನ್ನೂ ತೆಗೆದುಕೊಂಡು XY 


ಸೋರಿಸಿ. 
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Proof : | — ; 
In triangles A BC and DXY, AB=DX, AC=DY and 
1 BAC=Z XDY (given). 
AABC=A DXY. 
1 DEY= 2 ABC= 2 DEF 


» XY BF. 

DX _ DY 

DE DF 

és 
Similarly 4B = 3° 
DE EF 


— —- —_—— — —_—_———_——,. 


Theorem : 3°2 
If two triangles have the three sides of one 
proportional to the three sides of the other, the triangles are 
equiangular. | 
Given : In triangles A BC and DEF (Fig. 3°4) 
AB BC AC 
DE "BF UF 
To.groue: Z A=1D, 1 Bes Bead (/C—2F 
Construction : Along DE take DX=AB and aonlg DF 
take DY = AC. Join XY. 


Proof : By data md = a 
. BA . ie 


SE = pp (2 4B= DX and AC= DY) 


" XY is parallel to EF. 
’. triangles DXY and DEF are equiangular. 
AY . DK DY BC 


ಸಾಧನೆ: ABC ಮತ್ತು DNY ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ 
AB=DX, AC=DY sg /BAC= (XDY 


. AABC# ADXY 


1 DXY= 2 ABC= / DEF 
ಆದ್ದರಿಂದ, XY || EF 


_DX _ DY 
“DE ~ DF 
ಅಥವಾ AB = AC 
DE DF 

ಹೀಗೆಯೇ AB = i ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿರುವ ಬಾಹುಗಳಿರುವ ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನು 


ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ. | 
= AB BC AC 
Os.: ಮತು ನಹಿಷಳದಗಳಲ್ಲಿಿ ಮ 2a — ae 
Se, ee TE 
(ಚಿತ್ರ 3.4) 


mae: /A-/D. ~zB= sk ae, /C= ZF. 
ರಚನೆ: DES DX =AB ಆಗುವಂತೆ X ಬಿಂದುವನ್ನೂ ಮತ್ತು DF 
ಮೋಲೆ DY=AC ಆಗುವಂತೆ Y ಬಿಂದುವನ್ನೂ ತೆಗೆದುಕೊಂಡು XY ಸೇರಿಸಿ. 
ಸಾಧನೆ: AB _ AC (ದತ್ತ 
SS. Ae DF 
DX _ DY |..4R=DX >, AC=DY) 


7 OO WF 
XY ರೇಖೆಯು BPR ಸಮೂನಾಂತರವಾಗಿದೆ. 
DXY ಮತ್ತು DEF ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿವೆ. 
RS SD 
EP OO DF EF ™ 
XY = BC. 
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Now in triangles ABC and DXY, AB= DX, a= 04 
andeBC = XY, 4 — -— 

.. the triangles are congruent. But triangles x4 
and DEF are equiangular. | | 


¥ 


-. triangles ABC and DEF are equiangular. 
ve. LA= 1D, 4 BSL Pod Ce. 
Theorem 3.3 : 


If two triangles have one angle of one equal to one angl 
of the other and the sides about them proportional, th 
triangles are similar. 


Given : In triangles A BC and DEF, 


AB _ AC 
DE = pp 90d LA4=LD 


To prove : triangles ABC and DEF are similar. 


Construction : Along DE take DX=AB and along D 
take DY= AC. Join XY. 


A 


Sig. 36 
Proof : Again traingles A BC and DXY are congruent. 
“LL B=cDIYuGT 7C= 7 VK 

AB «—@C 
DE ~ DF 
DX on 
"DE "DH 
“. XY is parallel to EF 
. £LDXY = ¢Eand LDYX= FF 

1B= ¢Eand 1C = ar ( 


Also by data 
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ಈಗ ABC ಮತ್ತು DN Y ತ್ರಿಭುಜಗಳ 
A= DX. AC = ‘DY ಮತ್ತು BO=XY 
J, ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಎಲ್ಲಾ ವಿಧದಲ್ಲಿಯೂ ಸಮವಾಗಿವೆ. 
poe DXY ಮತ್ತು DEF ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. 
ABC ಮತು DEF ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನ್ನು” ಹೊಂದಿವೆ. 
ಅಧವಾ. és 2D. pr EW &€ = AB 


ಪ್ರಮೇಯ 3-3: 


ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದರ ಒಂದು ಕೋನವು ಮತ್ತೊಂದರ ಒಂದು ಕೋನಕ್ಕೆ 


ಗಿದ್ದು, ಈ ಕೋನಗಳ ಬಾಹುಗಳು ಅನುಪಾತ ದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆ ತ್ರಿೀಭುಜಗಳು 


ರೂಪವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ದತ್ತ: ABC ಮತ್ತು DEF ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ 

AB AC 

DE ~ DF Ua 
ಸಾಧನೀಯ : 4 BC ಮತ್ತು DEF ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 
ರಚನೆ: DE ಮೇಲೆ DX = AB ಆಗುವಂತೆ ೫ ಬಿಂದುವನ್ನೂ ಮತ್ತು 
"ಮೇಲೆ BS = = AC ಆಗುವಂತೆ Y ಬಿಂದುವನ್ನೂ ತೆಗೆದುಕೊಂಡು KY 


D 
& 
x 4 
B c E F 
ಚಿತ್ರ 3.5 
ಸಾಧನೆ: ಮೇಲಿನ ಪ್ರಮೇಯಗಳಂತೆಯೇ ABC ಮತ್ತು DXY ತ್ರಿಭುಜ 
ಸರ್ವಸಮವಾಗಿವೆ. 
-LB=ZDXY 2,720 = LDYX. ಮತ್ತು ದತ್ತಾಂಶದಿಂದ 
AB _ AC 
DE ODF 
DX _ DY 
ED DF 


XY ರೇಖೆಯು LFA ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುದು. 
AS = LE ಮತ್ತು LC # 48 
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Therefore the two triangles are equiangular and he 
similar. 


ಲ we triangles have two sides of one proportic 
to two sides of the other, and the angles opposite to one; 
of corresponding sides are equal, then the angles oppo 
to the other pair are either equal or supplimentary. 
the former case the triangles are similar. | 
(This is called the ambiguous case for the similarlity 
of two triangles.) 


| 
| 


di ‘Or. 
a 


E F aoe G 
221 


Given: In triangles 4 BC and DEF 


P 4 


Dr = Dp and ZB= 7. 


To prove: cither 2C=ZF or 10 +2840! 
Proof: The angles 2 BAC and Z EDF are either e 
or unequal. 
Case (i) Suppose 1 BAC= 1 EDF as in figures (i) and 


Also since 4B = / Kb, wehave £C = Z F and the 
triangles are similar. 


{ 
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_ 


ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳೂ ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದರಿಂದ ಅವು 
ನಿರೂಪವಾಗಿರುತ್ತ ಷೆ: 

ಊ ಪ್ರಮೇಯ 3-4: 

ಎರಡು ತ್ರಿ ಭುಜಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದರ ಎರಡು ಬಾಹುಗಳು ಮತ್ತೊಂದರ ಎರಡು 
ಹುಗಳೊಡನೆ ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿದ್ದು ಅವುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುಗಮ್ಮ 
PENNER ಎದುರಾಗಿರುವ ಕೋನಗಳು ಸಮವಾಗಿದ್ದರೆ, ಮತ್ತೊಂದು ಜೊತೆ 
ಸ; ಗಮ್ಮ ಕೋನಗಳು ಸಮವಾಗಿರುವುವು, ಇಲ್ಲವೇ ಸರಳಕೋನಪೂರಕಗಳಾಗಿರುವುವು. 
ADO ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಆ ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿರುವುವು. 


(ಇದನ್ನು ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಸಮರೂಪತೆಯ ಸಂದಿಗ್ನ ಪಕ್ಷ ಎನ್ನುವರು) 


a i 8 
8 G & f 
a 12 
a) 
ಚಿತ್ರ 3.6 
E F ax Cc 
112 
AB AC 
ಹಕ: - ಛಿ ವಾ 
ಶಿ: ABC ಮತ್ತು DFE ತ್ರಿಭುಜಗ DE DF 


wee, /B= 15 
ಸಾಧನೀಯ : Je LF e@ae 10+ LF=180° 
ಸಾಧನೆ:-- / BAC ಮತ್ತು EDF ಗಳು ಸಮ ಇಲ್ಲವೇ ಅಸವಂ 
ಪಕ್ಷ (i) ಚಿತ್ರ (i) ಮತ್ತು (ii) ರಲ್ಲ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ 
1 BAC= (EDF ಆಗಿರ | 
an /B= ZE ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, C= £1 F ಆಗಿರಂವುದು. ಆದ್ದ ರೀದ 
IDM ತ್ರಿಭುಜಗಳೂ ಸಮರೂಪವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 
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Case (ii) If 2 BAC#Z EDF as in figures (i) and | 
construct Z EDG= 2 BAC and let DG meet HF prod 


at G. 
Now Ales BAC and EDG are equiangular. 
{4B _ 40 
4AOB= 1 DGFad Ty = WE 
AB AC | 
But pr = DF (by data) 
. BG = DF 
Z DFG = LDGF = ZACB 
But Z DFE + 1 DFG = 180° 
1 DFE + 2 ACB = 180° 
or ZC + ZF = I. 
Theorem 3.5 : 


5 0 J 6 i 
Areas of two similar triangles are proportional to | 
squares on the corresponding sides. 


Given : ABC and DEF are two similar triangles. 
r °° Area AABC AB 
Oo PON: keen A DEF” OF 


Construction: Draw AX and and DY perpendicu 
to’ BC and EF respectively. | 


ಪಕ್ಷ (il) : ಚಿತ್ರ (i) ಮತ್ತು (iii) ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ 
LBAC+ 4 EDF ಗಿರಲಿ 
an / EDG= 7 GAC ಆಗಿರುವಂತೆ DG ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಖ ಇದು 
ವೃದ್ಧಿಸಿದ HF ನ್ನು 6 ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ 
ಈಗ BAC ಮತ್ತು EDG 3 dieses ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರು 


ತ್ತವೆ. 
AB AC 
LAOB= 1DGR ಮತ್ತು ಇ = 5 
ಆದರೆ, AB — AC 
Wh DF 
AC AC 
DG DF 
DG=DF 


ಇದರಿಂದ £ BIG 1 DGF= / ACB 
ead, } DFE+ 1 DFG =180° 
“ LDFE+ 2 ACB=180° ಅಥವಾ 7 C+ /F=180°. 
ಪ್ರಮೇಯ 3:5: 
ಗಾವ ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲಗಳು ಸಹಗಮ್ಯ ಬಾಹುಗಳ 
ವರ್ಗಗಳ ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 
ಹತ್ತ: A BC ಮತ್ತು DEF ಎರಡು ಸಮರೂಪ ತ್ರಿಭುಜಗಳು 
ಸಾಧನೀಯ: ABC ತ್ರಿಭುಜದಕ್ಷೇತ್ರ ಫಲ 42 
DEF ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ DE 
ರಚನೆ:--4೫ ಮತ್ತು DY ಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ BC ಮತ್ತು HF ಗಳಿಗೆ 
ಅಂಬಗಳಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. 


fe 
GL 
[oo] 
~~ 


Proof : In triangles A BX and DEY, ZB=ZE and, 
LAXB = L DYE = 90. 5 
a pT 
Hence the remaining angles are also equal and the two 
triangles are similar. 
AX AB 
DY ~ @e 
.. Area AABC _ 4 BC.AX 
Now Area A DEF 4 EF.DY 
BO AB AB AB AP 


a 


| AB BC AC 
Also Since DE iF = DF we have, 
Area AABC AB Br AC 
Area A DEF DE EF? DF 
Theorem 3.6 : 
Areas of two similar polygons are proportiona; 
to the squares on the corresponding sides. 


D 


A B 


Fig: 3.8 
Data: ABCDE and PQRST are two similar polygons 
To Prove: Area ABCDE AB 
Area POLST UF 


Construction : 


_ Takeany point X inside the polygon A BODE and joi 
it to its vertices. pO 
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r 


ಸಾಧನೆ: ABX ಮತ್ತು DEY ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ / B= /ಔ ಮತ್ತು 


LAXB= ( DYE=90°. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪ 
ವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


AX _ AB 
DY. BE 
ಇ ABC ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ 3} BCAX 
DEF ತ್ರಿಭಾಜದಕ್ಷೇತ್ರಫು ” 3 Y 
_ BC AB AB AB _ AB 
~ BF "DE DE DE DE 
~ 26 


ಪ್ರಮೇಯ 3-6: 
ಎರಡು ಸಮರೂಪ ಬಹುಭುಜಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲಗಳು ಸಹಗಮ್ಮ ಬಾಹುಗಳ 
ವರ್ಗಗಳ ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 


D 


ಚಿತ್ರ 3.8 
ದತ್ತ: ABCDE ಮತ್ತು PQ್ಗRST ಎರಡು ಸಮರೂಪ ಬಹುಭುಜಗಳು 


ಸಾಧನೀಯ: ಕ್ಷೇತ್ರಪ೦ ABCDE AB’ 
ಕ್ಷೇತ್ರಪಲ೦ PORS = PQ*T 
ರಚನೆ: ABCDE ಬಹುಭುಜದಲ್ಲಿ X ಬಿಂದುವೊಂದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. ಅದನ್ನು 
ಎಲ್ಲಾ ಶೃಂಗ ಬಿಂದುಗಳಿಗೂ ಸೇರಿಸಿ. 


_ PART II 33 5 


Con truct Z YPQ=2 XAB and Z YQP=XBA. Let PY 


and QY meet at Y. Join YR, YS ond, FU. 


Proof : 

a XABand Y PQ are equiangular and hence similar. 
_ Area AXAB _ AB 
Area AYPQ Ee | | 

Now £ ABC= Z PQR (Since the polygons are similar) 

and 2 ABX=Z PQY (by construction) 


LXBO- LYE. 0 


Also XB =. AB 
YQ PQ 
(since As ABX and PQY are similar) 
But AB _ BC 
PQ “ QR 
Th 
YQ QR 


Hence by (i) and (i) using theorem 3.3. we have 


triangles X BC and YQR are similar. 
“° Aree AXBC . BOP. AP 


Area AYQR QE PG 
Similarly we can prove that triangles XCD and YRS 
are similar and so on. 
AX42E Ate _ am 
AY) Am ~  # 

" By the theorem on equal ratios, 
AXAB+AXBC+.. _ AB 
AYPQ+AYQOR+... QF 
Area ABCDE _ AB 
Area PQRST QR? 


Theorem 3.7: : 
If irom the vertex of a right angled triangle a per- 


pendicular is drawn to the hypotenuse, it divides the 
triangle into two similar triangles, similar to the original 


triangle. . 
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ZLYPQ= LXAB ಮತ್ತು ZYQP = LXBA ಆಗುವಂತೆ 


PY ಮತ್ತು ಛYಗಳನ್ನಿ ಳೆಯಿರಿ. ಇವು VY ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, ಸಂಧಿಸಲಿ. Tn, YS, 
Ved ಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸಿ, 


ಸಾಧನೆ: ರಚನೆಯಿಂದ, WA B ಮತ್ತು YPQ ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆ. 
XAB ತ್ರಿಭುಜದ Fes Bo AB 
YPQ ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ ~~ Pಥ 
wn / ABC= / PQR (17 ಬಹುಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆ) 
ಮತ್ತು / ABX= 1 PQY (828) 
RUC / YOR —i) 
ABX ಮತ್ತು PQY 8 ಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 


ಆದ ರಿಂದ 


XB _ AB 
YW PA 
ene BC 
PQ OR 
XB BC - 
_ Sa Oe (11) 
QE 


ಗೆ (i), (ii) ಮತ್ತು ಪ ಶ್ರಮೇಯ 3-3 ಇವುಗಳಿಂದ, 
X BC ಮತ್ತು YOR ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆ. 
XBC ತಿಭುಜದಕ್ಷೇ ತ್ರ ಫಲ BC? AB 
YOR ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ QR? BP 
ಹೀಗೆಯೇ XCD ಮತ್ತು YRS ತ್ರಿಭುಜಗಳೂ ಮತ್ತು ಇತರ ಸಹಗಮ್ಯ 
ತಿ Ben ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ಆದ ರಿಂದ _A XAB pe AXBC =. AB 
ki 88448 A YOR ji 
", ಸಮಪ್ರಮಾಣಗಳ ಗುಣದಿಂದ. 
A XAB + Awe... dE 
a+ ATOR +... Cre 


, ಕ್ಷೇತ್ರ ಫಂ ABCDE AB 
" ಕ್ಷೇತ್ರ 30 PQRST 
ಪ್ರಮೇಯ 3 
Dowden J wows ಶೃಂಗ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಕರ್ಣಕ್ಕೆ ಒಂದು ಲಂಬವನ್ನೆಳೆದರೆ, 
ಅದು ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ದತ್ತ ತಿ ಭುಜಕ್ಕೆ ಸಮರೂಪವಾಗಿರುವ ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳಾಗಿ 


ಎಭಾಗಿಸುವುದು. 
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Given: AABC is right angled at A. AX is drawn 
perpendicular to BC. |? 


To prove: The triangles ABX and ACX are similar to 
each other and each is similar to AABC. 


A 


x 
Fig. 3.9 


Proof: in triangles ABX and CBA taken withithe 
vertices in this order, Z AX B= Z BAC and Z B iscommon: 


”. the triangles are equiangular and hence similar. 


Similarly the triangles CAX and CBA are equiangular ' 
and similar. 


Hence the triangles ABX and CAX are also equi- | 


angular and similar. 


Cor 1 : Since triangles ABX and CBA are similar we 


have 
AB. Bz “a . 
a" Ze or AB°= BC. BY. 


ot AB is the mean proportional between BC and BAW 
milarly, AC?=CB.CX.. : 


~~ 


ದತ್ತ: ABC ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ / A ಯು ಲಂಬಕೋನ. AN a, BOR 
ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆದಿದೆ. 


ಸಾಧನೀಯ: ABX ಮತ್ತು ACX 8 ಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆ 
ಮತ್ತು ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಪ ಶ್ರತಿಯೊಂದೂ A ABC ಗೆ ಸಮರೂಪವಾಗಿದೆ. 


A 


B ಸ c: 
ಚಿತ್ರ 3.9 
ಸಾಧನೆ: ABX ಮತ್ತು CBA ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ (ಶೃಂಗಗಳನ್ನು ಈ ಕ್ರಮ 
ದಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿದೆ) 
L 4B = 2 BAC 
1 B ಉಭಯ ಸಾಮಾನ್ಯ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ ಮತ್ತು ಸವಂ 
ರೂಪವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 
ಹೀಗೆಯೇ CAX ಮತ್ತು CBA ಶ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಅದ್ದರಿಂದ ABX ಮತ್ತು (4X ತ್ರಿಭುಜಗಳೂ ಸಹ ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ ಮತ್ತು ಸಮರೂಪವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಅನುಮಿತ 1: ABX ಮತ್ತು CBA ತ್ರಿಭುಜಗಳು 
ಸಮರೂಪವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 


ie ie x 
a0 = ap AB = BC. 


ಅಥವಾ ABO BC ಮತ್ತು BX ಗಳ ಮಧ್ಯಾನುಪಾತಿಯಾಗಿರುವುದು, 
ಹೀಗೆಯೇ AC? = CB.CX. 
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Cor 2:Since triangles ABX and CAX are similar, we hav 
BX _ AX oy AX?=BX.CX. 
ag CF 
Cor 3: Using results of Cor 1, 

A B-+-AC?= BC (BX +CX) = BC’. 

This is Bhaskara’s proof of Pythagoras’ theorem. 

Construction 3.1 

To divide a given line segment in a given ratio internally 


and externally. ; 
Let AB be the given line segment and m:n he the 


given ratio. 


Vv 

Through A and B draw AL and BM parallel to each 

other. Cut off AL=m units and BM= BN=n units. 

Join LN. Let it meet AB at P. Join LM and produce it to 

meet AB produced at Y. P and @ divide AB internally 

and externally in the ratio m:n. [ 
Note.— If n>m, we get Q on the other side of AB. 

Construction 3.2 


To find the fourth proportional to three given lengths u 
b and c. 


ಅನುಮಿತ 2: ABX ಮತ್ತು CAX ಶ್ರಿಭುಜಗಳು 
ಸಮರೂಪವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 
BX  . ಮ i 
AX ~ aX ಅಥವಾ AX = BX.CX. 
VMAS 3: - “ಮೊದಲನೆಯ ಅನುಮಿತದಿಂದ 
AB + AC? = BC (BX + CX) = BC. 
ಇದು ಪೆ ಥಾಗೊರಸನ ಪ ಪ್ರಮೇಯಕ್ಕೆ ಭಾಸ್ಕ ರನ ಸಾಧನೆ. 
ರಚನೆ 3. Le: 
ದತ್ತ 'ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ಅಂತರೀಯವಾಗಿಯೂ 
ಬಾಹ್ಯ ವಾಗಿಯೂ ವಿಭಾಗಿಸುವುದು. 
‘A Bಯು ದತ್ತ ರೇಖಾಖಂಡ ಮತ್ತು m:n ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪ್ರಮಾಣ 


A ಮತ್ತು ಔ ಗಳ ಮೂಲಕ 4L ಮತ್ತು BM ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳ 
ನ್ಲೆಳೆಯಿರಿ. AL =m ಮೂಲಮಾನಗಳು ಮತ್ತು BM —= BN =n 
ಮೂಲ ಮಾನಗಳಿರುವಂತೆ L.M.N ಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. 2 “LN ಸೇರಿಸಿ. ಇದು AB 
ಯನ್ನು P ಯಲ್ಲ ಸಂಧಿಸಲಿ. LM ಸೇರಿಸಿ ಇದು BO AD AB ಯನು Q dQ 
ಸಂಧಿಸಲಿ. ಈಗ P ಮತ್ತು Y ಗಳು AB ಯನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ « ಅಂತರೀಯವಾಗಿ 
ಮತ್ತು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ m:n ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸ ತ್ತವೆ ವೆ. 

n>m ಆದಾಗ Q ಬೌದುವು ABS? ಮತ್ತೊ; ೨ದು ಪಾರ್ಶ್ರದಲ್ಲಿರುವುದು. 

ರಚನೆ 3-2: 


ಳಾಟ್ಟಿರುವ ಮೂರು ಉದ್ದಗಳ ಚತುರ್ಥಾನುಪಾತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 


ಚಿತ್ರ 3.11 


Draw a line 1 and on it take AB=a units and BC= 
units, on a convenient scale. Now draw another line 7 
through A and cut of AD=c Units. Join BD an 
through C draw CE parallel to BD to meet m in E. No 
the length of the segment DE is the fourth proportiona 
to a, b and c. 


Construction 3.3 
To find the mean proportional between two lengths. 


Given : a and b are two lengths. 


A 


oo 


8 x Cc 


Fig. 3.12 


Construction : Draw a line land onit take points Ban 
X such that BX=aand on BX produced take C su 
that XC=b. Construct a semicircle on BC as diamete 
Draw XA1 BC to meet the semicircle at 4. Then AX} 
the required mean proportional, for AX*=BX.XC b 
theorem 3.7, Cor 2. ] 


as ನ್‌ AB is the mean proportional betwee 


Construction 3.4 
To find the third proportional between two lengths. 


Given : a and b are two lengths. 


+ a line 1 and take a segment BC oni 
such that BC=h. Draw a semicircle with BC as diamete 
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ಯಾವುದಾದರೊಂದು ರೇಖೆ | ಎಳೆದು ಅದರಲ್ಲಿ 4B =a ಮೂಲಮಾನಗಳನ್ನೂ 
ಮತ್ತು BC=b ಮೂಲಮಾನಗಳನ್ನೂ ಯಾವುದಾದರೂ ಅನುಕೂಲವಾದ 
ಪ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ ಈಗ ಸಯ ಮೂಲಕ ಮತ್ತೊಂದು ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆದು 
ಅದರಲ್ಲಿ AD=c ಮೂಲೆಮಾನಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. B ಮತ್ತು Dಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸಿ, 
(ಯ ಮೂಲಕ (ಯನ್ನು ABB ಸಮಾನಾರಿತರವಾಗಿ ವಿಳೆಯಿರಿ. ಇದು 


BDMನ್ನು ESQ ; ಸಂಧಿಸಲಿ. ಈಗ DE ರೇಖಾಖಂಡದ ಉದ್ದವು a, b, ೭,ಗಳೆ 
ಚೆತುರ್ಥಾನುಪಾತಿಯಾಗಿರುವುದು. 


OMS 3-3: 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಎರಡು ಉದ್ದಗಳ ಮಧ್ಯ್ಮಾನುಪಾತಿಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯುವುದು, 
ದತ್ತ: ಮತ್ತು ಶಿಗಳು ಕೊಟಿ 3 ರುವ ಎರಡು ಉದ್ದಗಳಾಗಿರಲಿ. 


A 


B x Cc 
ಚಿತ್ರ 3.12 


ರಚನೆ: ಯಾವುದಾದರೊಂದು | ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆದು ಅದರಲ್ಲಿ BX =a ಆಗಿರು 


ವಂತೆ Be ಮತ್ತು ಸXಗಳನ್ನು ಗುರ್ತಿಸಿ. ವೃ ದ್ವಿ ಸಿದ BX ಮೇಲೆ ೫X0 = ಆಗಿರುವಂತೆ 
CSS) ಗುರ್ತಿಸಿ, BC We, ಸವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಅರ್ಧ ವೃತ ತ್ರವನ್ನು ರಚಿಸಿ, 
ವತ ವನ್ನು Ase ಸಂಧಿಸುವಂತೆ.' XA ರೇಖೆಯನ್ನು BON ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. 
ಈಗ 4X ಬೇಕಾಗಿರುವ ಮಧ್ಯಾನುಪಾತಿ. ಕಾರಣ ಮೇಲಿನ ಪ ಪ್ರಮೇಯ 3.7ರಿಂದ 
AX*=BxX.CX ಆಗಿರುವುದು. 


1 Bಯು BC ಮತ್ತು BXNY ಮಧ್ಯಾನುಪಾತಿಯೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 


ಠಜನಿ 3.4: 
ಕೊಟಿ 3 ರುವ ಎರಡು ಉದ್ದಗಳಿಗೆ ತೃ ತೀಯಾನುಪಾತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 


ದತ್ತ: a ಮತ್ತು ಗಳು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಎರಡು WH NN. 


ರಚನೆ:  ಯಾಷುದಾದರೂ | ರೇಖೆಯನ್ನು ಎಳೆದು ಅದರಲ್ಲಿ BC=b 
ಆಗಿರುವಂತೆ B ಮತ್ತು (ಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. BC a, Neve ವಾಗಿರುವ ಒಂದು 
ಅರ್ಥವೃ ತ್ರ ವನ್ನು ರಚಿಸಿ. ಈಗ BA =a ಆಗಿರುವಂತೆ ವೃತ್ತದಲ್ಲಿ A ಬಿಂದುವನ್ನು 
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and ca Ge Bia. Draw AX, BC. Now BX is tk 


required third proportional, for AX? = BX. BC. 
A 
| 
B x C 
Fig. 3.13 


Construction 3.5 
To cut off a given fraction of a triangle by a line drawn 
parallel to a side. 


Fig. 3.14 
It is required to draw a line AY || BC such that 
AAXY=" A ABC 
Construction: Find a point P on AB such that 
Are AB 
n 
Now let AX be the mean proportional between AP 
and AB. Through X draw XY parallel to BC then} 
AAXY=A™ALC. | 


n 
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ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ 4Nನ್ನು BOR ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. ಈಗ BX uಜಬೆಕಾಗಿರುವ 
ತೃತೀಯಾನುಪಾಠಿ, ಕಾರಣಿ AX?=BX.BC. 


ಚಿತ, 3.13 


ದತ್ತ ತ್ರಿಭುಜದ ಒಂದು ಬಾಹುವಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ ರೇಖೆಯಿಂದ 
ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲದ ಗೊತ್ತಾದ ಭಿನ್ನಾಂಶವನ್ನು ವಿಭಾಗಿಸುವುದು. 


A 


ಕರ್ತವ್ಯ: AAXY="A ABC ಆಗುವಂತೆ BOR ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
a, ನ್‌ 
XY ರೇಖೆಯನ್ನು ಎಳೆಯುವುದು. 


ರಚನೆ: AP =~ AB ಆಗಿರುವಂತೆ AB ಯ ಮೇಲೆ P ಬಿಂದುವನ್ನು 
n 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಈಗ AP ಮತ್ತು AB ಗಳ ಮಧ್ಯಾನ ಮಪಾತಿ AY ಆಗಿರಲಿ. NS ಮೂಲಕ 
AY ನ್ನು BC ಗೆ ಸಮಾನಾ ke” wa ಎಳೆಯಿರಿ. 


em AAXY = ~~ A ABC ಆಗಿರುವುದು. 
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Proof : Triangles AXY and 1 BC are similar. 


AANY _ AX? _ AP.AB_ AP om 


AABC AB AB AB n 


Construction 3.6 
To cut off a given fraction of a triangle by a line drawn 
perpendicu ar to a side. 


It is required to draw a line YY 4 BC such that th 
area cut off is equa to “AA BC. 


«I 


Construction —Draw AL] BC. On BC find P suck 
m | 
that BP =— BC. Find BX the mean proportional between 


BL and Pod Through X draw YX, BC. Then area 
ABXY = ~~ A ABC. 


ಸಾಧನೆ: AXY ಮತ್ತು ABC ತಿ ಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆ. 


wooo SAXY _ AX" AP-AB SAP ™m 
AABC AB: = AB ap = * 
Bes 3:6 


ದತ್ತ ತ್ರಿಭುಜದ ಒಂದು ಬಾಹುವಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆದ ರೇಖೆಯಿಂದ ತ್ರಿಭುಜದ 
ಇತ್ತಾದ ಭಿನ್ನಾಂಶವನ್ನು ವಿಭಾಗಿಸುವುದು. 


ಕರ್ತವ: ABC ತ್ರಿಭುಜದ ಭಿನಾಂಶದಷು ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವನ್ನು BC ಗೆ 
n 


Wael ಎಳೆದ XY ರೇಖೆಯಿಂದ ವಿಭಾಗಿಸುವುದು. 


XP 


a2 


ರಚನೆ: BC ob axe BP = ™ BC ಆಗಿರುವಂತೆ P ಬಿಂದುವನ್ನು 
Ss N 


Soa) ಹಿಡಿಯಿರಿ. AL 22, BC ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. BL ಮತ್ತು ' BP 
iY ಮಧ್ಯಾನುಪಾತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಇದು BX ಆಗಿರಲಿ. XY ನ್ನು 


BO ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. ಈಗ ABXY = ™ ಸ4೩BC ಆಗಿರುವುದು. 
n 
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Note.—While taking BP = — BC, if P lies on the other 
side of L, then take CP =< BC. In this case, 


areaACXY = = A ABC 


Proof : wes — ಎ (since the triangles are 
similar) 
_ Eee Cis 
BL BL 
AABL ee | i 
eI (since they have the same 


altitude AL) 
ABXY gaeP BL UM 


KABC WET BCS 
Construchon 3.8 
To construct a tangle similar to a given triangle and 
equal in area to another given traingle. 
It¥is required to construct a triangle similar to triangle 
A BC and equal in area to A DEF. 


mes: BP = ’ BC ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳು ವಾಗ, P ಯು [ ಬಿಂದುವಿನ 
n 


ಮತ್ತೊಂದು ಪಾರ್ಶ್ವದಲ್ಲಿ ಬಂದರೆ, ಆಗ OP = ™ BC ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. ಈ 


ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ACXY = — A ABC ಆಗಿರುವುದು. 


ಸಾಧನೆ: ಮ = = (11 ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಗಿವೆ) 
R 3 


 BPBL = 
BEL 
aa: A4BL = i . 
ಪುನಃ NAN = BC (7.1 ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಎತ್ತರವೂ 
AD ಗಿದೆ.) 
ABU BP Wwe" BP mM 
KARO ~ BL RC BCC 
ರಚನೆ 3.8: 
ದತ್ತ ತ್ರಿಭುಜಪೊಂದಕ್ಕೆ ಸಮರೂಪವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತೊಂದಕ್ಕೆ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲದಲ್ಲಿ 
ಸಮವಾಗಿಯೂ ಇರುವಂತೆ ತಿ ಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸುವುದು. 
ಕರ್ತವ್ಯ : 


ABC 3 ಭುಜಕ್ಕೆ ಸಮರೂಪವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು DAK ತ್ರಿಭುಜದ 
Ses HLS, BE wasn ಇರುವ ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸುವುದು. 


At E construct an angle equal to 4 B and at F 
construct an angle equalto ZC. Let the two lines meet in 
G. Draw DH parallel to EF, to meet EG at P. 


Find EX the mean proportional between EH and KG. 
Draw XY || GF to meet EF (or EF produced) at Y. Then 
XEY is the required traingle. 


Prof: XGEF TF ~ BG ~ EG 
Also, a since the two traingles have 


the same altitude from F. 
A EXY _ ABBSF 
AGEF AGEF 
AEXY = AEHF. 
But A DEF = A EHF 
A DEF = AEXY 
Also A EXY is similar to AGEF. i.e. to A ABC. 
..EXY is the required traingle. 


Exercises 3.1 


1. Prove that two isosceles traingles having their 
vertical angles equal are similar. 


2. ABC and PQR are similar traingles having AB=4 
BC=5, 2 B= 70° and CA=3. If QR = 7.5, write down 
the value of 7 P, PQ and PR. 
3. In any triangle ABC show that the median AD 
bisects all lines parallel to the base BC. | 
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ರಚನೆ: ೫ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 7 BA ಸಮವಾದ ಕೋನವನ್ನೂ ಮತ್ತು F ನಲ್ಲಿ 
ZC ಗೆ ಸಮವಾದ ಕೋನವನ್ನೂ ರಚಿಸಿ. ಈ ರೇಖೆಗಳು 6 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. 
EFA ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವಂತೆ DH ಸರಳ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. "ಇದು EG 
ಯನ್ನು P ಯಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. 

ಈಗ EH ಮತ್ತು EG ಗಳಿಗೆ ಮಧ್ಯಾನುಪಾತಿಯಾಗಿರುವಂತೆ EX x2, 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಈಗ EF R, Y ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವಂತೆ XY 22, GFA 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. NAY ಎಂಬುದು ಬೇಕಾದ ತ್ರಿಭುಜ. 


ABKY _ BE OO EH EG , AH 


ಸಾಧನೆ : a, ia 
AGEF EG? EG EG 
AEGF EH 


ಮತ See SN 
~*~ RGEF ~ EG (ಕಾರಣ ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿಯೂ ೫ 
ನಿಂದ ಅಭಿಮುಖ ಬಾಹುಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ 
ಲಂಬವು ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ) 


AEXY _ AKHF 
AGEF AGEF 
AEXY = AEHF 
63s ADEF= AEHF 


ADEF= AEXY. 
ಇದೂ ಅಲ್ಲದೆ AEXY ಮತ್ತು A EGF ಸಮರೂಪ ತ್ರಿಭುಜಗಳು 
ಅಥವಾ AEXY ಮತ್ತು AABC ಸಮರೂಪ ತಿ ಭುಜಗಳು 
ಆದ್ದರಿಂದ EXY ಬೇಕಾದ ತ್ರಿಭುಜ. 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 3.1 
1 30: ಕೋನಗಳು ಸಮವಾಗಿರುವ ಎರಡು ಸಮದ್ವಿಬಾಹುತಿ ಭುಜಗಳು 


ಸಮರೂಪ ತ್ರಿಭುಜಗಳಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
9 ABC ಮತ ಳಿ POR ಸಮರೂಪ ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಗಳಲ್ಲಿ AB= 4, BC= fy, 
/ B=710° ಮತ್ತು Cd ow. R=. ಆದರೆ /?, PQ, ಮತ್ತು 
PR ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
3 ಯಾವುದೇ ತ್ರಿಭುಜ ABC ಯಲ್ಲಿ, BC ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾದ ಎಲ್ಲ 
ರೇಖೆಗಳನ್ನೂ AD ಮಧ ಧ್ಯರೇಶ ಖೆಯು ಅರ್ಥ್ಧಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


PART 11 4] 


4 Prove that the chords of two circles which subter 
equal angles either at the centre or at the circumferen 
are in the ratio of the diameters of the circles. 

5 If two triangles have the sides of one respective 
parallel to the sides of the other. prove that the triangl: 
are similar. 

6 If two triangles have the sides of one respective 
perpendicular to the sides of the other, prove that tl 
triangles are similar. 


{ 
i 


7 If two triangles are similar prove that (i) corre 
ponding medians (11) corresponding altitudes (111) bisecto 
of corresponding angles (vi) the circumradn (v) the 1 
radii are in the same ratio as the corresponding sides. 


8 If AB and CD are two chords of a circle intersectir 
at X prove that AX.XB = CX.XD. (work out both case 
X an internal point and X outside the circle.) 


9 If a secant drawn through O cuts a circle in P and 
and if OT is a tangent prove that triangles OTQ, a 
OPT are similar and deduce that OT? = OP.OQ. 


10 If two lines AB and CD intesect in X and it 
AX.XB = CX.XD, prove that A, B,C, D are concyli 
(Converse of ex. 8) 


11 ABC isa triangle. 0 is a point on BA produ 
such that OA.OB = OC?. Prove that OC touches t 
circle A BC. (Converse of ex. 9) 


12 ABC is a triangle. The tangent to the circun 


circle of the triangle drawn at A meets BC produced at ( 
Show that 


OB AB 
Co Ae’ 
13 The bisector of ZA of triangle ABC meets B 
at O and the circumcircle at E, prove that | 
AB AC = AD* + AD-AE and hence 
AB AC = AD* -» BDDC. 
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4 ಕೇಂದ್ರದಲ್ಲಿಯಾಗಲೀ ಅಥವಾ ಪರಿಧಿಯಲ್ಲಿಯಾಗಲೀ ಸಮವಾದ ಕೋನ 
ಗಳನ್ನುಂಟುಮಾಡುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ won, ಆ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯೂಸಗಳ 
ನ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿರುತ್ತ ವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


5 ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದರ ಬಾಹುಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಮತ್ತೊಂದರ 
ಬಾಹುಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿರುತ್ತವೆಯೆಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. 


6 ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದರ ಬಾಹುಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಮತ್ತೊಂದರ 
ಬಾಹುಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದ 5,e8 3 ಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿರುತ್ತ ವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


T ಎರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿದ್ದರೆ, (i) ಸಹಗಮ್ಯವಾದ ಮಧ್ಯ 
ರೇಖೆಗಳೂ (ii) ಸಹಗಮ್ಯ ಕೋನಗಳ ಅರ್ಧಕಗಳೊ (iii) ಸ ಸಹಗಮ್ಯ ಲಂಬಕಿ 
ಗಳೂ (iv) ಪರಿವೃತ್ತಗಳ' ತ್ರಿಜ್ಯಗಳೂ (೪) ಅಂತರ್‌ವೃತ್ತಗಳೆ ತ್ರಿಜ್ಯ ಗಳೂ, ಸಹ 
ಗಮ್ಯ ಬಾಹುಗಳ ಪ ಮಾ ಣದಲ್ಲಿಯೇ ಇರುತ್ತವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ" 


8 ಒಂದು ವೃ ತ್ತದ AB ಮತ್ತು CD ಎರಡು ಜ್ಯೂ ಗಳು X ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸು 
ತ್ರ a? 2 CH XD ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. [X. ವೃತ್ತದ "ಅಂತರೀಯ 
Sot, ಅಥವಾ ಬಾಹ್ಯ ಬಿಂದು--ಎರದೂ ಸಂದರ್ಭಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. ] 


9 0 ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ವೃತ್ತಪೊಂದಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಛೇದಕ ರೇಖೆಯು 
ವೃತ್ತ ವನ್ನು P ಮತ್ತು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂದೆಸುವುದು" 07ಯು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶ 
ಕೆಬೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, OTQ ಮತ್ತು OPT ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆಯೆಂಶೂ, 
OT? = OP. OQ ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿ. 


10 AB ಮತ್ತು CD ರೇಖಾಖಂಡಗಳು ೫ ನಲ್ಲಿ ಛೇಧಿಸುತ್ತವೆ. 
AX.XB = CX.XD ಆಗಿದ್ದರೆ, 4,ಔB,0, ರಗಳು ಚಕ್ರೀಯವಾಗಿವೆಯೆಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. (ಅಭ್ಯಾಸ ರ ವಿಲೋಮ). 


11 ABC uಂದುತ್ರಿಭುಜ, ವೃದ್ಧಿಸಿದ BA ಮೇಲೆ 04.0B = OC? 
ಆಗುವಂತೆ 0 ಬಿಂದುವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿದೆ, '೧೦ಯು A BO ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ (ಅಭ್ಯಾಸ 9ರ ವಿಲೋ ಮ). 


12 ABC wot ತ್ರಿಭುಜ ತ್ರಿಭುಜದ ಪರಿವೃತ್ತಕ್ಕೆ A ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
OB AB? 
A, ರ್ಶರೇಖೆಯು BC ಯನ್ನು 0 ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು.. Co = ಎಂದು 
7 has OC AG 
ಸಾಧಿಸಿ. 


18 ABC ತ್ರಿಭುಜದ A ಕೋನದ ಅರ್ಧಕವು BC ಯನ್ನು 
D ನಲ್ಲಿಯೂ ಮತ್ತು ಪರಿವೃತ್ತ ವನ್ನು H ನಲ್ಲಿಯೂ ಸಂಧಿಸುವುದು AB.AC 
= AD? ate AD.AE ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ ಮತ್ತು ಇದರಿಂದ AB.AC 
= AD? + BD.DC ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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44 Prove that the rectangle contained by an 
two sides of a triangle is equal to the rectangle containe 
by the altitude to the third side and the diameter of th 
circle circumscribed to the triangle. 

(Hint : In A ABC, to prove AB. AC= altitude A 
circum diameter, draw the circum diameter AX am 
join X B). . 

15 Two circle intersect at P. The tangents at 
to the two circles form chords PQ, PR. Show that P 


16 ABC is an isosceles triangle with AB = AGM 
The perpendicular bisector of AB meets BC in D. Sho 
that BC’ BD = BA?*. mal” f 

(Hint : Show that A ACB 1s similar to A BAD). 

17 Show that the area of a regular hexagon inscribe: 
in a circle is 3 the area of a regular hexagon circumscribe 
to the circle. 

18 ABCD isa parallelogram. CD is bisected at 
AC and BE intersect at P. Show that AC is trisected at F 

19 AB is a diameter of a circle and AM, BN ar 
drawn perpendicular to the tangent at any point C. Sho 
that the area of triangle ABC is equal to the sum of th 
areas of triangles ACM and CBN. 

(Hint : Show that A AMC is similar to A BNC). 

20 Triangle ABC is right angled at A. If AD i 
drawn perpendicular to BC, prove that 

AB: ACB: BC. 

21 P,Q, R are points on the sides BC, CA, AB 

A ABC such that BP=2 PC, CQ=4 QA and AR=3 R 


Show that the area of APQR= 4 area of AABC. 


22 D and E are points in the base BC of AAB 
such that ZADB=ZBCA and ZCAE=Z OBA. 


Prove that— (i) BD.CE=AD.AE and 
(11) AB%= BC.BD. 
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14 ಒಂದು ತ್ರಿಭಂಜದ ಎರಡು ಬಾಹುಗಳಿಂದಾದ ಆಯವು, ತ್ರಿಭುಜದ 


ಲಂಬಕ ಮತ್ತು ಪರಿವೃತ್ತದ ವ್ಠಾಸ ಇವುಗಳಿಂದ ಆದ ಆಯಕ್ಕೆ ಸ ಮವಾಗಿರುವುದು 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


(ಸೂಚನೆ : ABC ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ, 4B.4A0 - ಎತ್ತರ AD. ಪರಿವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಲು, ಪರಿವ್ಮತ್ತದ ವ್ಯಾಸ AX®, ಎಳೆದು, XB ಸೇರಿಸಿ.) 


15 ಎರಡು ವೃ ತ್ತಗಳು P ಯಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. P ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವೃತ ತ್ರ 


ಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶ ತೇಖಿಗಳು PQ ಮತ್ತು PR ಜ್ಮಾಗಳಾಗಿವೆ. PQ sous, 
PR ಗಳು ವೃತ ಗಳ =, ಸಗಳ ಅನುಪಾತದಲ್ಲಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


16 ABC wea ಸಮದ್ದಿಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜ. ಇದರಲ್ಲಿ AB= AC. 
AB ಲಂಬಾರ್ಧಕವು 8('ಯನ್ನು DWQ ಸಂಧಿಸುವುದು BC. BD= BA? 
ಎಂದು AOA. 

(ಸೂಚನೆ: BCA ಮತ್ತು BAD ಶ್ರಿಚುಜಗಳು ಸಮರೂಪವೆಂದು ತೋರಿಸಿ.) 


i ವೃತ್ತಾಂತರ್ಗತವಾದ ಒಂದು ಸಮ ಷಡು ಜದ Bes FOR ಆ ವೃತ ದ 
ವೃತ್ತೋಪ ಸಮ 'ಷಡ್ತು ಜದ 3 ರಷ್ಟಿರುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


18 ABCD ಯು ಜಂಮ ಸಹಳಾನಾಂತರ ಚತು CD ಯನ್ನು 


೫ ನಲ್ಲಿ ಅರ್ಥಿಸಿದೆ. AC ಮತ್ತು BE Te P ಯಲ್ಲಿ ಸು 7 ಸುವುವು. AC obo 
P ಯಲ್ಲಿ & ಶ್ರಿಭಾಗಿಸಲ ಟ್ವಿದೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


೯ 
= 


19 ABS ಒಂದು ವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸ ಮತ್ತು AM, BN ಗಳನ್ನು 
ಚತಾವುದಾದರೊಂದು ಚಿಳಕದೂ 0 ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಗೆ ಲಂಬಗಳಾಗಿ ಎಳೆದಿದೆ. 


HBC bs ದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವು, ACM ಮತ್ತು CBN ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಕ್ಷೇತ್ರ 
ಘಲಗಳ ವೆ ಮೊಕ್ತ A ಸವುಷೇಹು ಸೊ 


(ಸೂಚೆನೆ: AMC ಮತ್ತು (NB ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ). 
20 ABC, ತ ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ /4 ಯು ಲಂಬ ಕೋನ. ADS» BCR 
ಎಳೆದ ಲಂಬವಾದರೆ, ad Re - AC2=BD.: DC: "ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


91 ABC ತ್ರಿಚುಜದ ಬಾಹುಗಳ ಮೇಲೆ P,0,R ಬಿಂದುಗಳನು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ" BP =;2 PC, CQ=4 04 ಮತ್ತು PY & RB Wi 
ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿದೆ. POR ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರ ಘಲವು' “ABC ತ್ರಿಭುಜದ , Ses BO 
> OX, ರುವುವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


22 ABC ತ್ರಿ ುಜದ ಲ ದ: BC ಯಲ್ಲಿ D ಮತ್ತು E ಬಿಂದುಗಳನು 
1 DAB= (BCA "ಮತ್ತು yp pe / CBA ಆಗುವಂತೆ; ವ 


(i) BD.CE=AD.AE ಮತ್ತು (ii) AB?=BC. BD ಎಂದು ಸ 
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93 Two circles touch at O externally. AOB and 
COD are txo straight lines cutting the circles again Ja 
A, Bend C, D. 

Prove that— 

ox OC. 
OB OD | 

94 D isa point on the side AB of a‘ AABC such; 
that AD=3 BD. If DQ and DP are drawn parallel to 
BC and CA respectively, show that the area of the 
parallelogram DQCB is & that of triangle ABC. 


Practical Exercises :— 


1. Draw a line 27" long and divide it in the 
atio 3 : 2 internally and externally. 


2. Draw a line 48” long and divide it in the 
ratio 5:3 internally and externally. 


3. Find the third proportional of lengths 4 and 6 
units geometrically. 


5. Find the sq. roots of 2 and 15 geometrically by 
the method of mean proportional. Hence again find the 
square root of 2/2. | 


6. Construct A ABC having. 
(a) BO=45 cms AB“:AC =5:4 and mediak 
AD=5 cms. 


(Hint: Draw the Appolonius’ circle. From D the’ 
mid point of BC, cut of DA=5 cms). | 


(b) BC=3.5" AB: AC=4:3 Median AD =—4" 
(c) BC=6.7 cme AD: AC= 73 EAE. 


(Construct a segment of circle on BC containing an 
angle 50° to meet the Appolonius’ circle at A). 


#4 


a 


28 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ CO Seay ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ 
40B ಮತ್ತು COD ಎರಡು ಸರಳ ರೆನೆಸೆಗಳ ವೃತ್ತವನ್ನು [Bx A, B ಮತ್ತು 


1, D ಬಿದುಗ YD ಛೇದಿಸುವಂತೆ ಎಳೆದಿದೆ. 


G4 - BE 

OB OD 

24 ABC SHB AB ಬಾಹುವಿನ ಮೇಲೆ AD=3BD ಆಗುವಂತೆ 

D ಬಿಂದುವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿದೆ. Di) ಮತ್ತು DP ಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ BC 

ಮತ್ತು CA ಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದರೆ, ಗ೧೦0B ಸಮಾನಾಂತರ 

ಕತುರ್ಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವು ABC ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲದ = ರಷ್ಟಿರುವುದೆಂದು 
ಸಿ 


ಏಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಪ್ರಾಯೋಗಿಕ ಅಭ್ಯಾಸ ANY : — 


1. fa ಉದ್ದ ವಿರುವ ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನೆ ಳೆದು ಅದನ್ನು 3:2 ಪ್ರ ಮಾಣದಲ್ಲಿ 
A ಮತ್ತು "ಬಾಹ್ಯ ವಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸಿ. 


2. 4.3" ಉದ ವಿರುವ ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನೆ ಳೆದು ಅದನ್ನು 5:3 "ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ 
ಅಂತರೀಯವಾಗಿ ಮತ್ತು "ಬಾಹ್ಯ ವಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸಿ. 


3. SoH 4 ಮತ್ತು 6 ಮೂಲಮಾನಗಳ ಉದ ವುಳ್ಳ ರೇಖಾಭಾಗಗಳ 
ತ್ರ ತೀಯಾನುಪಾತಿಯನ್ನು ರೇಖಾಚಿತ ದಿಂದ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4. ಮತ್ತು 15 ಈ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ರೇಖಾಚಿತ್ರಗಳಿಂದ 
ಮಧ್ಯ್ಮಾನುಪಾತಿಗಳ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಇದರಿಂದ 2.೪/8 ಸಂಖ್ಯೆಯ 
ಹನ ಂಲವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಳ್‌ 


6. ಈ ಕೆಳಗಿನ ದತ್ತಾಂಶಗಳಿಂದ ABC ತ್ರಿಭುಜವನು ರಚಿಸಿ. 
(a) BO=4.5 ಸೆಂ. ಮಾ. AB: AC == 5:4 ಮತ್ತು ಮಧ್ಯ 
Bes AD = 5 NO. AR. 


(ಸೂಚನೆ: ಅಪಲೋನಿಯಸ್‌ ವೃತ್ತ ವನ್ನೆಳೆದು, BC ಯ ವಂಧ್ಯಬಿಂದು D 
ಯಿಂದ DA =5 ಸೆಂ. ಮಾ. ಕತ್ತರಿಸಿ) 
(b) BC = 35" AB: AC = 4:3 ಮಧ್ಯರೇಖೆ 
WD — 4’. 
(c) BU=6'7 20. OR. AB: AC = 7:3 2 A=50°. 
(BOM ಮೇಲೆ i ಇರುವ ವೃತ್ತಖಂಡವನ್ನು ರಚಿಸಿ, ಇದು ಅಪಲೋನಿಯಸ್‌ 
ವೃತ್ತವ ವನ್ನು 1 ay ಸ ಸಂಧಿಸಲಿ.) 
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(d) AB: AC=4:3, 2 B=50° and perimeter 15 ¢ 

(e) BC=2.9", AB: AC=3: 5 and internal bisec 
of angle A=2.3’. 

(f) BC=5.3 cms, AB: AC=5:2 and exter 
bisector of 2 A=3.5 cms. 


7. Construct AABC having AB=4.2 cms, AC=8. 
cms and Z ABC=60°. Construct a triangle similar t# 
this and perimeter 12 cms. 


8. Construct AABC given, BC=7 cms 2 B=6 
and AB=5 ems. Cut off 2 of its area (i) by a line draw 
parallel to BC (ii) by a line drawn perpendicular to BC. 


9. Construct a triangle whose sides are in the rati 
5 :7:9 and whose area 1s 10 square cms. 


10. Construct an equilateral triangle of area 16 s¢ 
cms. 


11. Construct AABC given, BC=6.4 ems 
AB :AC=5:3 and median BE=6.6 cms. 


12. Construct a regular hexagon of area 60 sq. cm 


(Hint : Construct an equilateral A of area 10 sk 
cms). 


13. Construct a parallelogram ABCD in whic 
AB=2.5", AD=2', BD=3.4". Divide the parallek 
gram into three equal parts by two lines parallel to diagon 


AC. 


(Ad) AB: AC=4:3 i eS ಸುತ್ತಳತೆ 


@) 20 =2:9" AB: AC=3:§ Bie, A ಕೋನದ 
ಜಶ೦ಂತರೀಯ ಸಮಭಾಜಕ 2-3". 


(f) BO=53 ಸೆ. ಮಾ. AB: AC=5: 2 Bz, A 
ನದ ಬಾಹ್ಯ ಸಮಭಾಜಕ 3-5 ಸೆಂ. ಮಾ. 


7. AB=42ಸೆಂಮಾ., AC =5.3 ಸೆಂ.ಮಾ. ಮತ್ತು 1 ABC = 
60° ಇರುವಂತೆ ABC ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸಿ. ಇದಕ್ಕೆ ಸಮರೂಪವಾಗಿ Jv 
ನಂ. ಮಾ. ಸುತ್ತಳತೆ ಇರುವ ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸಿ, 


8 BC—7 ಸೇೊಎಕಾ: ~B=—65° ಷುತ್ತು ಸಔ-5 ಸಷ. 
ಇರುವಂತೆ ABC ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸಿ. ಇದರ ಕ್ಷೇತ್ರ ಫಲದ 2 ಭಾಗವನ್ನು 
(i) BC ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯುವುದರಿಂದ, (ii) BC ಗೆ ಲಂಬವಾದ 
ಶೇ ಖಬೆಯನ್ನೆಳೆಯುವುದರಿಂದ, ವಿಭಾಗಿಸಿ. 


9. ಬಾಹುಗಳು 5:7: 9 ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿಯೂ, ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವು 10 
ಚ.ಸೆಂ.ಮಾ.ಗಳೂ ಇರುವಂತೆ ಒಂದು ತ್ರಿೀಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 

10. 16 ಚ.ಸೆಂಮಾ. ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವಿರುವ ಒಂದು ಸಮಬಾಹುತ್ರಿಭುಜ 
ವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 

ll. BO=—64ಸಂಮಾ, AB: AC=5: 3 ಮತ್ತು ಮಧ್ಯರೇಖೆ 
BE=6.6 ಸಂ.ಮಾ. ಇರುವಂತೆ ABC ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 

12. 60 ಚೆ. ಸೆಂ.ಮಖಾ. ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವಿರುವ ಒಂದು ಸಮ RB WHI, 

ಚಿಪಿ. (ಸೂಚನೆ: 10 ಚೆ. ಸೆಂ.ಮಾ. ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವಿರುವ ಸಮಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು 


13. AB=2.5", AD=2", ಮತ್ತು BD=3.4" ಇರುವಂತೆ 
ABCD ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸಿ AC ಕರ್ಣಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರ 
ವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಗಳಿಂದ ಅದನ್ನು ಮೂರು ಸಮಭಾಗಗಳಾಗಿ ಮಾಡಿ. 
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T 


CHAPTER 4 i 
PRELIMINARY CONCEPTS OF ANALYTIC GEOMETRY 


Analytic geometry is the study of geometry using th 
methods of algebra. In this subject we study hox 
the positions of points may be determined by means 9 
numbers and how equations can be used to study th 
properties of curves. The French Mrthematician Rene 
Decartes (1596—1650) was the first who started thi 
method of studying geometry and experience has show 
that this method, in many cases. is more powerful an 
shorter than other methods 
4.1. Rectangular Co-ordinates— 

Let X’ X and Y’ Y be two perpendicular straight line 
in a plane intersecting each other at O and let P be 
point in this plane. Let PM and PN be draw 
perpendicular to X’ X and Y’ Y respectively. The positia 
of P, then. is known relatively to the given lines X’ X an 
Y’ Y when the magnitudes and directions of OM and 0: 
are given. (See Fig. 4.1). 
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ಅಧ್ಯಾಯ 4 
ಬೀಜ ರೇಖಾಗೇಣಿತದೆ ಪಾ ) RoHS ಭಾವನೆಗಳು 


ಬೀಜಗಣಿತದ ವಿಧಾನಗಳಿಂದ ರೇಖಾಗಣಿತವನ್ನು ಆ ಅಭ್ಯಸಿಸುವುದು ಜೀಚರೇಃನಂ 
ಗಳನಿಕವೆನಿಸುತ್ತದೆ. ಈ Nes ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ ನಾವು 7೦ಬೆ ಗಳ ಮೂಲಕ ಬಿಂದುಗಳ 
Ae OTs sao 4 ಹೇಗೆ ರಲಿ ಬಹುಮ ಹಾಗೂ ಸವಿಕಾಕರಣಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ 
ರೇಖೆಗಳ ಲಕ್ಷಣಗಳನ್ನು ಹೇಗೆ ತಿಳಿಯಬಹುದು ಎಂಬುದನ್ನು Be . ಈ 
ವಿಧೂನವನ್ನು "ಮೊಟ > one OITA Ses ಡೆಕಾರ್ಟ್‌ (1596-1650) ಎಂಬ 
ಘುಂಚ್‌ ಗಣಿ ತಜ್ಞನು ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿದನು. ಈ ವಿಧಾನವು ಅನೇಕ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲ 
ಇತರ ವಿಧಾನಗಳಿನಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಪ್ರಬಲವಾಗಿ, ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತವಾಗಿ ಹಾಗೂ ಅನುಕೂಲಕರವಾಗಿ 


ಬ 


ಇರುವುದಾಗಿ ಅನುಭವದಿಂದ ಅಳಿದುಬಂದಿದೆ. 
4.1 ಲಂಬ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಂ 


X'ಹ ಮತ್ತು Y Y ಗಳು ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವ Bere ಪರಸ್ಪರ 
ಲಂಬವಾಗಿ 0 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು P ಎಂಬುದು 
ಈ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವಹಂದು ಜಿಂದುವಾಗಿರಲಿ, PM ಮತ್ತು PN ಗಳನ್ನು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ N'X ಮತ್ತು y'Y ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗ ರಲಿ. ಆಗ, OM 
ಹುತ್ತು 0Nಗಳ ಷರಿಮಾೂಣ ಮತು ದಿಕ್ಕುಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ X'X ಷು 
Y'Y Ten ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ Pಯ ಸಾ ನವು ಗೊತ್ತಾ ಗುತ್ತದೆ. (ಚಿತ್ರ 4.1 ನೋಡಿ) 


v 


| 


As a convention let us take the distances measured 1 
the directions of OX and OY as positive and those measure 
in the directions of OX’ and OY’ as negative. We sha 
call the distances with the proper signs attached to the 
using the above convention as directed distances’. T 
distinguish between ‘distance’ and ‘ directed distance 
we write P,P,. to denote the distance between P, and FP, : 

pf | 
and pp, to denote the directed distance from P, to PA 


—> — —> 
Accordingly P,P,= — P,P, and P,P,= | P,P, | = | PPA 
It can be easily deduced from this that if P|. P,. P, ar 


> > —-> 
three points ona straight line, then P, P,+P,P,= PP, am 
| 
PMP Pec 


Now let OWM=NP be x 


and ON=MP be y. 
Then x and y define (or determine) the position of thf 
point P in the plane so that if we are given z and y, W 


can find the point P (why ?). 


For example, suppose we are required to mark th 
point P indicated by z7=4 and y=— 3. measure along OX" 
OM=4 units and measure a length MP (=ON) in th 
direction of OY’. i.e parallel to OY’ equal to 3 units. W 
arrive at the point P required. 


eed _—— 

Here We call OM=z and ON=y as the rectanguls 
cartesian coordinates of the point P wart. XX and YY 
We write this as P=(r. y). X’N and YY together are called 
the co-ordinate axes and 0 is called the origin. 1 
particular x is called the abscissa or the r-co-ordinate, y 1 


called the ordinate or the y-co-ordinate. \'X is called the? 
x-axis and Y’Y is called the y-axis. |: 


47 


Y 


ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ OX ಮತ್ತು OY TY ದಿಕ್ಕುಗಳಲ್ಲಿ ಅಳೆದ ದೊರಗಳನ್ನು 
ಧನಮಗಿಯೂ ಮತ್ತು ON’ ಮತ್ತು OY 'ಗಳ ದಿಕ್ಕು ಗಳಲ್ಲಿ ಅಳೆದ ದೂ ಇರಗಳನ್ನು 
ವಾಗಿಯೂ BONA. ಈ ಸಂಕೇತಕ್ಕ ನುಗುಣವೌಗಿ ಸೂಕ್ತ ಚಿಹ್ನೆಗಳಿಂದೊಡ 
ಗೂಡಿದ ದೂರಗಳನ್ನು "ನಿರ್ದೇಶಿತ ದೂರ' ಗಳೆಂದು ಕರೆಯೋಣ. "ದೂರ' ಮತು 

"ನಿರ್ದೇಶಿತ ದೂರ' ಗಳಿಗಿರುವ ವ್ಯತ್ಯಾಸವನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ನಾವು P, ಮತ್ತು p. 
ಗಳಿಗಿರುವ ದೂ RODS, ಸೂಚಿಸಲು P, P, ಎಂದ ಕ, P, aon P, ಗಿರುವ ನಿರ್ದೇಶಿತ 
ನ್‌ - > > 
ದೂರವನ್ನು ಸೂಚಿಸೇ ma P, ಎಂದೂ ಬರೆಯೋಣ. ಈ ಪ್ರಕಾರ P P,= — P,P, 

—> 
ಮತ್ತು P. Pap ”p. = = P,P, Wಗತೂತದೆ. P,, P,P, Ti ued 


yd BR =P.P; ಮತ್ತು 
—> 
PP,— P,P, = P,P, ಎಂದು ಇದರಿಂದ ಸುಲಭವಾಗಿ ಪಡೆಯಬಹುದು. 


ಈಗ, OM = NPMು 


> — 
ಮತ್ತು ON = MP ಯು y ಯೂ ಆಗಿರಲಿ. 
ಆಗ, ೫ ಮತ್ತು y ಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ P ಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಲಾಗುವಂತೆ, x 
ಮತ್ತು y ಗಳು Pಯ ಸ್ಥಾನವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ) = 4 ಮತ್ತುy್ಮ = - 3 ಸೂಚಿಸುವ ಬಿಂದು P ಯನ್ನು 

ನಿಂಕಿಸಬೇಕಾದಕ, OX 8% OM = 4 ಮಾನಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು OY' ನ ನ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ 

ಎಂದರೆ ಅದಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ MP (= ON) =—8 ಮಾನಗಳನ್ನೂ ಅಳೆಯಿರಿ. 
ಆಗ ನಾವು ಗುರುತಿಸಚೇಕಾಗಿದ್ದ Peso ಸ್ಥಾನವನ್ನು ಸೇರುತ್ತೇವೆ. 


ಇಲ್ಲಿ ae OM =: ಮತ್ತು ON = y ಗಳನ್ನು X'X ಮತ್ತು Y'Y ಗಳಿಗೆ 
ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ Pw ಕಾರ್ಟೀಸಿಯನ್‌ ಲಂಬನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಇದನ್ನು P = (x,y) ಎಂದು —— on ತ್ತದೆ. X'X ಮತ್ತುY'Y ಗಳನ್ನು 
ಒಟ್ಟಾ ಗಿ ವರ್ದೆ ಧೇಶಕಾಕ್ಷಗಳಿಂದೂ, Odes, ಲಬಿಂದುವೆಂದೂ ಕರೆಯಲಾಗುತ ತ್ರಡೆ. 
೫ನ್ನು "ಕೋ 3 ಅಥಿವ pd: ಗಿದೊದನ =x ಭುಜ ಅಥವಾ ೪-ಸ್ಹಾನನಿರ್ದೇಶಕ 


ಜಂದೂ, }, ¥ A@ Ce ಅಕ್ಷವೆಂದೂ, Y bag ಯನ್ನು 2, ೪-ಅಿಕ್ಷವೆಂದೂ ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿ 
ಕರೆಯಲಾಗುತ್ತ a} 


ae 


It is to be noted that in this process of finding the co-or 
nates of a point, we assign to each point P, a pair of numbe 
(2, Y). Conversely, it is also to be noted that to ea 
pair of numbers there corresponds one and only one pol 
in the plane. 

It is customory to take a horizontal line as z-axis af 
a vertical line as y-axis such that X lies to the right of ax 
Y lies above the origin (see Fig. 4.2). Hence hereafter 
shall consider « to be positive or negative according as M lig 
to the right or to the lef! of the origin on the x-ax 
Simlarlv y is considered to be positive or negative accor 
ing as N lies above or below the origin on the y-axis. 


Quadrant I 4 Quadrant Il 


BR------ 3 


/ (5,4) 


(- 6-7) 


Quadrant IIT 


ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಈ ಕಾರ್ಯವಿಧಾನದಲ್ಲಿ 
ನಾವು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದು Pro ಒಂದು ಜೂತೆ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು [(, y) ಗಳನ್ನು] 
ಗೊತ್ತು “ಮಾಡುತ್ತೆ. eS ಎಂಬುದನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ವಿಲೋಮವಾಗಿ ಪ ine: 


ಜೊತೆ: ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಿಗೂ ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಒಂದೇ ಒಂದು ಬಿಂದುವು ಹೊಂದಿಕೆಯಾಗು 
ತ್ತದೆ ಎಂಬುದೂ ಗಮನಾರ್ಹ. 


A ಬಿಂದುವು ಮೂಲಬಿಳದು Os ಬಲಭಾಗಕ್ಕೂ Y ಬಿಂದುವು ಮೂಲಬಿಂದು 
= ಮೇಲಾ ಗದಲ್ಲಿಯೂ ಇರುವಂತೆ ಅಡ್ತ ರೇಖೆಯೊಂದನ್ನು ೫-ಅಕ್ಷವಾಗಿಯೂ 

ನ್ನ y-ಅಕ್ಷವಾಗಿ ಯೂ” ತೆಗೆದುಕೊಳು ವುದು ಪಾಿನೆಯಾಗದೆ. 
(ಚತ್ರ 4-2 ನೋಡಿ) ಆದುದರಿಂದ, ಇನ್ನು ಮುಂದೆ, M ಬಿರಿದುವು ಅಕ್ಷದ ಮೇ 
ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಬಲಭಾಗದಲ್ಲಿದ್ದರೆ 'ಧನವಾಗಿಯೂ, ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿದ್ದರೆ — 
ವಾಗಿಯೂ, 2ನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ.” ಹಾಗೆಯೇ N ಬಿಂದುವು yಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ 
ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೇಲಾ ಗದಲ್ಲಿ ದ್ದರೆ ಧನವಾಗಿಯೂ, ಕಳೆಭಾಗದಲ್ಲಿದ್ದರ ಯಣ 
ವಾಗಿಯೂ y ಯನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸ ಲಾಗುವುದು. 


ಪಾದ 1 " goo Lt 
e 
6 
Sta seer (15) 
4 (5,4) 
(4.3) 3 ; 
9 
I | 
ms CG fo) 1 56 X 
x -6 =e “7-2 Med I 


ಪಾದ 1V 


We observe that the two axes X’X and YY divide ¢ 
whole plane in to four parts called quadrants hal 
Fig. 4.2 and they are numbered in the counterclock w 
order, the first quadrant being the one above the z-am 
and to the right of the y-axis. In accordance to ow 
convention a table can be formed for ready reference 0 
the signs of the coordinates of the points in various qu 


rants, as given below, 


quadrant | quadrant | quadrant | quadrant 
I 11 111 IV 
Sign of « + —- -—— | + 
Sign of y + : + ಜ್‌ es 


It is also to be noted that the order of mentioning th 
co-ord nates 1: important. The definitions of x and 
show that the point (x, y) is different from the point (y. x 
unless z=y. For example. we see that the point (3.—4 
is different from the point (—4. 3). In fact. the firs 
one is in the IV quadrant and the second one is in the IK 
quadrant. [For other illustrations see Fig. 4.2 
Hence in the pair (x, y), the order of writing also plays # 
very important role. We call such pairs as ordered pairs¥ 


Thus, in conclusion. we may state that a point in 
plane is represented by an ordered pair of number 
The signs of these numbers determine the quadrant iff 
which a point lies. This forms the fundamental ide 4 
behind analytic geometry. 
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ಚಿತ್ರ (4-2)ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ X' ೫ ಮತ್ತು Y'Y ಈ ಎರಡು ಅಕ್ಷಗಳು 
2, ಸಮತಲವನ್ನು ಪಾದಗಳೆ೦ದು (Quadrants) ಕರೆಯಲಾಗುವ ನಾಲ್ಕು "ಭಾಗ 
ಗಿ ವಿಂಗಡಿಸುತ್ತ 3. ಮೊದಲನೆಯ ಪಾದವು ೩”ಅಕ್ಷದ ಮೇಲಾ ೃಗಕ್ಕೂ y 083 
ಭಾಗಕ್ಕೂ ಬರುವಂತೆ ಪಾದಗಳನ್ನು ಅಪ್ರ ದಕ್ಷಿಣೆಯಾಗಿ ಅಸೆಕಿತಗೊಳಿಸುವುದು 
'ಡಿಕೆಯಾಗಿದೆ. ಆದರಂತೆ ನಮ್ಮ ಸಂಕೇ ತಕ್ಕ ಮುಸಾರವಾಗಿ ವಿವಿಧ ಪಾದಗಳಲ್ಲಿನ ಬಿಂದು 
, aad ಚಿಹ್ನೆಗಳನ್ನು “ ತೋರಿಸುವ ಪಟ್ಟಿ ಯೊಂದನ್ನು ಈ ಕ ಳಕಂಡಂತೆ 
ಡಿಸಬಹುದು. 


ಪಾದ ಪಾದ ಪಾದ 

111 IV 

Mf ar 
| 


ಇಲ್ಲಿ ನಾವು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ನಮೂದಿಸುವ ಕ್ರಮವೂ ಪ್ರಮುಖವಾದುದೆಂಬು 
220, ಗಮನಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. 2=Y ಅಲ್ಲದಿದ್ದರೆ (x: y) ಬಿಂದುವು (y» x) ಬಿಂದುವಿ 
ಅತ ಬೇರೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂಬುದಾಗಿ 1, ಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಗಳು ತೋರಿಸುತ್ತವೆ. 
ಿದಾಹರಣೆಗೆ, (3, —4) ಬಿಂದುವು (—4, 3) ಬಿಂದುವಿಗಿಂತ ಬೇ ಯಾಗಿದೆ 
ಬುದನ್ನು ನಾವು ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ. ವಾಸ್ತ್ಯ ವವಾಗಿ ಮೊದಲನೆಯ ಬಿಂದುವು 
ನೆಯ" ಪಾದದಲ್ಲಿಯೂ ಎರಡನೆಯದ ಎರಡನೆಯ ಪಾದದ್ಲಿಯೂ ಇವೆ. 
ತರಿ ದೃಷ್ಟಾಂತಗಳಿಗೆ ಚಿತ್ರ 4-2 ನೋಡಿ). ಆದುದರಿಂದ (೫, y) — 
ತೆಯಲ್ಲಿ ಬರೆಯುವ ಕ್ರಮವೂ ಪ್ರಮುಖಪಾತ್ರ ವಹಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂತಹ 
ಗೊತೆಗಳನ್ನು ನಾವು ಕ್ರಮಾನುಗತ ಜೊತೆಗಳಿಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


~, 


ಹೀಗೆ, ಉಪಸಂಹಾರವಪಾಗಿ, ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಒಂದು ಬಿಂದುವು ಒಂದು ಕ್ರಮಾನ, 
ತ ಜೊತೆ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದ ಬಿರೂಪಿತವಾ ಗುತ್ತದೆ ಎಂದು ಹೇಳಬಹುಡು. ಈ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 
Be, ಗಳು nots 5 ಯಾವ ಪಾಡದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ ಎಂಡು ತಿಳಿಸುತ್ತವೆ. ಇದು ಬೀಜ 


_ 
s . aw Dad 
Senseo ಹಿನ್ನೆಲಿಯಲ್ಲಿನ BRAC OWNING. 
[ao 


PART II 49 7 


E Lercises 73 


1 ecad off the co-ordinates of the points A B,C, 
E shown in the figure be'ow : 


8 
7 
6 
ಈ A 
I 
We Ce 
J 
' 2 ‘ 
é t 
| Me 
x -7-6 -5-4-83 7s wR 8 s «4 7 
i t 
; $82 - ~ sete ae 
f - ( 
3 
t - 4 t 
: | 
' -§ , 
8 --.---:s 6 4 
i 
Se. 2. . ee 
-8 
- 9 
¥ 
Fig 4.3 


2 Ifpisa negative number and q a positive numl| 
inwhich quadrant wil’ each of the following points lie ? 


| 
(i) (p. 9) (iv) (—p,—q) (vii) (9, WW 
(i) (p,—9) (v) (q. p) (vii) (—q-p 
(am) (—p, q) (vi) (—q, p) 7 a 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 4.1 


1 ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವ 41,B,0, — 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಓದಿ — " B.C. D, E ಬಿಂದುಗಳ 


' 
I 
! 
! 

> 


jee e@ mee me & 


8 
1 

6 
5 

“4 
3 


~~ ™™™ ™ ™ = 


4 
4 
a 
t 
a 
5 
6 


We 7-00 -2 -1-6 


ಅ «@ ®&e ಲಾ w= 
4 
2 


ಚಿತ್ರ 4.3 
2 pಯು ಒಂದು ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ, 4ಯು ಒಂದು ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ 
ಆದಾಗ ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಬಿಂದುಗಳು ಯಾವ ಪಾದದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ 2 
(i) (p> 9) (iv) (—?p,—9) (vil) (%—p) 
(ii) (P,—49) (v) (a p) (vii) (—q. —p) 
(iii) (—p 9) (vi) (—g p)- 
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3 Where do the points lie for which 
(i) the r—co-ordinate is zero ; 
(ii) the y—co-ordinate 1s zero ; 
(iii) both the co-ordinates are zero. 


4 Is there any point which does not lie in any qua- 
drant ? Give examples if any. . 


5 Using a sheet of graph paper, establish a co-ordi- 
nate system on the plane and plot the following points : | 


Gi) A(—8, 2) @) © @ ®) (v) £ (—4, 0) 
Gi) B(—1,-2) (iv) D (0,7) (vi) O (0. 0) 
Measure the distances, AC, DE and OB. 


4.2. Distance between Two Points— 


If we know the co-ordinates of two points, we know how 
to plot them, and so the distance between them can be 
measured. Let us now find out how the distance can be 
calculated. . 

Let P and Q be two points (z,, y,) and (zx,, y,). PL 
and QM be drawn perpendicular to the x—azxis and PN and 
QR be drawn perpendicular to the y—azis. [See Fig. 4.4(a) 
and Fig 4.4 (b)| | 


Then from the definitions of z and y. we have 


> -—> > — 
Mb: HON LP 
ಗಾ > — 


t,=OM=RQ and y,=OR=MQ 
—> 
so that (7,—2,)=LM ie. LM= | AX, | 
—> 
and (y—y)=NR ite. NR= | Yo | 
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8 (1) 2-ನಿರ್ದೇಶಕವು ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುವಂತಹ ; 
(ii) ೪ ನಿರ್ದೇಶಕವು ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುವಂತಹ ; 
ಮತ್ತು (iii) ಎರಡೂ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಶೂನ್ಯಗಳಾಗಿರುವ ಬಿಂದುಗಳು ಎಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ 2 


4 ಯಾವ ಪಾದದಲ್ಲಿಯೂ ಇರದಂತಹ ಬಿಂದುವಾಷುದಾದರೂ ಇದೆಯೆ? 
ಹಾಗಿದ್ದರೆ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಕೊಡಿ. 


5 ಚೌಕಳಿಕಾಗದವೊ ಂದನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ನಿರ್ದೇಶನವ್ಮ ವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ಸಿದ್ದ ಪಡಿಸಿ ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸಿ. 
(i) A(—3, 2): (111) C(5, 2) (v) E(—4 0) 
(1) B(—1, —2): (iv) D(O, 7) (vi) O(0. 0). 
AC. DE ಹಾಗೂ 0Bಗಳನ್ನು ಅಳೆಯಿರಿ. 


4.2. ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಿಗಿರುವ ದೂರ 


ಬಿಂದುಗಳೆರಡರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ತಿಳಿದಿದ್ದಾಗ, ಅವುಗಳನ್ನು ಹೇಗೆ ಗುರುತಿಸ 
ಬಹುದು ಹಾಗೂ ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ ದೂರವನ್ನು “ಹೇಗೆ ಅಳತೆಮಾಡಬಹುದು ಎಂಬು 
ದನ್ನು ನಾವು ತಿಳಿದಿದ್ದೆ ವೆ. ದೂರವನ್ನು ಲೆಕ್ಕಾ ಚಾರದಿಂದ ಹೇಗೆ ತಿಳಿಯಬಹುದು 
ಎಂ ಬುದನ್ನು ಈಗ ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. 


P,Q ಗಳು (a, ೪) ಮತ್ತು (4, ೪,) ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಿ. PL ಮತ್ತು 
Q M ಗಳನ್ನು 2- ಅಕ್ಷಕ್ಕೂ PN ಮತ್ತು ್ಲಔಗಳನ್ನು ೪ ಅಕ್ಷಕ್ಕೂ ಲಂಬ 
ಗಳಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿರಲಿ. (ಚಿತ್ರ 4.5 (a) ಮತ್ತು 4.5 (ರ) ನೋಡಿ). 


x, yn? ವ್ಯಾಖ್ಯೆಗಳಿಂದ 
2=OL=NP y,=ON=LP 


x,—=0M = RQ ಮತ್ತು y,=OR=MQ ಎಂದೂ 

L,—Z, = LM ಅಂದರೆ LM= |x, | 
Y2— y,=NR ಅಂದರೆ = NR = | Y2— y; | 
ಎಂದೂ ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ. 
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(a) 

Fig. 4.4 (a) Fig. 4°4 (b) 

From the theorem of Pythogoras it follows that 
PQ-M LN 
If PQ=d, we have 
d? | t%—2, | + | Yo y |" 

(x,—2,)* + (ye Y,)° 
(x,—2,)* +( a 
Since d>0, we have 


out Wl 


d = /(«,—2,)? + (yy) 


Here we note that in deriving this formula we hav 
not confined ourselves to points in a particular quadan 
or quadrants. Hence this formula holds good for any twe 
points (x, y,) and (x,. y,) in the plane. We call thi 
formula as the distance formula. 


Corrolary : Distance of any point (ab y) from they 
Origin is x+y. | | 
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yy (b) 
(qa) 
ಚಿತ್ರ. 4.4 (ಎ) : ಚಿತ; 4.4 (ಬಿ) 


ಪೈಫಾಗೊರಸ್‌ನ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ 
PQ =ML" + NR° ಎoದಾಗುತ ದೆ. 
". PQ=d ಆದರೆ, P= lx 1+ yy, 
= (z,—2,)’ + (y,—y,) 
= (#,—2,)? + (y,—Y,)? 
>° ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


d = v(x, — 2) + (y,—y,) 


ಈ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಪಡೆಯಲು ನಾವು ಯಾವೊಂದು ಪಾದ ಅಥವಾ ಪಾದಗಳಲ್ಲಿನ 
ಂದುಗಳಿಗೆ ಸೀಮಿತಗೊಂಡಿಲ್ಲವೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ಅದುದರಿಂದ ಈ 
ಣತ್ರವು ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವ ಯಾವೆರಡು" ಬಿಂದುಗಳು (@; 4)» (2,»Y,) ಗಳಿಗೂ 
ಹೊಂದುತ್ತದೆ. ಈ ಸೂತ್ರವನ್ನು ನಾವು ದೂರದ ಸೂತ್ರವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉಪಪ್ರಮೇಯ : (೫, y) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಮೂಲಬಿಂದುವಿಗಿರುವ ದೂರ 
2. 


¥ 2° -| y 
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Examples 


{1 Find the distance between the two points (4, 3) 4 
(—2, 2). 


The distance is, by substitution in the distance form : 
v[4—(—2)P + [3-27 = V37 


2 Show that the points (—3, 4), (5, 2) and (6, 1) | 
on the circumference of a circle whose centre is (—1, —5).* 


Distance between (—3, 4) and (—1, —5) is 
=Car = vi 


Similarly it can be verified that the distance betw 
(5, 2) and (—1, —5) and that between (6, 1) and (—1, - 
are each 4/85. 


485 is the radius of circle on which the gi 
points lie. 


3 If A (4, 5), B (—4, 5), C (—4, —1) and D (4, -} 
Show that ABCD is a rectungle. | 


It can be proved, by using the distance formula 
AB=CD=8 and BC-AD=6. 


. ABCD is a paral!egogram. 
Further, since 4C?= A B?+ BC?, ABCD is a rectan | 


4 Find x, and y, such that A (x, y,). B (0, 0) 
C (0, 2) are the vertices of an equitatenal trang. 


We have A B’=23+y,, BO?=4 
and AC? =2,'+(y,—2)? =a, +y,2—4y, +4. 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 (4, 3) ಮತ್ತೆ (2,2) ಈ ಬಿಂದುಗಳಿಗಿರುವ ದೂರವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದೂರದ ಸೂತ್ರದಲ್ಲಿ, ಕೊಟಿ ರುವ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, ದೂರವು 
/[4—(—2)} + [3-2] = ¥37 ಎಂದು ತಿಳಿದು ಬರುವುದು. 


2 (—3.4), (5,2) ಮತ್ತು (6,1) ಬಿಂದುಗಳು (— 1. 5) ಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಕೇಂದ TOS ವೃತ್ತ ದ ಪರಿಧಿಯ ಮೇಲಿರುವುವು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


(—3. 4) ಮತ್ತು (—1, —5) ಗಳಿಗಿರುವ ದೂರ 
V{—3-( rt [4@—C ir = vas. 


ಹಾಗೆಯೇ (5, 2) ಮತ್ತು (—1, —5) ಗಳಿಗಿರುವ ಮತ್ತು (6, 1) ಮತ್ತು 


(—1, —5) ದೂರಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ,/85 ಆಗಿರುತ್ತವೆ ಎಂದು ತಾಳೆನೋಡ 
ಬಹುದು. 


”. ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುಗಳು 85 ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗುಳ | ವೃತ್ತದ ಪರಧಿಯ 
ಮೇಲಿರುತ್ತವೆ. 


3 A (4,5), B(—4.5), C (—4. —1) ಮತ್ತು D (4, —1) 
ಆದಾಗ A BC Poe? ಒಂದು ಆಯವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ದೂರದ ಸೂತ್ರದಿಂದ AB=CD=8 ಮತ್ತು BO=AD=E ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ABCD ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವಾಗುತ್ತದೆ. 


ಆದರೆ, AC? = AB? + BO? ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ABCD ಒಂದು ಆಯ 
ವಾಗುತ್ತದೆ. 


| 


4 A (xz,-y,), B (0, 0) Ss, C (0, 2) ಬಿಂದುಗಳು ಸಮ 
ಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜವೊಂದರ ಶೃಂಗಗಳಾಗುವಂತೆ 2, ಮತ್ತು y, ಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತೂಮಾಡಿ. 


AB? = a + a: » BC? =4 
ಮತ್ತು AC = 2.” +- (Y, =— 2)" = ಹ +- y,” = 4y, + 4 
ಎಂದು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


53 


Since 4B? = BC? and AC? = AB" we have 


x +y,=4 
and 22-+-y{=a+y:7—4y, +4 ~~ y= (8 
(1) and (2) givez, = & J/3 ond gl. (2 


೫ dC 1) and (—1, 2) be a cd of opposite vertices of 

square, find the other parr. 
If ABCD be the given ಸ9ಟರಿ್ಲ, let sae , 1) and 
C=, 2). Let B= (2, Ya) ¥¢ 4 
If we use AC? = A B*+ BC? and AB= BC, 


we obtain two solutions for (z,, y,). viz., (0, 0) an 
(1, 3). One of these is B and the other is D. 


Exercises 4°2 


1 Derive a formula for the distance between 
(i) (z,, k) and (z,, k) 
(it) (k, y,) and (k, y,) 


2 Use the distance formula to compute the distanc 
_ between the pairs of points whose co-ordinates are liste 
below. 

(1 1) (0, 2) and (—2, 0) 

(1) (8, 7) and (8, —6)  - 

(111) (a+b, a—b) and (b—a, b+a). 

(iv) (at,?, 2at,) and (at,?, 2at,). 

(Vv) (a cos 6, a sin ; and (a cos g. a sin ¢). 


3 The co-ordinates of the end points of a diamete 


of a.cirele are (3, 1) and (—2, i. What is the length o 
the radius of this circle ? | _~ | - 


4 Prove that B(—2. 5) is between A (—5. —1) and 
C (1, 11). [Himt: Prove that ABBE AC]. Them 
prove that B's half way between 4 and C. (Remember: 
a drawing does not constitute a proof !) 
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AB’=BC? ಮತ್ತು AC°?=AB tein cud 
m+ yt 4. ary 
ಮತ್ತು 2° +y"= 2,’ OR +4 ಅಥವಾ y್ಮ=1... (2) 
ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ w= + V3 ಮತ್ತು y, =1 ಎಂದು ಬರುತ್ತದೆ. 


5 (2.1) ಮತ್ತು (—1, 2) ಗಳು ಚೌಕಪೊಂದರ ಅಭಿಮುಖ ಶ್ರಂಗದ್ವ ಯ 
IBS ಉಳಿದ ಬಿಂದುದ್ದ ಯವನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


ಕೊಟ್ಟಿ "ps ಚೌಕವು ABCD ದರೆ 4=(2. 1) ಮತ್ತು C=(—1, 2) 
ಲಿ. = (x, Y;) ಆಗಿರಲಿ, 


ಈಗ AC’? = AB: + BC’ ಮತ್ತು AB = BC ಇವುಗಳನ್ನು 
ಶಶೋಗಿಸಿದರೆ, (xz, . y,) ಗಳಿಗೆ (0, 0) ಮತ್ತು (1. 3) ಎಂಬ ಎರಡು ಬೆಲೆ 
ಬರುತ್ತವೆ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಯೂ ಮತ್ತೊ ೦ದು ಗಿಯೂ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 4.2 


1 (i) (2, k) ಮತ್ತು (x, k) 
(ii) (ke y,) ಮತ್ತು (A. ಬ) ಗಳಿಗಿರುವ ದೂರದ ಸೂತ್ರವನ್ನು 
« $8 


- > a oY 
o ಇರದ wos ಬೀನ ಪ ನೀಗಿಸಿ. 


2 ಈಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುದ್ದಯಗಳ ನಡುವಿನ ದೂರವನ್ನು ಕಂಡು 
x ಯಿ 
(i) (0, 2) ಮತ್ತು (— 
(11) (8, 7) ಮತ್ತು — 
(11) (a+b, Kora ಮತ್ತು (ba. b+a). 
(iv) (at,?, 2at,) ಮತ್ತು (೧೭, 2at,)- 
(v) (a cos@. a sin 6) ಮತ್ತ (a cos ೪, a sing) 


0) 
6) 
(¢ 


3 (3-1) 8, (—2, 5) ಗಳು ವೃತ್ತವೊಂದರ ವೂ ಸಹ ಕೊನೆಯ 
WINNS. ಈ ವತ್ತದ ತಿ ಜ್ಮದ ಉದ್ದ ವೆಷ್ಟಾ ಗಿರುವುದು 2 
o- ಸೌ  S 
2. 


4 B(—2. 5) A(—5. —]) ಮತ್ತು Ci, 11)ಗಳ ನಡುವೆ 
ಕಜಿಯಿಂದು ಸಾಧಿಸಿ, (ಸೂಚನೆ 3 AB+8U= AC ಎಂದು ಸೋರಿಸಿ]. 
ನಂತರ BSD 40 ಯ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. (ಚಿತ್ರವೊಂದು 
ಶಧವೆಯಾಗಲಾರದೆಂಬುದು ಗಷವದಲ್ತಿರಲಿ ೨!) i 
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5 If P (2, y) is equidistant from A (2, —3) 
B (—5, —7), show that 62+ 8y +37 =0. 


6 Show that (4, 3) is the circumcentre of the triang 
whose vertices are (1, 7), (7, —1) and (8, 6). | 


7 Show that the points. 
(i) (1, 1), (—1, —1) and (— V3, 73) 
(ii) (1, 0), (2, V3) and (3, 0) 
(iii) (0, 0), (4, 0) and (2, 24/3) 


form the vertices of an equilateral triangle. 


8 Show that the points 
(i) (0, 1), (—2, —2) and (—2, 4) 
(ii) (2, 8), (10, 11) and (5, 0) 
(iii) (6, —5), (2, —4), and (5, —1) 


are the vertices of an isosceles triangle. 


9 Show that the points 
(1) (0, 0), (a, a), (3a, —3a) 
(1) (—1, 1), (—2, —6), (—5, —2) 
(i) ©, 2), (1, OAS 
form the vertices of a right angled triangle. 
Which of these are isosceles ? 


10 Show that the points (3, —2), (—2, 3), (5,5) a 
(—4, —4) form a rhombus whereas the points (2, 
(4, 3), (2, 5) and (0, 3) form a square. 


11 Show that thes poms (—2, =D), (“a 
(8, 6) and (7, 2) form a parallelogram whereas the poi 
(0, 2), (1, 1), (4, 4) and (3, 5) form a rectangle. 
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5 P(z, yಯು A(2. —3) ಮತ್ತು B(—5. —7) ಗಳಿಗೆ ಸಮಾನ 
ರದಲ್ಲಿದ್ದ 3, 62 + 8y +37 =0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಭುಜದ ಪರಿವೃತ್ತ ಕೇಂ ದ್ರಪ (4, 3) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
7 O00), ali 45, 48 
(ii) (1, 0), (2 V3) ಮತ್ತು (3, 0) 


(iii) (0, 0), (4, 0) ಮತ್ತು (2, 2೪3) 
ಳು ಸಮಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜಪೊಂದರ ಶ್ರಂಗಗಳಾಗಿರುವುವು ಎಂದು ತೋರಿಸ. 


8 (i) (0, 1). (—2, —2) ಮತ್ತು (—2, 4) 
(11) (2, 8), (10, 11) ಮತ್ತು (5, 0) 
(111) (6, —5), (2.—4) ಮತ್ತು (5,—1) 
ಳು ಸಮದ್ವಿಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜದ ಶೃಂಗಗಳಾಗಿರುವುವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


9 (i) (0, 0). (aa), (3a, —3a) 
Gi) Md (a —2) 
Gi) (HET, (3. 


ಳು ಒಂದು ಲಂಬಕೋಣ ತ್ರಿಭುಜದ ಶ ೦ಗಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುವು 
ಮದ್ರಿಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜಗಳಾಗಿರುವುವು ? 


10 (3. ), (—2. 3), (5, 5) ಮತ್ತು (- 4, 4)ಗಳು ಒಂದು 
ನಜ್ರಾಕೃತಿಯ ಶೃಂ ಕಾ ಸ್ನ (2, De @& 3). (Qs 5) Seo, 
0. 3)ಗಳು ಚೌಕವೊಂದರ ಶೃಂಗಗಳಾಗಿರುವುವೆಂದೂ ತೋರಿಸಿ. 


MU ik), (CPS) BOR, (7. ಗು ಸವಾ 
ೌಂತರ ಚತುರ್ಭುಜಪೊಂದರ § oniriwoncoay wes (0, 2). (1. 1). (4+ 4) 
ವಂತ್ತು (3. 5) ಬಿಂದುಗಳು ಆಯಪೊಂದರ ಶೃಂಗಗಳಾಗಿರುವುವೆಂದೂ ತೋರಿಸಿ. 
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12 Ifa point P is on the line parallel to the x-q 
and 4 units above, and if the distance between P a 
{4 7) is 5, find the coordinates of P. 


13 A point P known to be equidistant from t 
points (1, —2) and (—2, 3). If the distance of P from t 
srigin is 4, find its coordinates. 


14 Find the condition to be satisfied by the coordina 
of the points P (zx, y,) and Q (x, y,) in order that t 
line segment PQ shall subtend a right angle at the origir 


15 Three vertices of a rectangle are (0, 0), (0,2) a 
(3, 0). Find the fourth vertex. 


4.3 Division of a Line Segment— 


Let P and Q determine a line and let R be a point ont 

li ime #8 4 pe 
ine such that —— =r. Then we say that R divides t 
RQ | { 


line segment PQ in the ratio r: 1 


_ We note that r is positive if PR and RQ have sat 
signs, in which case, we say that Ris a point of interr 


division and 7 is negative if PR and RQ have opposi 


signs, in which case, we say that R is a poi 
ivisi oint 
division. , y P of exter 


Let the points P,Q and R be (x % d (4 | 
w.r.t. a co-ordinate system. ತ್ಯ OF "6 be ad | 
perpendicular to the z-axis and PD, QE and RF be dray 
perpendicular to the y-azis. (See Fig. 4.5) 
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12 P ಬಿಂದುವು 2- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 4 ಮಾನಗಳ ಮೇಲ್ಸಾ ಗ 
ದಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿದ್ದ ರೆ ಹಾಗೂ P ಮತ್ತು (4, 7) ಗಳಿಗಿರೆವ 
ದೂರವು 5 ಆದರೆ, P ಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಿನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


13 P ಬಿಂದುವು (1-2) ಮತ್ತು (—2, 3) ಬಿಂದುಗಳಿಗೆ ಸಮಾನ 
ದೂರದಲ್ಲಿರುವುದಾಗಿ ತಿಳಿದುಬಂದಿದೆ. ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ PA ಇರುವ ದೂರ 
4 ಆದರೆ, ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


14 PQ ರೇಖಾಭಾಗವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಮಕೋನವನ್ನೇರ್ಪಡಿಸಲ 
P(x, y,) ಮತ್ತು (x, ಬ)ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಸಿದಿೀಸಬೇಕಾದ ಸನ್ನ. 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


15 (0.0), (0. 2) ಮತ್ತು (3, 0) ಬಿಂದುಗಳು ಆಯವೊಂದರ ಮೂರು 
ಶೃಂಗಗಳಾಗಿವೆ. ನಾಲ್ಕನೆಯ ಶೃಂಗವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


4.3 ರೇಖಾಭಾಗವೊಂದರ ವಿಭಜನೆ 
P ಮತ್ತು Q ಬಿಂದುಗಳು ರೇಖೆಯೊಂದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸೆಲಿ ಮತ್ತು ಈ ರೇಖೆಯ 


ಮೇಲೆ R ಎನ್ನುವುದು£ಔ _ , ಆಗುವಂತಹ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 
RQ 


ನಾವು R ಬಿಂದುವು PQ ರೇಖಾಭಾಗವನ್ನು ೫ : 1 ರ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸುತ್ತದೆ 
" ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


ಈಗ, PR ಮತ್ತ RQ ಗಳೆರಡರ ಚಿಹ್ನೆಗಳು ಒಂದೇ ಆದಾಗ ; ಧನವಾಗಿರು 


ವುದೆಂದೂ, PR ಮತ್ತು RQ ಗಳ ಚಿಹ್ನೆಗಳು DBA, ರ ವಿಭಿನ್ನವಾದಾಗ ” ಯಣ 
ವಾಗಿರುವುದೆಂದೂ ನಾವು ಗಮನಿಸ ಂತ್ರೇವೆ. ಮೊದಲನೆಯ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ R ಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಅಂತರೀಯ ವಿಭಜನಾಬಿಂದು' ವೆಂದೂ ಎರಡನೆಯ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಅದನ್ನು 


ಬಾಹ್ಮವಿಭಜನಾ ಬಿಂದುವೆಂದೂ ಕರಯುತ್ತೇವೆ. 


P,Q, R, ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ನಿರ್ದೇಶನ ವ್ಯವಸ್ಥೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕ್ರಮ 
ವಾಗಿ ಸ Yi)» (4, ೪) ಮತ್ತು (2. y’) ಗಳಾಗಿರೆಲಿ. PA, QB, RC 
ಗಳನ್ನು g- ಅಕ್ಷಕ್ಕೂ, PD QE, RF ಗಳನ್ನು y- ಅಕ್ಷಕ್ಕೂ ಲಂಬಗಳಾಗಿ 
ಎಳೆಯಿರಿ. (ಚಿತ್ರ 4.5 ನೋಡಿ.) 


56 


Fig. 4°5 (6) r<0 


Fig. 4:5 (a) r>0 


Then, we have _, = 
LD = OA, Yy - OD 


x,— OB, y,=OE 
x, = 00, y,=OF 


2’ —2,= AC x’ —2,= BC 
y—y,=DF 5; Yy—y=EF 
Now (making necessarv constructions). we have from 
geometry 
PR Mi Oe 
RQ - OB FE 
yy — ಖ—ಖ' sus sy [4 
1 Ba" (-: BC =a’ —2, 
avec a 
and 7 — = (‘“EF=y —y 
S lvi ; = iT +2, 
olving, we get x ee 
Yi" Ys 


and y’ = iE a 


ಚಿತ್ರ 4.5 (a) r>0 


ಚಿತ್ರ 4.5(b) r<0 
ಆಗ, 2=0A, y,=0D 

2,—OB, y= OE 
೫ = oc, y —— OF 

YOTIOTWS, SS. 
2 — t= AC ki = BC. 
yo — yy = EF y' — y= BF. 

ಈಗ, (ಆವಶ್ಯಕ ರಚನೆಗಳನ್ನು ಮಾಡಿದರೆ), ರೇಖಾಗಣಿತವು 


PR _ AC _ PF ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತದೆ 
RQ CB FE 
ps SS — ೫ )ಮತ್ತು 
೫ x 
= Y ಪಾ (“EF — y' —1) 
y,—Y 
Mads ye + _7Y2 ಎಂದು ಬರುತ್ತದೆ 
Ka pee 
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= 


LT ರ್‌ 


Thus the point which divides the directe | 
(z,, Y;) tO ‘La, Ye) in the ratio r: 1 1s 


k +12, Y; ah 


d line segment fro 


i 


SE 
Note: If we take the ratio of division as m:n,(m> 0, Mp | 
then ಗವ if the division is internal and r= — = if t 
division is external. In such a case the point of inter! 
division and the point of external division are respective 

| NL, ML, HYMN nd (“= —MX, ny, — Mm 
given by (a to Sy ) a a 


Corrolary: If Ris taken as the middle point we han 


1M 


PR = RQ of PQ so that reel 


add 


The middle point of the line joining (r,. y,) ax 
(Zp, ೪) 15 
E ns. ot 
. 


2 


Examples 
{1 Find the co-ordinates of the points of trisection of 
line jouning the ponts (1,—2) and (—3, 4) 
There are two points of trisection of the line segm 
from (1,—2) to (—8, 4). For one point r= and for 
other r=2 (why ?) | | 
" The point for which r=} is 
[using the formula], 


i+: (—3 —2+}.4 on 
| | | i.e. [—2, 0] 
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SS a we 
ಹೀಗೆ, (೫, ೪) ನಿಂದ (೫,, ೪) ವರೆಗಿರುವ ನಿರ್ದೆಶಿತ ರೇಖಾಭಾಗವನ್ನು rx: 1 
ಪ ಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸುವ ೭ ಬಿಂದುವು 

[ zp bt, ¥ + TY, 
l+r ’ L “ker | ಆಗಿರುವುದು. | 


ಸೂಚನೆ : ವಿಭಜನಾ ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು m : ೧ (m>o.n>0) ಎಂದು ತೆಗೆದು 


ಕೊಂಡರೆ, ವಿಭಜನೆಯು ಅಂತರೀಯವಾದಾಗ r = = ಮತ್ತು ವಿಭಜನೆಯು ಬಾಹ್ಯ 
n 


ಜಾದಾಗ — ಅಂತಹ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಅಂತರೀಯ ಹಾಗೂ we 


ವಿಭಜನಾ ಎವಾ ಕ-ಮವಾಗಿ 
wy, + my ny - te Y=) (ee ny y— me.) 


+n Tm en —MA-Nn WB ie —MA-N 
ಆಗಿರುವುವು. 
ಉಪಪ್ರಮೇಯ : ಔ ಬಿಂದುವನ್ನು PYS ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 
PR « AO Cir = Mm _ | ಆಗುವುದು. 
n” 


(2) ಮತ್ತು (೫,೪) ಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವು] 


+9, 19] ಆಗಿರುವುದು. 
A 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
A. (1. —2) ಮತ್ತು (—3. 4) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ತಿ ಭಜಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೆ :ಶಕಗಳನ್ನು om. ಮಾಡಿ. 


(1, —2) ಬಿಂಡುವಿನಿಂದ (—3, 4) ಬಿಂದುವನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗ 
ಪನ್ನು ಎರಡು es ತ್ರಿಚಜಿಸುತ್ತವೆ. ಒಂದು ಬಿಂದುವಿಗೆ r=} ಮತ್ತು 


ಇನ್ನೊ ದಕ್ಕೆ pa ಆಗಿರುತ್ತ ದೆ. (ಏಕೆ *) 
7 =) pe ಬಿಂದುವು (ಸೂತ್ರದಿಂದ) 
1+2 (—3) ; a "| wend (—i, 0]. 
1+} nid, 


ಹೀಗೆಯೇ ಮತ್ತೊಂದು ಬಿಂದುವು |-3 | ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
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‘ddle points of the 
2, 1), (—1, —3), (4, 5) are the mu 
sides e : th find the vertices of the triangle. 


Let ABC be the given triangle and L, M, N be the 
middle points of BC, CA and AB respectively. | 


Let L=(2, 1), M=(—1, —3) and N =(4, 5) 


Let A=(z,, y,), B=(z,, ys) and C=(az, y;). 


By hypothesis, we have 


i =(2, ಬ =( 25%, YY 


M = (—1, —3) = (= 


N = (4, 5) = (a5 Hees | 


so that 7,+7,=4; y,+y,=2 
MAT —2; Ystyi= —6 
T+2,=8; ¥,+y,=10 
Solving, we get v,=1; 2,=7, x)= —3 
Yy=l; y,=9, Y= —T 
Hence the required points are 
(1,1), (7, 9) and (—3, —7). 
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2 (2.1) (—1, —3) ಮತ್ತು (4, 5) ಬಿಂದುಗಳು ತ್ರಿಭುಜವೊಂದರ 
ಬಾಹುಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಆತಿ ಭುಜದ ಶೃಂಗಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ- 


ಕೊಟಿ ರುವ ತ್ರಿಭುಜವು ABC ಆಗಿಯೂ BC, 04, A BAY ಮಧ್ಯಬಿಂದು 
ಗಳು DL, ಹೆ, Ns ಆಗಿರಲಿ. 


ಈಗ L=(2.1) M=(—1. —3) ಮತ್ತು N=(4, 5) ಆಗಿರಲಿ. 
Az=(z,> y) B=, y) ಮತ್ತು C=(a,, yy) ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ 
ದತ್ತದ ಪ್ರಕಾರ 


L=(, n= (2*, as) 


M= (—1. —3) = ( Sey =») 


N=(4 5)= (24%, 3೬೫) ಆಗಿರುವುದು. 


ಆಗ, 2,+27,=4; Yy2+Y;=2 
Z+2=—2; Yyty=—6 
2428: y,+Y,=10 


ಬಿಡಿಸಿದರೆ ೫1, ೫7; ೫-8 
Y,=1, y,=9;: Y;=—T- ಎಂದು ಬರುವುದು. 


ಜೇಕಾಗಿರೂವ ಬಿಂದುಗಳು 


(1; 1) (7, 9) ಮತ್ತು (- 3, —7) ಆಗಿರುವುವು. 
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3 Find the co-ordinates of the centroid of the triangle 
whose vertices are (2, 41), (22, ¥2) and (X3, Y3)- 


Let A = (x,y), B = (x, y.) and C = (45, Ys) 
Let D be the middle point of BC. Then 


D= Lote; YY, 
a ae 2 


If G is the centroid, it lies on AD such that 


—> 
AG 
> 
GD 


1+2 1 4-2 


- a YY: ] 
\ / 2 3 


2 
1 


3 


4 In a triangle ABC. of CM 1s a median then prov : 
analytically (1.e., using the methods of analytic geometry) tha 


4AC24 BO? = 4A B?+2MC?. 


Let us choose the co-ordinate axes as given below 
so that the algebraic computations become easv. 


2—axs is taken along the side AB of the triangl4 
A BC with the origin at M, the midpoint of AB. N aturall | 
y—azxis will be a line perpendicular to AB through M. 


With respect to these axes let 4 =(z,, 0) 
Then naturally B = (—z., 0) and M = (0, 0) 
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3 (x,> Y,) (೫,೨ Y>)> (2; y;)ಗಳು ಶೃಂಗಗಳಾಗಿರುವ ತಿ ಭುಜದ 


A=(z,y);:B=(ey)ಮತ್ತು(0ಹ (a, y;) ಲೆಗಿರಲಿ. 


ಯು BC ಯ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


Pp [hs \ ತ ಆಗಿರುವುದು. 
2 2 
ಗುರುತ್ವ ಕೇಂದ್ರವು 6 ಆದರೆ, ಅದು AD ಯ ಮೇಲೆ 


AG £ ಆಗಿರುವಂತೆ ಇರುವುದು. 


| we a3 ee + x,) Ot 25 @ TY) 
142 lg Fe 


3 =. 3 


4 ABC ತಿಭುಜದಲ್ಲಿ CM ಒಂದು ಮಧ ರೆಃಖೆಯಾದರೆ ಬೀಜ ae 
ISD ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 
AC? + BC? = 4 AB’ + 2 MC? ದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಬೀಜ ಗಣಿತದ ಪ್ರಯೋಗಪು ಸುಲಭವಾಗುವಂತೆ ನಿರ್ದೇಶಕಾಕ್ಷಗಳನ್ನು ಈ ಕೆಳಗೆ 
ಸೂಟಿ 3 ರುವಂತೆ ಆರಿಸಿಕೊಳ್ಳೋಳಣಣ. 


ABC ತ್ರಿಭುಜದ AB ಬಾಹುವಿನ ಮೇಲೆ ABO. ಮಧ್ಯಬಿಂದು MA 
ಶುೂಲಬಿಂದುಮವುಗುವಂತೆ ೫--ಅಕ್ಷವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಲಾಗಿದೆ. ಸಹಜವಾಗಿ 
/ಅಕ್ಷವು 4Bಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ M ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ ರೇಖಿ 
ಸಾಗುವುದು. 


ಈ ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ A=(z,, 0) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಸಹಜವಾಗಿ 
=(— ೫ 0) ಮತ್ತು M=(0, 0) ಆಗುವುದು. 
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yo 


Fig. 4.6 


Also let C = (x, y,). 
Then AB? =4z,?, BC? =(2,-++2,)*+y,2 
CA’ =(a,—a,)?+y," and CM*’=a27+y/ 


The required result follows from this immediately. 


5 Prove analytically that the line segment join 
the middle points of the diagonals of atrapezoid is e 
in length to half the difference of their lengths. 


Choose the z—azis along one of the parallel li 
say AB with the origin at one end point A. 


y-axis will be perpendicular to this side through A 
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© =, Y>) ಆಗಿರಲಿ, 
on AB%—=4x?, BC?=(2,+2,)?+y/ 

CA?= (4,—a,)? +y,2 ಮತ್ತು CM? =2? + y? ಆಗುವುದು. 
ಸಾಧನೀಯವು ಇದರಿಂದ ತಕ್ಷಣ ಬರುವುದು. 


5 ಒಂದಂ ತ್ರಾಪಿಜ್ಯದ ಕರ್ಣಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾ 
ಭಾಗವು ಅವುಗಳ ಉದ್ದಗಳ ವ್ಯತ್ಕಾಸದ ಅರ್ಧದಷಪ್ಪಿರುವುದು ಎಂದು ಬೀಜರೇಖಾ 
ಗಣಿತದ ಮೂಲಕ ಸಾಧಿಸಿ. 


2 - ಅಕ್ಷವನ್ನು ತ್ರಾಪಿಜ್ಯದಲ್ಲಿನ ಸಮೂನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿನ ಒಂದರ ಮೇಲಿ, 
(ಉದಾಹರಣೆಗೆ 4B ಎನ್ನುವುದರ ಮೇಲೆ) ಒಂದು ತುದಿ 4 ಯು ಮೂಲಬಿಂದು 
ವಾಗುವಂತೆ ಆರಿಸಿಕೊಳ್ಳಿ. ಆಗ y-ಅಕ್ಷವು A ಮೂಲಕ ಹೋಗುವ ಲಂಬರೇಖೆ 
ಯಾಗುವುದು. 
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(#.¢) (xy > «) 


Fig. 4.7 
Let B=(a,. 0); C=(x, Y) D=(x, Ys) (why 2) 
Naturally # =(0, 9). | a= 
Let E and F be the mid-points of BD and AC 
respectively. 


Now, it is easy to prove that: 
EF = }[(AC—BD| 
which is the required result. 
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Exercises 4.3 | 
1 Determine the co-ordinates of the mid-points of the! 
lines joining the following sets of points. 
(1) (3, 4) and (5, 2) (u) (2, 6) and (—1, 0) 
(11) (8, —6) and (4, —8) (iv) (0, 0) and (—2, —3) 
(v) (4, —1) and (—2,3 (vi) (—1, —2) and (--3. —4) 
2 Find the co-ordinates of the point which divides the 
segment from P to Q in the ratio r: 1 
if (i) P=(0, 0), Q=(1, —1) , -r=2 
(1) P=(1, 1), Q=(2, —4), r= -} 
(in) P=(—1, —2), Q=(—2, —1), r=} 
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sri B=(a,,0); C=(ay- Yo) D=(ag, yy) ಆಗಿರಲಿ. 
ಸ್ವಾಭಾವಿಕವಾಗಿ ಸ4೭(ಂ» 0) ಆಗಿರುವುದು. i 

E ಮತ್ತು F ಗಳು BD ಮತ್ತು, AC ಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. 

ಈಗ EF =} [AC— BD] ಎಂಬುದನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ತೋರಿಸಬಸಂದು. 


ಅಭ್ಕಾ 


ಸಗಳು 4-3 


1 ಈಕೆಳಕಂಡ ಬಿ೨ದುದ ಯಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾ ಭಾಗಗಳ ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂ ಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(i) (3, 4) ಮತ್ತು (5.2) (iv) (0, 0) ಮತ್ತು (—2,—3) 
) (2,6) ಮತ್ತು (1,0) (೪) (4,-1) ಮತ್ತು (—2. 3) 
(iii) (8.—6) ಮತ್ತು (4,8) (vi) (—1.—2) ಮತ್ತು (—3,-—4) 


2 (i) P=(O, 0), Q=(1.—1), r=2 
ay Pall, 1)e@e(2,—4). r—=—} 
(iii) P=(—1,—2), Q=(—2—1) r= 
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(—1, 2), Q=(—8, 0), r= —4 
(a, b), Q=(b, 0), r=} 


3 Find the points of trisection of the line joining t! 
following pairs of points : 


(i) (1, —2) and (—3, 4) 
(ii) (—2, —2) and (4, 3) 
(iii) (0, 1) and (1, 0) 


4 The line joining the points (6, 8) and (8, —6) 
divided into four equal parts. Find the points of divisie 


5 Find the centroid of the triangle where vertices a4 


(1) (0, 0), (9, 2) and (8 4) 
(11) (2, OF (3, 4) and (— —2) 
(ili) (2a, 6), (a+c, 2b-+c) and (—e, —c) 


6 lf AS=(1, —2)aemd Dao, —2), in what ratio will th 
x and y axes divide AB? Find the co-ordinates of t 
points at which the axes meet AB? ಸ 


7 Find the distance between the points which divi¢ 
-nternally and externally the line segment from (2, 2) #, 
(4, 6) in the ratio 1 : 3. | TP 


8 Find the lengths of the medians of the triangk 
whose vertices are (5, —1), (1, 5)and (—8, 1). ‘ih 


9 One end of a line segment is (4 , 0) 
middle point is (4, 1). Find the other end. 


10 The centre of a given ci } 
: ircle is at C (— 2,6). 
diameter of the circle has an end pont at ia? Det 


mine th -ordi é 
i = ordinates of B, the other end point of dif 
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(iv) P=(—1, 2), Q=(—8. 0), r= — } 
(v) P=(a.b). Q=(b, a), r=1 


ದಾಗ P ನಿಂದ Q ಗಿರುವ ರೇಖಾ ಖಾಭಾಗವನ್ನು r: 1ರ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸುವ 
ದುವಿನ ನಿರ್ದೆ €ಶಕಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


38 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಬಿಂದು ದ್ವ ಯಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಯನ್ನ್ನೂ ತಿ ಶಿ ಭಜಿಸುವ 
ಏದುಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 
(1) (1,—2) ಮತ್ತು (—3, 4) 
(ii) (—2.—2) ಮತ್ತು (4, 3) 
(1) (0. 1) ಮತ್ತು (1,0). 


4 (6,8) ಮತ್ತು (8,—6) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಇಲ್ಲು ಸಮಭಾಗಗಳನ್ನಾಗಿ ಮಾಡಲಾಗಿದೆ. ವಿಭಜನಾ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


3 (i) (0, 0), (9, 2) ಮತ್ತು (—6. 4) 

(ii) (2.1), (3,4) ಮತ್ತು (—2,—2) 

(11) (2a, b), (a+e, 2b-+c) ಮತ್ತು (—c,—c) 
ಂದುಗಳನ್ನು ಶೃಂಗಗಳಾಗುಳ್ಳ ತ್ರಿಭುಜದ Mods, ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
6 A=(1.2) ಮತ್ತು B=(5,—3) ಆದರೆ, ೫ ಮತ್ತು y ಅಕ್ಷಗಳು 
B ಯನ್ನು ಯಾವ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸುತ್ತವೆ? AB ಯನ್ನು ಅಕ್ಷಗಳು 
ಸಂಧಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


7 (2,2) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ (4, 6) ಬಿಂದುವರೆಗಿನ್ನ ರೇಖಾಭಾಗವನ್ನು 
ಂತರೀಯವಾಗಿ ಹಾಗೂ ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ 1:3 ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳ 
೨೦ತರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


8 (5.—1), (1,5) ಮತ್ತು (3,1) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು Sor 
ಳಾಗುಳ್ಳ ತ್ರಿಭುಜದ ಮಧ್ಯರೇಖೆಗಳ ಉದ್ದವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


9 ರೇಖಾಭಾಗವೊಂದರ ಒಂದು ತುದಿಯು (4, 0) ಮತ್ತು ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವು 
4,1) ಆಗಿದ್ದರೆ ಇನ್ನೊಂದು ತುದಿಯನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


10 ವೃತ್ತಮೊಂದರ ಕೇಂದ್ರವು 0 (—2, 6) ಆಗಿದೆ. ವ್ಯಾಸವೊಂದರ 
ಬ೦ದು ತುದಿಯು “A (3, 8) ಆಗೆದೆ. AB ವ್ಮಾಸದ ಇನ್ನೊಂದು ತುದಿ Bo 
ರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
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11 A line PQ is trisected at A=(6, 6) and B=(10, 1¢ 
Find P andQ 


12 A line AB is divided internally at (3, 4) in th 
ratios 2 : 3 and at (6, 2) in the ratio 3:2. Find A and B. 


18 tf A=(2, 3) aud B=(4 5), find C on AB wher 
AC=4 AB. ; | 


14 Ina triangle ABC, B,C and G (the centroid) ar 
(2, 3), (—3, 4) and (—5,—1). Find A. 


15 Use analytic geometry to prove each of the follow 
ing theorems: (Select the axes so as to make the algebrai 
computation as simple as possible). 


(a) The line joining the mid points of two sides of 
triangle is half the third side. > 6° 

(6) The mid point of the hypotenuse of a rigl 
triangle is equidistant from its three vertices. 

(c) If two medians of a triangle are equal in length 
then the triangle is isosceles. 

(d) The mid points of the sides of a rhombus 
the vertices of a rectangle. ; 
(e) The segments joining the midpoints of opposi 
sides of any quadrilateral bisect each other. 

(f) I G be the centroid of a triangle ABC and 
be any other point, then wa a a | 


BC? -+C A?+ AB = 3(GA?+G B?+GC?) 
and OA?+0 B+ 0C?=GA?+G6 B?-+6C?+3G0? 
(g) ABCD is a parallelogram and P is a point 3 
its plane. If the diagonals of the parallelogram interse 
atG, then ~ ~ alk ml | i. 


PA:+ P B24 PO PD? =4 PG? +4 B+ BC 
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11 PQ ರೇಖೆಯನ್ನು 4 =(6, 6) ಮತ್ತು ಔ=(10. 16) ಎಂಬಲ್ಲಿ 
ತ್ರಿಭಜಿಸಲಾಗಿದೆ. P ಮತ್ತು Q ಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. | 


12 AB ರೇಖೆಯನ್ನು 2:30 ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ (3.4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ, 
3: 2ರ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ (6, 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ ಅಂತರೀಯವಾಗಿ ವಿಭಜಿಸಲಾಗಿದೆ. 
A ಮತ್ತು B ಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


13 ಸ=2.8) ಮತ್ತು ಔ=(4,5) ಆದರೆ ಸಔಕ್ಷಿಯ ಕ್ಲಿಮೇಲೆ 
AC =4 AB ಆಗುವಂತೆ 0 ಯನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


14 ABC ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ B,C ಮತ್ತು 6 (ಗುರುತ್ವ ಕೇಂದ್ರ) ಗಳು 
(2. 3). (3, 4) ಮತ್ತು (—5, —1) ಆಗಿವೆ. 4ಯನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 
15 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತವನ್ನು 


ಉಪಯೋಗಿಸಿ. (ಬೀಜಗಣಿತ ಪ್ರಯೋಗವು ಸಾಕಷ್ಟು ಸರಳವಾಗಿರುವಂತೆ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು 
ಆರಿಸಿಕೊಳ್ಳಿ). 


(a) ತ್ರಿಭುಜದ ಎರಡು ಬಾಹುಗಳ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯು ಮೂರನೆಯ ಬಾಹುವಿನ ಅರ್ಥದಷ್ಟಿ ರುವುದು. 


(b) ಲಂಬ ಕೋನ ತ್ರಿಭುಜದ ಕರ್ಣದ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವು wad "ಶೃಂಗಗಳಿಗೆ 
ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿರುವುದು. 


(c) ತ್ರಿಭುಜಪೊಂದರ ಎರಡು ಮಧ್ಯ ರೇಖೆಗಳು ಸಮವಾಗಿದ್ದರೆ ಆ ತ್ರಿಭುಜವು 
ಸಮದ್ದಿ ಬಾಹು ತಿ ಿಭುಜವಾಗಿರುವುದು. 


(4) ವಜ್ರಾಕೈತಿಯೊಂದರ ಬಾಹುಗಳ ಮಧ, ಬಿಂದುಗಳು ಆಯವೊಂದರ 
ಶೃಂಗಗಳಾಗಿರುವುವು. 


(e) ಚತುರ್ಭುಜದ ಅಭಿಮುಖ ಬಾಹುಗಳ ಮಧ ಬಿಂದುಗಳೆನ್ನು ಸೇರಿಸುವ 
ರೇಖಾ ಭಾಗಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಅರ್ಧಿಸುತ್ತ ಷೆ 


(8 G6ಯು ABC ತ್ರಿಭುಜದ “Toss, ಕೇಂದ್ರವೂ, 0 ವು ಯಾವುದಾದ 
ರೊಂದು ಬಿಂದುವೂ ಆದಾಗ 


BC? + CA? + AB? = 3 (GA? + GB? + GC*) ಮತು 
04+ OB + 00° = GA? + GB + GC? + 3 GO ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. Ll 

(g) ABCD ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚೆತುರ್ಭುಜವೂ Pಯು ಅದರ Am 


ತಲದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುವೂ ಆಗಿವೆ. ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ 
ಕರ್ಣಗಳು G ಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ 


PA: + PB? + PC? + PD? = 4 PG? + AB + BC? 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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4.4 Locus and its Equation — 


Let L be a set of points in a plane such that each and 
every point of the set L satisfies a geometrical condition. 
Then we say that L is the locus of a point of that set. From 
this, it follows that each and every point of the locus | 
satisfies that condition and no point which does not belong | 
to the locus satisfies it. t 


For example, if we considera circle, it can be recognised 
as the set of points in a plane which are at a constant 
distance from a fixed point. This condition is such that 
each and every point of the circle  satis- 
fies it and no point which does not 
lie on the circle satisfies it. Hence we say that a circle 
is the locus of a point which lies at a constant distance from 
a fixed point. 


We have seen that a point in a plane can be represented. 
by means of two numbers called the co-ordinates. Hence, 
if we consider a point of the locus, the co-ordinates of 
that point should naturally satisfy an algebraic condition 
since the point satisfies a geometrical condition. 
This condition will be usually in the form of an 
equation and this equation will be such that the co-ordinates }* 
of each and every point of the locus and no point which | 
does not belong to the locus satisfies it. We call it as an 
equation of the locus. 


For example, in the case of a circle, if we denote the 
centre by (A, k) and a point of the circle by (x, y), then the 
condition satisfied by that point can be written algebraically 
as (by using the distance formula) 


(t—h)’+-(y—k)? =r", where r is the radius of the circle. }* 
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4. ಬಿಂದು ಪಥ Don ಅದರ ಸಮೀಕರಣ 


L ಎನ್ನುವುದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು ಗಣವಾಗಿರಲಿ. FL ಗಣದ 
ಪ ದ್ರ ತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವೂ ಒಂದು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ನಿಬಂಧನೆಗೆ ಒಳಗಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 
ಇವು L ಗಣವನ್ನು.ಆ ಗಣದ ಒಂದು 2 ಬದುವಿನ ಬಿಂದು ಪಥವೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಇದರಿಂದ 
ಕಂದು ಪಥದ ಪ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವೂ ಆ ನಿಬಂಧನೆಗೆ ಒಳಗಾಗಿರುತ್ತ ದೆ ಹಾಗೂ 
ನಿಂದು ಪಥಕ್ಕೆ ಸೇರದ ಯಾವ ಬಿಂದುವೂ ಅದಕ್ಕೆ ಒಳಗಾಗಿರಲಾರದು ಎಂದು ತಿಳಿದು 
ಬರುತ್ತ ದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ವೃತ್ತವೊಂದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಅದನ್ನು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
೨೦ಂದುವಿನಿಂದ ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳೆಲ್ಲವುಗಳ ಗಣ. ಎಂದು ಗುರುತಿಸ 
ಬಹುದು. ವೃತ್ತದ ಮೇ ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 'ಬಿಂದುವೂ ಈ ನಿಬಂಧನೆಗೊಳ 
ಟಿ ರುತ್ತದೆ ಹಾಗೂ ವೃತ್ತದ ಮೇಲೆಲ್ಲ ದ ಯಾವ ಬಿಂದುವೂ ಈ ನಿಬಂಧನೆಗೊಳ 
xed  ರುವುದಿಲ್ಲವೆಂದು ಇಲ್ಲೆ ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತ ದೆ. 


ಆದುದರಿಂದ ವೃ ತ್ತವನ್ನು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿ 
ರುವ ಬಿಂದುವೊಂದರ Zz ಎಂದು ಹೇಳಬಹುದು. 


ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಬಿಂದುವನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಎಂಬ ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದ 
ರೂಪಿಸಬಹುದು ಎಂಬುದನ್ನು ನಾವು ತಿಳಿದಿದ್ದೆ ವೆ. ಆದುದರಿಂದ, ಬಿಂದುಪಥ 
ಮೊಂದರಲ್ಲಿನ ಬಿಂದುಮೊಂದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಆ” ಬಿಂದುವು ಒಂದು ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ 
ನಿಬಂಧನೆಗೆ ಒಳಗಾಗಿರುವುದರ" ಕಾರಣ ಆದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಸಹಜವಾಗಿ ದೀಜವಾಕ 
ವೊಂದನ್ನು ತೃಪ್ತಿ ಗೊಳಿಸಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಬೀಜವಾಕ್ಯ್ಕವು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಒಂದು 
ಸಮಾಕರಣದ ರೂಪದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಬಿಂದುಪಥದಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳೂ 
ಈ ಸಮೂಕರಣವನ್ನು ಸರಿದೂಗಿಸುತ್ತ ವೆ, ಹಾಗೂ ಬಿಂದುಪಥದಲ್ಲಿರದ ಯಾವ ಬಿಂದು 
ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳೂ” ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 'ಸರಿದೂಗಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಈ ಸವೂಕರಣವನ್ನು 
ನಾವು ಬಿಂದುಪಥದ ಸಮೂಕರಣವೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ವೃತ್ತದ ವಿಷಯವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಅದರ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು 
(h, k) ಎಂದೂ, ವೃತ್ತ ದ ಮೇಲಣ ಒಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು G y) ಎಂದೂ ಸೂಚಿಸಿ 
ದಾಗ ಆ ಬಿಂದುವು ಸರಿದೂಗಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು (ದೊರದ ಸೂತ್ರವನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿ 
ಕೊಂಡು) 


(2—h)? + (yk) =r (r ಎನ್ನುವುದು ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿರುವುದು) 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
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It is clear that this equation holds good for each ar 
every point of the circle and so it 1s an equation of the loc 
viz., the circle whose centre is at (h, k) and radius is 7. 


The above considerations of the locus reveal that 
a point is common to two loci, then it should satisfy tl 
geometrical conditions of both the loci. Hence i 
co-ordinates should satisfy the equations of both the lo 
simultaneously. Conversely, ‘if the co-ordinates of 
point satisfy two different equations, then the point belon 
to both the loci and hence is a point where the two lo 
cross. 


243 .Fia £2. 79S BCA Sh 


Thus, in conclusion, we may state that by a locus 
mean a set of points satisfying a condition and it can 
represented algebraically in the form of an equatio 
This equation determines its nature and its properties ¢ 
be studied by means of algebraic calculations wi 
the help of 1ts equation. This, in fact, is the scope ¢ 
analytic geometry. 


Exercises 4.4 


| 

| ' 
1 Find the equation of the locus of a point which 
at a distance 4 units from (i) the y-axis and (ii) the z-az 


2 Find the equation of the locus of a point which is at 
distance 3 units from (5, 4). 


3 Find the equation of the locus of a point which : 
equidistant from (—a, 0) and (a, 0). 


4 Find the equation of the locus of a point who 
distance from (—2, 1) is twice its distance from (2, 3) 


5 Show that the equation of the locus of a point whos 


distance from (a, 0) isequal to its distance from the y-a 
is ¥’ =a (22—a). 
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ಈ ನಿಬಂಧನೆಯು ವೃತ್ತದ ಪ್ರತಿಬಿಂದುವಿಗೂ ಹೊಂದಿಕೊಳು ) ವುದೆಂಬುದು 
1A SING. ಅದ್ಧರಿಂದ “ಇದು ಬಿಂದುಪಥದ(॥, ಹ) ಯನ್ನು “ಕೇಂದ್ರವಾಗಿ 


“2, ತ್ರಿಜ್ಯವಾ ಗಿಯೂ ಉಳ ವೃತ್ತ ತ್ರದ-_ಸಮೀಕರಣವಾಗುತ್ತ ದೆ. 


ಬಿಂದು ಪಥದ ಈ ಮೇಲಿನ ಪರಿಶೀಲನೆಯಿಂದ ಮತ್ತೊಂದು ವಿಷಯವು ಸ ಷ್ಟ 
ವಾಗುತ್ತದೆ. ಒಂದು ಬಿಂದುವು ಎರಡು ಪಥಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿದ್ದ ರೆ ಅದು ಎರಡೂ 
ಪಥಗಳ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಸರಿದೂಗಿಸಬೇ ಕಾಗುತ್ತ ಹೆ ಆದ್ದ ರಿಂದ ಅದರ 
2 ರ್ದೇಶಕಗಳು ಎರಡೂ ಪಥಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಏಕಕಾಲದಲ್ಲಿ ಸರಿದೊಗಿಸುವಂತಿರ 
ನೇಕಾಗುತ್ತವೆ. ವಿಲೋಮವಾಗಿ, ಬಿಂದುವೊಂದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಏಕಕಾಲದಲ್ಲಿ ಎರಡು 
BS cs ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸರಿದೂಗಿಸುವಂತಿದ್ದರೆ ಆ ಬಿಂದುವು ಅವೆರಡು ಪಥಗಳಿಗೂ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾದ ಅಂದರೆ ಅವೆರಡೂ ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಾಗಿರುತ್ತ Got 


ಉಪಸಂಹಾರವಾಗಿ, ಬಿಂದು ಪಥವೆಂದರೆ ಒಂದು ನಿಬಂಧನೆಗೆ ಒಳಪಟ್ಟಿರುವ 
ಬಿಂದುಗಳ ಸಮೂಹ. ಅದನ್ನು ಬೀಜ ಸಮೀಕರಣವೊಂದರಿಂದ OME 
Sed. ಈ ಸಮೀಕರಣವು ಪಥದ ಸ್ವರೂಪವನ್ನು ನಿಗದಿಗೊಳಿಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ~ 
ಸಮೀಕರಣದ ಸಹಾಯದಿಂದ ಅದರ ಕ್ಷಣಗಳನ್ನು ಲೆಕ್ಕಾಚಾರ ಮಾಡಿ ಅಭ್ಯಸಿಸ 
ಸಾಧ್ಯವಾಗುತ್ತ ದೆ. * ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಇದು ಬೀಜ ರೇಖಾಗಣಿತದ ವ್ಯಾಪ್ತಿ ಯಾಗಿದೆ? 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 4.4 


{1 (i) y—ಅಕ್ಷದಿಂದ; (ii) 2-ಅಕ್ಷದಿಂದ 4 ಮಾನಗಳ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ 
ಬಿಂದು ಪಥದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


I 


Q (5, 4) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 3 ಮಾನಗಳ ದೂರದಲ್ಲಿನ ಬಿಂದುವೊಂದರ ಪಥದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


8 (—a, 0) ಮತ್ತು (a, 0) ಬಿಂದುಗಳಿಂದ ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿರವ 
ಬಿಂದುವಿನ ಪಥದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ತಿಳಿಸಿ. 


4 ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನೀದ (—2, 1) ಬಿಂದುವಿಗಿರುವ ದೂರವು ಅದೇ 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ (2 3) ಬಿಂದುವಿಗಿರುವ ದೂರದ ಎರಡರಷ್ಟಾ ದರೆ ಆ ಬಿಂದುವಿನ 
ಪಥದ ಸಮೀಕರಣವೇನು ? 


| 5 (@0 ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ನಗೂ y—ಅಿಕ್ಷದಿಂದ ಸ ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ 
ಬಿಂದುವೊಂದರ ಪಥದ ಸಮೀಕರಣವು y* =a (x—a) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


66 


4°5 Change of the Origin ial nt 
t there are two coordinate system 

Tey | rifle A: one—we shall call it zy Pu 
coordinates of a point be (x, y)- In the second te S ಮ. 
call it XY system—let the coordinates of a point be (X, 

Moreover let the X-axis be parallel to the z-axis. In suc 
a case we say that the XY system 1s obtained from tg 
zy system by shifting the origin without rotating the axe 
i.e., by means of a translation. 


Fig. 4°8 
Now, each point of the plane has two pairs ¢ 
co-ordinates (x, y) and (X, Y) with reference to the t 
systems. The origin of the XY—system has the coordinate: 
(h, k) inthe zy system. 


The relationship between the two pairs of coordinat 
‘of a point is as given below. 
2=MP=MM' +MP=<h4X 
ks a | 
y= LP = LI' +L’ P=ha yy 
or X=x—h, Y=y—k. 
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5  ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಪಲ್ಲಟ 


ಸಮತಲವೊಂದರಲ್ಲಿ ಎರಡು ನಿರ್ದೇಶನ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಗಳಿವೆ ಎಂದು ಕೊಳ್ಳೊ €೧. 
ಬೂದಲನೆಯದರಲ್ಲಿ — ಇದನ್ನು x ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಎಂದು ಸ ಠಿಯೋಣ-_ಬಿಂದುವೆನಿಂದರ 
ರದ್ದೇಶಗಳು (a. 2 y) endo. adasosadg — ಇದನ್ನು XY ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಎಂದು 
ರೆಯೋಣ- red ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (X. Y) ಆಗಿರಲಿ. ಇಷ್ಟೆ € ಅಲ್ಲದೆ X ಅಕ್ಷವು 
Y—. 098, ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರಲಿ. ಇುತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ನಾವು “XY ವ್ಯವಸ್ಥೆ 
ಯನ್ನು, ೫y-ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯಿಂದ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಶಿರುಗಿಸದೆ ಮೂಲಬಿಂದುವನ್ನು ಪಲ್ಲಟ 


ಮಾಡುವುದರ ಮೂಲ ಅಂದರೆ ಒಂದು ಸ್ಥಳಾಂತರದ ಮೂಲಕ ಪಡೆಯುತ್ತ ವೆ 
ನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


"nr - ~~ ONO 


ra | L- axis 


ಚಿತ್ರ 4.8 

ಈಗ, ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿಬಿಂದುವೂ (x, y) ಮತ್ತು (X, Y) ಎಂಬ ಎಲಷು 
ತೆ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ಸು ಹೊಂದರುತ್ತದೆ. XY wm, OA, GZ ಹೂೂಲಬಂದೂಂಪು, ೫ 
ೈವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ (ಹ. k) ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿಹಿತ್ತದೆ. ಎರಡು ಜತೆ ನಿರ್ದೇಶಕ 

ಗಳಿರುಔ ಪರಸ್ಪರ ಸಂಬಂಧವು ಈ ಕೆಳಗಿನೆಂಶಿರುವುದು. 

— —_ — 

Se 
= ಎ 
(pee Ry Y 
ಅಥವಾ X = x-h,Y=y-—k 
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| | 


Thus, if the origin is shifted without rotating the ax 
the coordinates (x, y) of a point change over to (X =2—- 
Y=y—k). Here (h, k) are the coordinates of the ne 
origin with reference to the old axes. 


Ifa curve in the plane is taken such that f (2, y) =0 181 
equation with reference to zy—system, Its equation wit 
reference to XY—system may be written as f (c-+h, y+ 
by changing x to z-+h and y to y+k. | 

For example, suppose the equation 

(x—h)? + (y—k)? =a? is given. 

Let the origin of the XY—system with reference 

ay— system be (h, k). Then z?+y?=a? is the new equatio 


Both of the above two equations represent the san 
curve namely the circle. But itis to be noted that tl 
former is simpler than the latter. 


The above example shows that, in certain cases tl 
XY system can be so chosen that a given equation in z, 
becomes simple to deal with. 


This method of changing the origin is often used 
analytie geometry to stndy some of the properties of curve 
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ಹೀಗೆ, ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ತಿರುಗಿಸದೆಯೇ ಮೂಲಬಿಂದುವನ್ನು ಸ್ಥ ಸ್ಥಳಾಂತರಿಸಿದರೆ ಒಂದು 
ಬಿಂದುವಿನ (x, y) ಎನ್ನುವ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು PE h. Y—y—h) ಎಂದು 
ಪರಿವರ್ತಿತಮಗುತ' ವೆ. ಇಲ್ಲಿ (h,k) Wor ಮೊದಲಿನ ವ್ಯ WAN ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ "ಹೊಸಸ್ನಾ ನದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು. 


f (x.y) =0 ಎನ್ನುವುದು ೫y ವ್ಮವಸ್ಥೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವ 
ವಕ್ರರೇಖೆಯೊಂದರ ಸಮೀಕರಣವಾದರೆ XY — ವ್ಯವಸ್ಥೆ an ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 'ಅದರ 
ಸಮೇಕರಣವನ್ನು ೬ ಗೆ ಬದಲಾಗಿ ath, ಮೆತ್ತು y ಗೆ ಬದಲಾಗಿ y+ k 
ಬರೆಯುವುದರ ಮ ಬಾಲಕ f(x +h, yt+k)=0 ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, (2—h)? +(y—2)? =a? ಎನ್ನುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ ಎನ್ನೋಣ. 

XY ವ್ಯ | ವಸೆ ಯ ಮೂಲಬಿಂದುವು zy ವವಸೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ (h.k) 
ಗಿರಲಿ. ಆಗ 


೫-4 y2—=@? ಎನ್ನುವುದು ಹೋಸ ಸಮೀಕರಣ. 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳೆರಡೂ ಒಂದೇ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಅಂದರೆ ವೃತ್ತವನ್ನು 
ನಿರೂಪಿಸುತ್ತವೆ. ಆದರೆ ಎರಡನೆಯ ಸಮೀಕರಣವು ಮೂದಲನೆಯದಕ್ಕಿ ೦ತ ಸರಳವಾಗಿರು 
ವುದು ಎಂಬುದನು ಗಮನಿಸಬಹುದು. 


wh ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯು, ಕೆಲವು ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ; ಮತ್ತು y ಗಳಲ್ಲಿ 
"ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕೊಟಾ ಗ, ಸಮೀಕರಣವು ಸರಳವಾಗುವಂತೆ KY. ಹ ವಸಿ 
ಸೊಂಪಿನ್ನು worded, ಬಹುದು ಎಂಬುದನ್ನು ಸೂಚಿಸುತದೆ. 


| _————— ನಾಟ ಮಾಡುವ ಈ ವಿಧಾನವನು ವಕ ರೇಖೆಗಳ ಕೆಲವು 
ಲಕ್ಷಣಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಸಿ ಲುಬಿ ನೀಜರೇಖಾಗಣಿತದಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸಲಾಗುತ ದೆ. 
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CHAPTER 5 


The Straight Line 


Next to a point, the simplest geometrical figure | 
the straight line. In this Chapter we shall study it fro 
an analytical point of view by giving an algebraic represe 
tation to it. Before we do so, we shall discuss some 
the basic concepts concerned with the straight lines 
the following three sections. 


5.1. The Slope of a Line— 


Let 1 be aline in a plane where a co-ordinate syste 
has been set up. Let the measure of the angle from 
positive direction of the x-axis to 1 be a where 0 <u < 
ax 7/2. Then we call u the inclination and tan) 
the slope or gradient ofl. It follows from the definitif! 
that the slope is positive if 0 <a < 7/2 and the slope 
negative if 7/2 <a <7. Also, the slope of a line paral 
to OX is zero (since «=0) and the slope of a line para 
to OY is not defined (since a=7/2 and tan ais I 


defined for u=7/2). Usually we denote the slope off 
line by m. . 


Now, let A (z,, y,,) and B (x 7 

; » Yy,) a 2» Y>) be any two arbitr: 
points on |. Let the horizontal through A ~* the verti 
through B meet at C. [See Fig. 5.1 (a) and (b)]. TY 
it 1s easily seen that C=(z,, y,). : 
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ಅಧ್ಯಾಯ 5 
ಸರಳೆಕೇಖಿ 


ಬಿಂದುವಿನ ಅನಂತರದ ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ Ss ತಿಗಳಲ್ಲೆಲ್ಲಾ ಅತ್ಯಂತ ಸರಳವಾದು 
೦ದರೆ ಸರಳ ರೇಖೆ. ಈ ಅಧ್ಯಾ "ಯದಲ್ಲಿ ನಾವು' ಅದಕ್ಕೆ ಒಂದು ಬೀಜ ನಿರೂಪಣೆ 
೦ನ್ನು ಕೊಡುವುದರ ಮೂಲ ಖೀಜರೇಖಾಗಣಿತದೆ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ಅದನ್ನು 
ಅಭ್ಯ ಸಸುವೆವು. ಹಾಗೆ ಮಾಡುವುದಕ್ಕೆ ಮೊದಲು ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಕೆಲವು 
PO ಭಾವನೆಗಳನ್ನು ಮುಂದಿನ ಮೂರು ಪ ಪ್ರಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. 


5.1 ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಓಟ 


| ಎನ್ನುವುದು ನಿರ್ದೇಶಕ ವ DA, ಯನ್ನು ಸಿದ್ದ ಪಡಿಸಿದ ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ 
ಒಂದು ಸರಳ ಕೇಖೆಯಾಗಿರಲಿ. ೫-ಲೆಕ್ಷದ Bane, ನಿಂದ | ಗಿರುವ ಕೋನದ ಪರಿ 


ಮಾಣವು « ಆಗಿರಲಿ. (OSa<zr; wt >): ಆಗ ನಾವು « Dado, | ರೇಖೆಯ 
|ಇಳಿವು ಎಂದೂ, tany ವನ್ನು ಅದರ ಓಟ ಎಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
0 ಆಗಿದ್ದ ರೆ ಓಟವು ಧನಾತ ಕವಾಗಿಯೂ, ಹಲ ಆಗಿದ್ದರೆ ಓಟವು 


MWS BYP ಆಗಿರುವುದೆಂದು tan ದ ವ್ಯಾಖೆ ಯಿಂದ ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ. ಅಲ್ಲದೆ, 
1 OX ಗೆ“ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಓಟವು ಶೂನ್ಯವಾಗಿಯೂ (u=0 ಆಗಿರು 
ವುದರಿಂದ), OY ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಓಟವು ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗಿಯೂ 


ಆಗಿ => ಗೆ tan ವು ಅಿನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗಿರುವುದರಿಂದ) ಇರುವುದೆಂದೂ 


ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ. ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ನಾವು ರೇಖೆಯ ಒಟವನ್ನು m ಎಂದು 
ವೆ 


A(z, y |) ಮತ್ತು B (2, Ys) ಗಳು | ಮೇಲಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಎರಡು 
ಬಿಂದುಗಳಾಗರಲೆ. A ಮೂಲಕ ಹೋಗುವ ಅಡ್ಡರೇಖೆಯೂ ೫3 ಮೂಲಕ 
| ಹೋಗುವಲರ್ಧ್ಯರೇಖೆಯೂ 0 ಯಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. [ಚಿತ್ರ 5.1 (a) ಮತ್ತು (b) 
ನೋಡಿ]. ಆಗ Ps (a; Y,) ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ನೋಡಬಹುದು. 
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(1) Let m=tan a>0 


Fig. 5.1 (a) 


In this case tan a=tan Z BAC = 2h (why 2) 
aaa 


(1) Let m=tan a<0 


Fig. 5.1 (b) | 
=e fr 4 BAC — ee, L Ba 


In this case tan « 


) m=tan a>0 ಆಗಿರಲಿ. 


x 
ಚಿತ್ರ 5.1(a) 


ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ tan a=tan (BAC =L— 4 (082) 


9 


qi) m= tana < 0 ಆಗಿರಲಿ. 


ಚಿತ್ರ 5.1 (b) 
4 
en tan «—tan (7 — 1 BAC) = —tan ZL BAC 
+ See — 92 = (n8 2) 


L,— TZ, TL, 


10 


Thus, in both the cases 


the slope of the line / passing through the points (z,, y| 
and (x,, y,) is given by 


Note :—That the order of taking the difference in ¢ 
numerator and denominator is same. 


Cor: If 1 passes through the origin and the pe 
(a, y;) its slope is m= 
Dy 


Note :—If z,=2,, 1. if 1 is perpendicular to 
t—axis, the slope is not defined and the express 


m = £4 becomes meaningless. 


Examples 
1 Find the slope of the line through the poi 
(1, 7) and (—4, 2). ; 
From the expression for the slope it follows that 
2—7 3 
—4—] —5 


. Slope of the line is 1. It is positive and so 


ಈ Le e PY T 
inclination is ae 


2 Show that the line through the points (3/3, 
and (4 3,—6) makes an angle of measure 150° with 
positive direction of the z-axis. 
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ಹೀಗೆ, ಎರಡು ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲೂ ; 


(x, y,) ಮತ್ತು (x, y,) ಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ ರೇಖೆಯ ಓಟವು 


i — oe ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
12, 


[ಅಂಶ ಹಾಗೂ ಛೇದಗಳೆರಡರಲ್ಲೂ ವ್ಯತ್ಕಾಸವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳು ವ ಕ್ರಮವು 
ದೇ ಎಂದು ಗಮನಿಸಿ]. 


ಉಪಪ್ರಮೇಯ : 1 ರೇಖೆಯು ಮೂಲ ಬಿಂದು ಹಾಗೂ (ಸ್ಯ. y,) ಬಿಂದುವಿನ 


DOF ಹಾದು ಹೋದರೆ ಅದರ ಓಟವು ೫ — 9 ಆಗಿರುವುದು. 
Uy 


ಸೂಚೆನೆ : ಹವ ಆದಾಗ, ಅಂದರೆ | ರೇಖೆಯು 2 ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾದಾಗ 


ವನ್ನು ನಿರ್ದಿಷ್ಟಗೊಳಿಸಿಲ್ಲ. ಅಂತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ೫-4೬9: ಎನ್ನುವ ಓಟದ 
3 ) L.— Ly 


DAA ಅರ್ಥವಿಲ್ಲದ್ದಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 (1,7) ಮತ್ತು (—4, 2) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾಯುವ ರೇಖೆಯ 
ಟವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


2—7 


=1l ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
AE 


ಓಟದ ಸೂತ್ರದಿಂದ m = 


+ ರೇಖಿಯ ಓಟವು 1. ಅದು ಧನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ಇಳಿವು - 


Q (373 —3) ಮತ್ತು (4./3, —6) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ 
'ಕೋಗುವ ರೇಖೆಯು 2೫- ಅಕ್ಷದ ಧನ ದಿಕ್ಕಿನೊಂದಿಗೆ 150° ಪರಿಮಾಣದ ಕೋನ 
ನನ್ನೇರ್ಪಡಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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If u is the angle made by the line with the posit 
direction of the x-axis, we have 


WR et, es. a= 
4/3—3V3 73 (4—3) . 
Since tan a is negative , u is obtuse and its value is 


245 (vty = v3) 


tan & = 


3 Find the inclination of the line through (4, 
and the mid point between (1, 3) and (— 3, 1). 
The mid point between (1, 3) and (—3, 1) 1s 
> 1 
|. ed ve. [—1, 2]. 
Hence the slope of the given line is 
tan ಮಾ _ = 
NR NE 
The inclination is an accute angle such t 


fT 


tan a=1l. Its measure is = : 


Exercises 5.1 
1 Find the slopes of the line segments join 
the following pairs of points. 
(1) (0, 0) and (3, 4). 
(11) (5, 6) and (8, 3). 
(in) (—3, —3) and (2, 2). 
(iv) (2, 7) and the mid point of the line segm 
joining (1, 5) and (—3, 1). 
(v) (—3, 4) and the point which divides the 1 
segment from (6, 6) to (—8, —1) inther 


~ 


2 
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೫- ಅಕ್ಷದ ಧನದಿಕ್ಕಿನೊಂದಿಗೆ ರೇಖೆಯು ಏರ್ಪಡಿಸುವ ಕೋನವು , ಆದಾಗ, 
tan « = ee == — a —Y 3 
dn] 3. SAS Jf 3 (dint) 
ಆಗುವುದು. 


tan « «0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ವಿಶಾಲ ಕೋನವಾಗಿ ಅದರ ಪರಿಮಾಣವು 


a =~ a = (೪ i c v3) 
5 T ° 
AN: 
1 
3 (47 ಮತ್ತು 1,3), (3.1) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ 
ಖೆಯ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹೋಗುವ ರೇಖೆಯ ಇಳಿವನ್ನು res ಮಾಡಿ. 


(1, 3) ಮತ್ತು (- 3, 1) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗದ ಮಧ್ಯ 
'ಂದುವು = =| ಅಂದರೆ [—1, 2] ಆಗಿರುವುದು. 


- ಹ ಹಮೇ ಅರ: ಎನ್ನು ಈ — he 


- ಇಳಿತವು tan y=] ಆಗಿರುವಂತಹ ಒಂದು ಲಘುಕೋನ, ಅದರ 
ಜಾಣ = 
+ 


ಅಭ್ಯಾ ಸಗಳು 5.1 
1 ಈ ಕೆಳಗೆಕಡ ಬಿಂದುದ್ವಯಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗಗಳ ಓಟ 
ಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
(i) (0, 0) ಮತ್ತು (3, 4) 
(ii) (5, 6) ಮತ್ತು (8, 3) 
(ii) (—3, —3) ಮತ್ತು (2, 2) 
(iv) (2, 7) ಮತ್ತು (1,5), (- 3, 1) ಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ 
ರೇಖಾಭಾಗದ ಮಧ್ಯಬಿಂದು 
(೪) (—3, 4) ಮತ್ತು (6, 6) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ (— 8, -1)ರ 
ವರೆಗಿನ ರೇಖಾಭಾಗವನ್ನು —4:1 5 ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ 
3 ವಿಭಜಿಸುವ ಬಿಂದು. 


12 


9 Find a such that the line segments joining 
following pairs of points have the slopes shown agas 
them.. | 

(i) (1, 2) and (a, 0) ; me==l. 
Gi) (2, 5) and (&-—l) = 
(iii) (a, 0) and (—1, —5) 5m. 
3 Replace “2” so that the lines through the folle} 
ing pairs of points are parallel to the y-axis. | 
(i) (6, and. @ ey 
(ii) (4, —5) and (©, 1). . 
(iii) (2,, 4) and (?, %). | 

4 Find the slopes of the sides and the medians 
the triangle formed by the points (1, —2), (3. 6) @ 
(—2, 4). | | 

5 If a road elevates 25 cms. for each Km. 
its slope. pe 


5.2 Relation between the Slopes of Parallel and Perpe 
cular Lines. . 


Let 1 and l’ be two distinct lines in a plane. TH 
from pure geometry we know that if they are para 
both of them form equal corresponding angles wit 
transversal and if they are perpendicular, the posit} 
difference of the measures of the angles made by tl 
with a third line is equal to a right angle and convers 


Now, let m=tan a and m’=tan 
B be the slopes of two lines 1 and 
l’. Then the above result shows 
thatifl and i’ are parallel a=8 and 
conversely. 


tole 
e 


Also, if] and 1 are perpendicular, 
T x" 
cw T 


0.6. a=B+ = when -a>B 
or Otte when 8>a 
Te: 


2 ಈ ಕೆಳಗೆ ಕಾಣಿಸಿರುವ ಪ ಶ್ರತಿಯೊಂದು ಜೊತೆ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ 
ಖಾಭಾಗಗಳು ಅವುಗಳ ಸಂಗಡ ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ಒಟಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತೆ a 


ನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(1, 2) ಮತ್ತು (0.0); m=1 (ii) (a. 5) ಮತ್ತು (5,—1);m= — 
ll) (a. 0) ಮತ್ತು (—1, —5), m=0 

3 ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ಬಿಂದುದ್ವ ಯಗಳ ಮೂಲಕ ಹೋಗುವ ರೇಖೆಗಳು 
— ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವಂತೆ «ನ್‌ 2’? ಯನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿ, 


ಸ್‌ 


1 
2 


(1) (5, 2) ಮತ್ತು (?, 8) (1) (4. —5) ಮತ್ತು (?, 1) 
(111) YX, (| 3) ಮತ್ತು i Y>) 
& @.—2),.. © @® ಮುತ್ತು (ತ ಬಿಂದುಗಳಿಂದ ಏರ್ಪಟ್ಟ 


ಭುಜದ ಬಾಹುಗಳ ಹಾಗೂ ಮಧ್ಯ ರೇಖೆಗಳ ಒಟಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5 ಒಂದು ರಸ್ತೆಯು ಪ್ರತಿಕಿ.ಮೀ.ಗೆ25 ಸೆ. ಮೀ. ನಂತೆ ಎತ್ತರವಾಗು 
ದೆ. ಆ ರಸ್ತೆಯ ಓಟವೇನು? 


Q ಸಮಾನಾಂತರ ಹಾಗೂ ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಓಟಗಳಿರುವ ಸಂಬಂಧ 


| ಮತ್ತು 1 ಗಳು ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವ ಎರಡು ಪ್ರತ್ಯೇಕ ರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. 
ಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದ ರೆ ಒಂದು ಛೇದಕ ರೇಖೆಯೊಂದಿಗೆ ಅವೆರಡೂ ಒಂದೇ 
ಭತೆಯ ಅನುರೂಪ ಕೋನಗಳೆನ್ನೆ €ರ್ಪಡಿಸುತ್ತವೆ : ಹಾಗೂ ಅವುಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬ 
NGS, ಮೂರನೆಯ ರೇಖೆಯೊಂದಿಗೆ ಅವೆರಡೂ ಏರ್ಪಡಿಸುವ ಕೋನಗಳ ಧನ 
ತಾ ಸಿವ ಒಂದು ಸಮಕೋನದಷಿ ರುವುದು. ಅಲ್ಲದೆ ಇವುಗಳ ವಿಲೋಮವೂ 
| ಮೆಗಿರುವುದು ಎಂದು ನಾವು ಶುದ್ಧ. ಜ್ಮಾ ಮಿತಿಯಿಂದ ತಿಳಿದಿದ್ದೆ ವೆ. 
ಈಗ, m = tana ಮತ್ತುಉ' = ni ಗಳು 
| ಮತ್ತು ೪ ಎಂಬ ಎರಡು ಸರಳ ರೇಖೆಗಳ 
ಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಮೇಲಿನ ಹೇಳಿಕೆಯಿಂದ | 

ತ್ತು ॥' ಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದರೆ «= 
"ಅದರ ವಿಲೋಮವೂ AS, ಎಂದು ತಿಳಿದು 
ಸುವುದು. 
| ಮತ್ತು 1 ಗಳು ಪರಸರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ TF 


೫-7 ಆಗಿರುವುದು. 
2 
(a>B ಆದಾಗ) 


(8>a ಆದಾಗ) 


ly ಬು 


lero 73 | 10 


[' 


_ 


y’ tb. 
pa 


Fig. 5.2 (b) and (c) 


This gives tan a=tan (8 +3) = —cot 8 


or tan 8=tan (a+ 3) = —cota. 
ie. tan a tan B= —1 in both the cases. 


mm = —l. 
1 » & » 
The converse of this is also true. 


“Thus, the ;two lines with slopes m and m’ are para 
af and only if m=m’ and are perpendicular if and o 
of mm’ = —1.: 
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y bi 


[4 
p=Gq 


Cc) 


ಚಿತ್ರ 5-2 (b) ಮತ್ತು 


=~ 


ಇದರಿಂದ tan a = tan (6+5 | = — cot B 


— Cot gq ಎಂದಾಗುವುದು. 


ಅಥವಾ tan 6 = tan (. 4- 5 | 


ಎರಡೂ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ tan a tan B = — ] YBa 
mm = — 1 ಎಂದು ಬರುವುದು. 


ಇದರ ವಿಲರೋಮವೂ ಸತ್ಯವಾಗಿರುವುದು. 


ಹೀಗೆ, m ಮತ್ತು m’ ಗಳನ್ನು ಓಟಗಳನ್ನಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು 


m=m' ಆದಾಗ ಮಾತ್ರ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುವು ಮತ್ತು mm’ = —1 
ಆದಾಗ ಮಾತ್ರ ಲಂಬವಾಗಿರುವುವು. val 
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Examples 


1 Show that the line segments joining A (—l, 
B (2, —1) and C (1, 1), D (—2, 3) are parallel. 


— | 
Slope of AB = ee a 3 
J ta. 
Slope of CD = WE =< 3 
and they are equal. .. AB ICD. 


2 Show that the points A (0, 2), B (1, 0) a 
C (3, 1) form a right angled triangle. 


0— 2 
—_— __- = — 9. 
Slope of AB a 


_i a 
Slope of B= ew 


Since the product of slopes of AB and BC= — 2.3= — 
AB 1 BC. ..ABC isa right angled triangle. 
3 The base of a triangle is the segment joini 


the points (—1, 0) and (9, 0). Find the third vert 
if the slopes of other sides are 1/2 and —2. 


Let ABC be the given triangle with B=(—1, 0) a 
C=(9, 0). Let the slopes of AB and BC be 2 and—l 
respectively. 


If A=(x,, y,) we have 


slope of AB = 2 = Yi—0 
z,+1 


and slope of AC = — } i 
v,—9 


_ so that y,=227,42 and 2y,=—a2,+9 whi 
give x=l; y=4. : 


A=(l, 4). 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುವು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ABs. ಓಟ = i = ೫ 
\ 
CDಯ ಒಟ - == 28 
ಇವೆರಡೂ ಸಮನಾಗಿವೆ +, AB CD. 


2 A (0,2), B(1,0) ಮತ್ತು C (3,1) ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು 
ಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣವನ್ನೇರ್ಪಡಿಸುವುವು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


Bas — “Se — _» 
1 — 0 
1 — 0 

BC =] I 


AB ಮತ್ತು BOR? ಓಟಗಳ ಗುಣಲಬ್ಬವು —], ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
WB, BC. +. 4B0OMಯು ಒಂದು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣ. 


3 (— 1,0) ಮತ್ತು (9,0) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗವು 
ಭುಜಮೊಂದರ ಪಾದವಾಗಿದೆ. 3, - 2ಗಳು ಉಳಿದೆರಡು ಬಾಹುಗಳ ಓಟಿಗಳಾಗಿ 


ರೆ ಮೂರನೆಯ ಶೃಂಗವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
B = (— 1, 0) 8, C = (9, 0) ಇರುವಂತೆ 480ಯು ದತ್ತ 

ಚುಜವಾಗಿರಲಿ. AB ಮತ್ತು BONS ಒಓಟಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 2 ಮತ್ತು - } 

ಗಿರಲಿ. A = (zx, y,) ಆದರೆ 

ABS 2t8 = 2 = Y 


41 
ಮುತು AC — 2 — We ? 
p - Wy a 9 
bt 1 
ಆಗ y = 22,+2 ಮತ್ತು2y=- +9 
ಶ್ರಿಗಳಿಂದ ೫ = 1. ೪ = 4 ಎಂದಾಗುವುದು. 
‘“Az=(14)- 
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Exercises 5.2 


{1 Show that the line segments AB and CD 
parallel if 


(i) A=(l, 2), B=(6, 4), C=, 3), D=(7, 6) 
(ii) A=(0, 0), B=(4, —1), C=(—4, 0), D=(—8 
(iii 42=(—L—1), BEG, V=(—6,—6), 
D=(—2, —7) 


9 Show that the line segments PQ and RS « 
perpendicular if 


3 If A=(k, 0) and B=(1, 2), find k so that qf 
line segment 4B may be (a) parallel to ; (b) perpendicuy™ 
to the line segments whose end points are P and Q wh 
are given below. | 


(i) P=(1, 1), Q=(5, 6). 
(1) P=(1, 2. Q=(—1, —1). 
(im) P=(5, —6), Q=(—6, —7). 


4 Which of the line segments joining the follow]. 
four points are parallel ? 
A=(3, 6), B=(6, 9), C=(8. 2). D=(6, —1). 
5 The slopes of the lines lg, day, Ty, Ly Gee 


pectively §, —4, —1} and }. Point out which two li 
are perpendicular ? ) 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5.9 


tf D1, B=6.4). Call Del?,6) 
(1) A=(0,0), B= ಜಿ C=(—4,0), D=(—8,1) 
(1) A=(—1,—1), B=(5.—5), C=(—5.—5), 
D=(—2.—7) 
5ದಾಗ AB Dos 


>», CD ರೇಖಾಭಾಗಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


2 (ji) P=(0.0), Q=(5,6), R=(0.0), S=(— 6,5) 
(1) P=(1,2), Q=(3.4), R=(—1.—2) S= 
(11) P=(—1,-2), Q=(—2.4), R=(7.6), S=(8,19) 


ದಾಗ PY ಮತ್ತು RS ರೇಖಾಭಾಗಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುತ್ತವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
3 A=(k0), ಮತ್ತು ಔ=(1,2) ಆದಾಗ, AB ರೇಖಾಭಾಗವು ಈ 


| ಳಗೆ ತೋರಿಸಿರುವ PQ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುಗಳಾಗುಳ } ರೇಖಾಭಾಗಕ್ಕೆ 
a) ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವಂತೆ, (b) ಲಂಬವಾಗಿರುವಂತೆ ಯನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


4 ಈ ಕೆಳಗಿನ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಯಾವ ಎರಡು ರೇಖಾ 
'ಕಾಗಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆ 2 


A=(3,6), B=(5,9), C=(8,2), D=(6,—1). 


5 2, —4, —1} sod, } Ae tan [, L, 1, ಮತ್ತು L, 
'ರೇಖಿಗಳ ಓಟಗಳಾಗಿವೆ. ಯಾವ ಎರಡು ಹಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿವೆ 2 
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A 
| 

6 If Qisthe point (—l, —2) and if P is on the hi 
‘e 5 its to the right, find t 


parallel to the y-axis and 3 unl : 
coordinates of P if the line Joining P and Q is 


(a) parallel to 
(b) perpendicular to 
the line joining (—2, 3) and (1, 1) 
7 Two opposite vertices of a square are (4, 2) any 
(3, —1). What are the coordinates of the other t 


vertices 2 
53 Angle between two intersecting lines in terms of t 
slopes— 


Let m=tan u and m’=tan 8 be the slopes of +t 
intersecting lines 1 and I’. Let ¢ be one of the angle betwe 


them. Then we have ¢ =+ (@—u). The numeric 
value of ¢ (i.e., one of the angles between the lines regardle 


of direction) is $—a. 


(a) xc VO 


(b) « >P 


Fig. 5.3 (a) Fig. 5.3 (b) 
_ tan B—tan a 


tang =* tan (8—a) = 
1-+tan 6 tan a 


m’—m 
1mm’ 


t.e. tan ¢ = 


*See Sec. 9.2 
7] 


6 Q=(—1, —2) ಆಗಿಯೂ P ಬಿಂದುವು ೪ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
ಲಕ್ಕೆ 3 ಸ್ಯ ದೂರದಲ್ಲಿ e ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿದ್ದರೆ, PQ ರೇಖಾಭಾಗವು 
— ಕ್ಲಿ >. Uk ಗಳನ್ನು ರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ” (i) ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ, 
(11) beta, ಇರುವಂತೆ. P ಹಿ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


7 ಚೌಕವೊಂದರ ಅಭಿಮುಖ ಶೃಂಗಗಳು (4, 2) ಮತ್ತು (3, 1) 
ಬಿಂದುಗಳಾಗಿವೆ. ಉಳಿದೆರಡು ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳೇನು 2 


5.3 ಒಟಗಳನ್ನು ಕುರಿತು ಎರಡು ಛೇದನಾರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 


m=tan « ಮತ್ತು m’=tan 6 ಎಂಬುವು | 3932, |’ — ಒಟ 
ಗಳಾಗಿರಲಿ. ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ ಒಂದು ಕೋನವು ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ y= + pra 

೨ದಾಗುತ್ತವೆ. ಅಂದರೆ wR ಸಂಖ್ಯಾಬೆಲೆಯು (ಅಂದರೆ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸದ. 
ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಕೋನವು) 8-೬: 


(bo) « >P 


ಚಿತ್ರ 5.3 (a) ಚಿತ್ರ 5.8 (b) 


tan B— tan « 


ಅವೆ Sg 
tan dp tan (3 a) 1+ tan 8 tan 


[4 
wend | Ce i 
awh > 
i 1+mm 


* See Sec, 9.2 
a7 


This is the expression for one of the angles , ¢ betwee 
the lines whose slopes are m and m’. 


The other angle is (7x —¢) and it is given by 
m’ —m 
(an (7— 4) =—tan p = || 
Here we may note that the angle is acute if its tangent 
is positive and it is obtuse if its tangent is negative. 


We may observe here that if the lines are parallel, 
the angle between them is either zero, or 7 and so tan ¢=0. 
This gives tang = 0 if the lines are perpendicular 
the angle between them 5 and so tan ¢ is not defined. This 
gives 1+-mm'=0. 

Examples 


ld a Find the acute angle between the line segments 
joining A (0, 4), B(-2, —2) and C (1,=2), D(—2, 4) 


Slope of AB = m = 27? = 3 
0 + 2 

Slope of CD = m' = £42. i 
— $<] 


". If isthe angle from AB to OD. 


tan ¢ = 1 


1—6 se 


It is positive and ¢ is acute and equal to 45°. 
! 
‘ A | Show that the points A (—2, —6), B(—5, —2) 
al, —1, 1) are the vertices of an isoscele 
triangle [Vide Exer. 4.2. Kx. 9] Cee 
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ಇದು ೫, ಮತ್ತು ೫'ಗಳು ಓಟಗಳಾಗಿರುವ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಒಂದು 
ಕೋನ g ಯನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. ಇನ್ನೊಂದು ಕೋನವು ೫7-4 ಆಗುವುದರಿಂದ 


ಅದನ್ನು tan (r—g)= —tan p= — | oo | 
+ mm’ 


ನಿರ್ಧರಿಸಬಹುದು. 

ಕೋನವು ಲಘುವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶಜ್ಯಾ (tangent) ಧನವಾಗಿರುವುದೆಂದೂ; 

ಅದು ವಿಶಾಲವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ಸ BFW, ಯಣವಾಗಿರುವುದೆಂದೂ ಗಮನಿಸಬೇಕು. 
ರೇಖೆಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ'ಕೋನವು ಶೂನ್ಯ ಅಥವಾ 
~ ಅಗೂವುದರಿಂದ tan ¢ =0 ಆದುದರಿಂದ ಇಲ್ಲಿ ೫' =m. ರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ 
ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು = ಆಗುವುದರಿಂದ tan ¢ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ. 
ಇದರಿಂದ lt mm’ =0 ಎಂದು ಗೋಚರವಾಗುತದೆ. 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 A4(0,4), B(—2, —2) ಮತ್ತು C(1, —2), D(—2,4) 
ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗಗಳ ನಡುವಿನ ಲಘುಕೋನವನು ಕಂಡು 


ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, 
wit Sas 4-4-2 
O+2 


ನಿ 
[oO 


4 Bಯಿಂದ (Dಗಿಶುವ 


tan ¢= Te: 
p ಲಘು ಕೋನವಾಗಿ ಅದರ ಪರಿಮಾಣ 45° 


ಕೋನದ ಪರಿಮಾಣ g ಆದರೆ. 
2 5 


ಇದು ಧನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 
ಆಗಿರು ದು. 
—2, —6), B(—5, —2) ಮತ್ತು C(—1, +1) ಬಿಂದು 
ಗಳು ಸಮದಿ ಬಾಹುಲಂಬಕೋನತ್ರಿಭುಜದ ಶೃಂಗಗಳಾಗಿವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
(ಅಭ್ಯಾಸ 4.2ರ 9ನೇ ಲೆಕ್ಕವನ್ನು ನೋಡಿ]. 
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—2 6 4 
Slope of AB=m,= a5 SG 


—§ +2 8 
1 2 3 
Slope of BC =k = TS = 4 
ait. 
Slope of CA =m,= “7a =F 
Clearly m,m,= — 1 
- OB. Be, £ f= ವ 
If ¢ is the angle from BC to CA ; 
ogg m—m,  7—-} _ 25 <4 
i = I+mm, 1473 °}&25 
*, C=". 


Then clearly 2A=45°. 


“LA= L0=45 and ZB ವ 
“ABC is an isoseles right triangle. 


Exercises 5.3 


1 Find the angle between the lines whose slopes 
are m and m’ where 


(1) m=—2, m'=V3 F 
(1) m=—}, mw’ =1 : 
(in) m=1, m’ not defined. 


2 Find the angle between the line segment joining 
(1,2), (3, 6) and the lines given in Pbm 1 of Exercises 5.1. 


3 Find the angles of the triangle whose vertices are 
(1) (1,—1), (—7,7) and ©, 9) 

(1) (0, 0), (—4, 0) and (2, 2) |: 

(in) (1, a), (8, a) and (2, —2) 
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ABO ಪಟವ mE =, 
ee 3 
Bis mg HE 
—145 4 
0 4ಯ ಓಟ = Lane = 
—142 1 
MM, = —1 ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ. ° AB LE UB > 


BC ಯಿಂದ CA ಗಿರುವ ಕೋನದ ಪರಿಮಾಣವು ¢ ಆದರೆ 


= . ¥ 
tan ¢= | = St ಎ 25 | 
1 4+ mm 147.3 25 
- LO =p. 


1 A=45° ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ 


“L4=10=4ಿರ" ಮತ್ತು /1B= 


4 ನ 


- ABC ಒಂದು ಸಮದ್ರಿ ಬಾಹು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿ 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು ps 


(11) m=—}, W =l 
(111) m=l1, m’ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ 


ಆದಾಗ, m ಮತ್ತು m’ ಗಳನ್ನು ಒಓಟಗಳಾಗುಳ್ಗ, ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು 
ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
2 ಅಭ್ಯಾಸರಿ.1 ರಲ್ಲಿನ 1ನೇ ಲೆಕ್ಕದಲ್ಲಿರುವ ರೇಖೆಗಳಿಂದ (1.2), (3.6) 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು AcOAV ರೇಖಾ ಭಾಗಕ್ಕಿರುವ ಕೋನಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
3 (i) (1—1), (—7, 7) ಮತ್ತು (5, 9) 
(ii) (0, 0), (—4, 0) ಮತ್ತು (2, 2) 
(111) a. a); (3, a) ಮತ್ತು (2, — 2) 
ಬಿಂದುಗಳು ಶೃಂಗಗಳಾಗಿರುವ ತ್ರಿಭುಜದ ಕೋನಗಳೇನು 2 
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4 Use the formula of this section to prove that th 
points 


(i) (1, 1), (—1,—-1) and (— v3, V3) 
(ii) (1, 0), (2, V3) and (3, 0) 
(iii) (0, 0), (4, 0) and (2, 2 V3) 


form an equilateral triangle. 


5 Use the formula of this section to prove that the 
points 
(i) (0, 1), (=2, = and (—2, 4) 


(ii) (2, 8), (10, 11) and (5, 0) 
(iii) (6, —5), (2, —4) and (5, —1) 


form an isosceles triangle. 


Qo 


5.4. How to represent a line by an equation — 


One way of specifying a line in a plane is to giv 
two points of it. Another way is to give a point and th 
inclination or slope of it w.r.t. a co-ordinate system 1 
the plane. As we have already seen, two points of 
line determine its slope. Therefore the first way is con 
tained in the second way. Let us consider this fact 
give an algebraic representation to a line. 


Let 1 be a line through the point (z,, y,). Let (z, 
42 any point of the line. Then i 


4 ಈ ಪ್ರಕರಣದಲ್ಲಿನ ಸೂತ್ರವನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿ 
(1) (1, 1), (—1,—1) ಮತ್ತು (— v3, ¥3) 
(1) (1, 0), (2, 4/3):ಮತ್ತು (3, 0) 
(iii) (0, 0), (4, 0) ಮತ್ತು (2, 2/3) 
ಬಿಂದುಗಳು ಸಮಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜವೊಂದರ ಶೃಂಗಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 


5 ಈ ಪ್ರಕರಣದಲ್ಲಿನ ಸೂತ್ರವನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿ 
ON NES ET 
(ಬ) (2, 8), (10, 11) ಮತ್ತು (5 0) 
(iii) (6,—5) (2,—4) ಮತ್ತು (5,1) 
ಬಿಂದುಗಳು ಸಮದ್ವಿಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜವೊಂದರ ಶೃಂಗಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


5.4 ರೇಖೆಯನ್ನು ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ನಿರೂಪಿಸುವ ಬಗೆ. 


ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಒಂದು ರೇಖೆಯನ್ನು ನಿಶಿ ತಗೊಳಿಸುವ ಒಂದು ವಿಧಾನ 
ವೆಂದರೆ ಅದರ ಮೇಲಿನ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕೊಡುವುದು. ಇನ್ನೊಂದು ವಿಧಾನ 
ವೆಂದರೆ, ಅದರ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು ಹಾಗೂ ಆ ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಒಂದು 
ನಿರ್ದೇಶನ ವ್ಯವಸ್ಥೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಅದರ ಇಳಿವು ಅಥವಾ ಓಟ ವನ್ನು ಕೊಡುವುದು. 
ನಾವು ಈಗಾಗಲೇ ನೋಡಿರುವಂತೆ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿನ`ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳು ಅದರ ಓಟವನ್ನು 
ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತವೆ. ಆದುದರಿಂದ ಮೊದಲನೆಯ ವಿಧಾನವು ಎರಡನೆಯ ವಿಧಾನದಲ್ಲಿ 
ಸೇರಿಹೋಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು ನಾವು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ ಆ ಮೂಲಕ ರೇಖೆಗೆ ಒಂದು 


ಬೀಜ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಕೊಡೋಣ. 


l ಎನ್ನುವುದು (x 
(a, y) ಎನ್ನುವುದು 1ಗೆ ಸೇರಿದ ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


m= 49 ಆಗುತ್ತದೆ. 
PE 


ಅಥವಾ | y—y, =m(z—2) | 
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rl ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಒಂದು ರೇಖೆಯಾಗಿರರಲಿ. 


This expression holds for each and every point (x. y 
of the line 1 and does not hold good for any point (x, Y 
not on the line. Therefore the above equation represent 
the locus of the point (a, y), viz. the line 1. We callsuch a 
equation as the equation of the line J. As the equati 
contains the slope and a point of the line, hereafter we 
call this equation as the ‘ point-slope’ equation’ of the line 

Cor.1: If1 passes through (xz, y,) {and (x, Y) 
(See fig. 5.4) the point-slope equation gives 


=, — Wi C= 
= ೫2೫ kk 2) 


| 


Or [= = 2 Y; , 


L—L, L,— 2, 
—_—_—_—_—_—_———_=$  ——— 


We call the equation of 1 in this form as the ‘tw 
point equation. | 
Cor. 2: Let the distance of the variable point (x, y) 
of the line 1 from the fixed point (x,, y,) be r. Then fro 
the fig. above we have r cosa=z—z,, 7 SMa=Yy—Y;. 
where a is the inclination of the line. 


| 
Or | z=rcosatn; y=rsina+y, | 


These are called the ‘ parametric equations’ of the 
straight line 1. 


r 1s called the ‘ parameter ’. 


81 


ಚಿತ್ರ 5.4 


ಇದು | ಮೇಲಿನ ಎಲ್ಲಾ ಬಿಂದುಗಳು (x, y) ಗಳಿಗೂ ಸರಿಹೊಂದುತ್ತದೆ 

So, 1 ಮೇಲಿಲ್ಲದ ಯಾವ ಬಿಂದು (೫, y) ಗೂ ಸರಿಹೊಂದುವುದಿಲ್ಲ. ಆದುದರಿಂದ 

ನೀಲಿನ ಸಮೀಕರಣವು (೫, Y)® ಬಿಂದು ಪಥವನ್ನು ಅಂದರೆ | ರೇಖೆಯನ್ನು ನಿರೂಪಿಸು 

33. ಅಂತಹ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಾವು | ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಈ 

ಸಮೀಕರಣವು ರೇಖೆಯ ಓಟ ಮತ್ತು ಬಿಂದುವೊಂದನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದರಿಂದ ಇದನ್ನು 
ನ್ನು ಮುಂದೆ ರೇಖೆಯ + ಬಿಂದು-ಓಟ ಸಮೀಕರಣ’ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ, 


ಉ.ಪ್ರ: 1. | ಕಳೆಯು ಗೊತ್ತಿರುವ (2, y,) ಮತ್ತು (2, Y>) 


CONG ಮೂಲಕ ಸಾಗಿಹೋದರೆ, (ಚಿತ್ರ 5-4 ನೋಡಿ) ಅದರ + ಬಿಂದು-ಓಟ 
ಸಮೀಕರಣ” ವು 


ಅಥವಾ | 3% ೭ BT | ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


| ರೇಖೆಯ ಈ ರೂಪದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ನಾವು " ಎರಡು ಬಿಂದು ಸಮೀಕರಣ ' 
ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
Wi. ಪ್ರ. 2: ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದು (a, ೫) ನಿಂದ ಚರ ಬಿಂದು (೫, y) ಗಿರುವ 


ಆಗ ಮೇಲಿನ ಚಿತ್ರದಿಂದ, ರೇಖೆಯ ಇಳಿವು g ಆದಾಗ, 7 cosy = ೫- ಖ್ಯ 
rsinag = Y—Y 


oe ಮ. 


ಅಥವಾ | xz=rcosu+z,; y=rsinuty, 


ಇವುಗಳನ್ನು ಸರಳರೇಖೆಯ « ಚರಾಂಕ ಸಮೀಕರಣಗಳು ' ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
r ನ್ನು " BONE’ ಏನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
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ಪೆ ations of the line in the above thre 

f Ap: pe oy for those which are not parallel t 

faa janie ia we have defined the slope for such line 
ly. 

ms We drive the equation of a line parallel to OY. 


-axis at the poin‘ 

line parallel to 0 Y cross the z-axis a 
(a ng Shee ‘the line is perpendicular to the «x-axis 
every point of the line has the z— coordinate equal to a. 


I t have it} 

n oint not on the line will not 
oe a to a. Hence the condition whic 
characterises this vertical line is x=a. This is ver 
the equation of the line through (a, 0) parallel to oY. 


¥ I 
i 0 @,0) 4 
Fig 5.5 
Examples 


1. Find the equation of a line whose inclination iff 
3 and which passes through the point (1, 2) 


Slope of the line is tan = §. 


‘Slope-point equation’ of the line 1S 
y—2= 73 (z—1), 
“or V¥3a—y+(2— /3) = 0. 

2 Find the equation of the line through (1, —1 
perpendicular to the line through (0, 0) and (1, 2). | 
Slope of the given line is 2. 

Slope of the required line is — >. 


82 


ಸೂಚನೆ: ನಾವು ಓಟವನ್ನು y-Cgs, ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಲ್ಲದ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ 
ತ್ರ ನಿರ್ದಿಷ್ಟಗೊಳಿಸುವದರಿಂದ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣದ ಮೇಲಿನ ಮೂರು ರೂಪ 
ಇಂತಹ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಮಾತ್ರ ಸರಿಹೊಂದುತ್ತವೆ. ಲ್ಲ-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರನಾಗಿ 
ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಮುಂದೆ ಹೇಳಿರುವಂತೆ ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 


 ್ರ-ಅಿಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯೊಂದು ೫-ಅಕ್ಷವನ್ನು (a, 0) ಬಿಂದುವಿ 
ಛೇದಿಸಲಿ. ಈ ರೇಖೆಯು r- 838, ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ರೇಖೆಯ ಪ್ರತಿ 
HAS ೫-ನಿರ್ದೇಶಕವು « ಆಗಿರುವುದು. ಅಲ್ಲದೆ, ಈ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿಲ್ಲದ ಯಾವ 
WAS ೫-ನಿರ್ದೇಶಕವೂ q ಆಗಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ನಷ್ಟಗೊಳಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆಯು ೫=೩ ಆಗಿದೆ. ಇದೇ (a, 0) ಮೂಲಕ 
GE, ಸಮಾನಾಂತರಮಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 ಇಳಿವು y ಆಗಿರುವಂತಹ, (1, 2) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಓಟ = tan 7 = V3 
+ ಶೇಖೆಯ " ಬಿಂದು-ಓಟ ರೂಪ'’'ದ ಸಮೀಕರಣವು 
y—2= V3 (0-1) 
ಅಥವಾ a/3a—y + (2— V3) = 0 ಎಂದಾಗುವುದು. 


2 (0, 0) ಮತ್ತು (1, 2) ಬಿಂದುಗಳೆ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಗೆ wow 
(1,—1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹೋಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


beset 
ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಓಟ = 2. 


-  ಗೊತ್ತುಮಾಡಬೇಕಾದ ರೇಖೆಯ ಓಟ = —}- 
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Its point-slope equation is 


y+1 = — 4 (a—1) or e+2y+1 = 0. 


3 What is the equation of the line through the 
point (2, 2) making an angle 45° with the line through 
(—1, 0) and (0, 2)? | | 

— | 

The slope of the given line = =e. 


Let m be the slope of the required line. 


Then, by hypothesis, tan 45° = 1 = 

+e. 1—2m=m-—2, 
or 3m=3 or m=l. | 
.. The ‘ point-slope equation’ of the line is y—2=] 
(2-2), 
or Yy=Z. 


Exercises 5.4 


1 Write down the equations of the lines passin 
through the points. | 7 
(i) A (5, 4) and B (2, 7), 
(i) A (—1, 3) and B (1, 3), - 
(ii) A (5, 8) and B (7, 8), 
(iv) A (a, 0) and B (0, b), 
(v) A (3, 7) and B (3, 12). 


2 Write down the equation of the line with slop 

m and passing through the point P in the following cases. | 
(i) m=4, P (10, —2),. ‘| 

(ii) m= —#, P (6, 2), 
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" ಅದರ ಬಿಂದು.ಓಟ ರೂಪದ ಸಮೀಕರಣ 
yt+tl=—+4 (0—1) ಅಥವಾ 2+ 2y-4-1=0. 


3. (—1, 0) ಮತ್ತು (0, 2) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆ 
ಯೊಂದಿಗೆ 45° ಕೋನವನ್ನೇರ್ಪಡಿಸುವಂತೆ (2, 2) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ 
ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವೇನು 2 


ದತ್ತ ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಓಟ — 2-0 
0+1 
ಗೊತ್ತು ಮಾಡಬೇಕಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಓಟ m ಆಗಿರಲಿ. 
ಆಗ ದತ್ತದ ಪ್ರಕಾರ tan —= 1 = m—2 : 
1— 29 
ಅಂದರೆ 1-2 m =m — 2 
ಅಥವಾ 3m = 3 


EE 
ಗೊತ್ತು ಮಾಡಬೇಕಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ « ಬಿಂದು-ಓಟ ಸಮೀಕರಣ” ವು 
y—2=1 (x—2). 
ಅಥವಾ ye. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5-4 


(5, 4) ಮತ್ತು B (2. 7); 
(—1, 3) ಮತ್ತು B (1, 3); 
1 (5, 8) ಮತ್ತು B (7, 8); 
(a, 0) ಮತ್ತು B (0, ರ); 
A ,7%)ಮತ್ತುಔB(3, 12). 
ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


೨ ಒಓಟವು m ಆಗಿರುವಂತಹ ಮತ್ತು P ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಹೋಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
(11) m =— 3, P (6,2) 
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(iii) m=}, P (—5, 2) 
(iv) m=0, P (2, 8) 
(v) m not defined; P (3, 7). 


— tivel 

3 Two lines are drawn through (1, - 2) respec y 
parallel and perpendicular to the z—axis. Find their 
equations. 


4 A line makes an angle of measure 120° with 
the negative direction of x—axis. If it passes through 
the point (1, 2), what is its equation ? 


5 Lisa line through the points (1, 1) and (2, 2). 
L, is another line through the point (1, 2). Find the 
equation of L, if 
(i) L, is parallel to L, 
(ii) L, is perpendicular to L, 
(iii) L, makes an angle 45° with Ly. 


6 The vertices of a triangle are (9, 3), (3, 6) and 
(—1, —2). Find | 
(i) the equations of the sides. 
(ii) the equations of the medians. 
(iii) the equations of the altitudes. 


5.5. Equation of a line in Standard forms!— 


We give below a few standard forms of the equatio 
which can be conveniently used to represent a line in % 
plane. These follow directly from any one of the thre 
forms which we have derived in the previous section. 


1The standard form of an equation of a line is o 


which involves minimum number of constants, namel 
two. 
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(iii) m = 4, P (—5, 2) 
(iv) m = 0, P (2, 6) 
(v) m ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ; P (3, 7). 


8 (1,—2) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಮತ್ತು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ, ' ಅವುಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನು 
' ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. : 


4 ಒಂದುರೇಖೆಯು 7 — ಅಕ್ಷದ ಯಣ ದಿಕ್ಕಿನಿಂದ 120° ಯ ಕೋನ 
ವನ್ನುಂಟುಮಾಡಿದೆ. ಅದು (1, 2) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕೆ ಹಾದು ಹೋದರೆ ಅದರ 
ಸಮೀಕರಣವೇನು 2 


5 L, ಎನುವುದು (1. 1) ಮತ್ತು (2, 2) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ 
— ರೇಖೆ. 1, ಎನ್ನುವುದು (1, 2) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಇನ್ನೊಂದು 
(1) L,, Lಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ ; 
(11) L, LM ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ , 
(iii) L,, L, ನೊಂದಿಗೆ 45° ಕೋನವನ್ನುಂಟು ಮಾಡಿದರೆ, 
L, ನ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ, 


6 (9, 3). (3, 6) ಮತ್ತು (—1,—2) ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜದ 
ಶೃಂಗಗಳಾಗಿವೆ. 


(i) ಅದರ ಬಾಹುಗಳ; (ii) ಮಧ್ಯರೇಖೆಗಳ ; (iii) ಲಂಬರೇಖೆಗಳ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ, 


5:5 ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣದ ಸುಲಭ ರೂಪಗಳು! 


ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯೊಂದನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಲು ಅನುಕೂಲಕರವಾಗಿ 
ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದಾದಂತಹ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಕೆಲವು ಸುಲಭ ರೂಪಗಳನ್ನು ನುವು ಈ 
ಕೆಳಗೆ ತಿಳಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸುಲಭ ರೂಪಗಳನ್ನು ಹಿಂದಿನ ಪ್ರಕರಣದಲ್ಲಿ ಪಡೆದಿರುವ 
ಮೂರು ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದರಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. 
'ಅತ್ಯಂತ ಕಡಿಮೆ ಸಂಖ್ಯೆಯ ATAU NYA ಅಂದರೆ ಎರಡು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣದ ರೂಪವನ್ನು 
ಸುಲಭರೂಪವೆನ್ನು ತ್ತೇವೆ. 
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(a) Slope intercept form :— 

If a line isnot parallel to either axis, 1t must meet 
the co-ordinate axes in two points which can be taken as 
(a, 0) and (0. 6) a is called the x-intercept and 6 is called 


the y-untercept. 


Fig. 6%. 


If we are given the point (0, 6) of a line 1 and its slope 
m, then the slope-point equation of lis y—b=m (2—0). 
or | y= me. | 
This equation is called the ‘ Slope-intercept form of the 
equation ’ of the line. 
Cor.: (1) If1 passes through 0, its equation is y= mz. 
(11) If 1 is parallel to the r—axis, its equation 
(11) Equation of the x—axis is y=0. 
(6) Intercepts form :— 
___If we are given the points (a, 0) and (0, 6) of the line / 
in the above case, the ‘ two-point equation ’ of the line / is 


a b 


This equation is called the ‘intercept form of the 
equation’ of the line. = 


Fey 


TEL 
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(a) ಹಟ-ವಿಚ್ಛಿನ್ನ ರೂಪ 


| ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಯಾವುದೇ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಅದು 
| ನಿರ್ದೇಶಕಾಕ್ಷಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ks 0») (0; b) ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ. 
a ಯನ್ನು -ವಿಚಿ ಸ ನ್ನವೆಂದೂ. b ಯನ್ನು YDB: -ವಿಚ್ಛಿನ್ನ ವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇ 


ಚಿತ್ರ 5:6 
ಈಗ ನಮಗೆ (0, ಶ) ಬಿಂದುವನ್ನೂ ಅದರ ಮೂಲಕಿಹಾದುಹೋಗುವ ರೇಖೆ 
ಸನ 'ಓಟವನೂ ಕೊಟ್ಟರೆ, ಆ ರೇಖೆಯ ಬಿಂದು-ಓಟ' ಸಮೀಕರಣವು 
y—b=m (x—0) 
ಅಥವಾ [yma th | ಂದುಗುತ್ತದೆ. 
ಈ ಸಮೀಕರಣಪನ್ನು ನಾವು | ರೇಖೆಯ ಓಟ ವಿಚ್ಛಿ ನ್ನರೂಪದ ಸಮೀಕರಣ 
ಉ.ಪ್ರ. (1) 1 ರೇಖೆಯು ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ" ಮೂಲಕ ಹೋದರೆ ಅದರ 
ಸಮೀಕರಣ Y =m. 
(ii) 1 ರೇಖೆಯು ¢ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ಸಮೀಕರಣ 


ಲಿನ ಹುವಾ ನಮಗೆ | ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ (a, 0) ಮತ್ತು (0. b) 
Bocsnee ಕೊಟರ, ಅದರ ಎರಡು ಬಿಂದುರೂಪದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


b—o y —0 


_ 


ಅದು ಬರೆಯಜಹಕಷಹಂ: 


SN 


(c) Normal form :— 

If a line which does not pass through the origin 1 
neither parallel to the x—axis nor the y—axis, there exis 
a normal of length p (#0) with slope k=tan a fro 
the origin to the line (0<a<z, ax71/2). 


Y 


A 


0 x 


Mm | 
ViapO<a< 
iy 2 


y’ (b) Yeas 
Fig 5.7 (a) Fig 5.7 (b) 
Let the foot of such a normal be P. 


Then we can easily see (from Fig. 5.7) that 


P=[p cos a, p sin ul]. 
Also, the slope of the line is — = —cot «. 


If we are given p and u, the point-slope equatio” 
gives i] 


y—p sin a = (—cot a) (2—p Cos a) 
or | x cosa+y sin u = Pp. 


We call this as the ‘ Normal form ’ of the equation 0 
a hne. | 


Note :-— Look at the fig. 5.8. There are two lines 
1 and I’ having the common normal P’OP through O 
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(c) ಲಂಬ ರೂಪ - 


ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹೋಗದ ಒಂದು ರೇಖೆಯು Z—Om, No, 
y—ಅಕ್ಷಕ್ಕಾಗಲೀ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಆ ಠೇಖೆಗೆ 


p( 4-0) ಉದ್ದ ವುಳ್ಳ ಮತ್ತು k=t ks Q 
ಸಸ ಸತಗ «(Oars wkn/2) URE 


<x < 
_—— ax i 


(bb) Bens rus 


y‘ 


ಚಿತ್ರ 5.7 (a) 
ಚಿತ್ರ 5.7 (b) 


ಅಂತಹ ಲಂಬವೊಂದರ ಪಾದ P ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ P=(p cos ap sin 4) 
ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ನೋಡಬಹುದು. (ಚಿತ್ರ 5-7 ನೋಡಿ) 
ಅಲ್ಲದೆ ರೇಖೆಯ ಓಟ | = “8 ಈಗಿರುವ. 
”. p ಮತ್ತು uy ಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ, ರೇಖೆಯ ಬಿಂದು-ಓಟ ಸಮೀಕರಣವು 
Y—p sin q=(—cot qa) (2— p C08 a) 


ಅಥವಾ | x cos uty sin =? | ಆಗುವುದು. 


ಇದನ್ನು ನಾವು ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣದ “ಲಂಬ dew’ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


ಸೂಚನೆ: ಚಿತ್ರ 58ನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. ಇಲ್ಲಿ P’ 0 P ಯನ್ನು 0 ಮೂಲಕ ಹೋಗುವ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಲಂಬವಾಗುಳ್ಸ 1 ಮತ್ತು |’ ಎಂಬ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳಿವೆ. 
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Let OP = OP’ = p and the slope of POP be tan go. 
Then the equation of lis  cosa+y Sin a=}. (1) 


The equation of I’ is also 2 cosa+y SIN «=p. (2) 


Fig. 5.8 


At first sight these two equations of 1 and l’ lead us 
to conclude that the same equation may represent two 
lines, which contradicts the basic concept of analytic 
geometry. But if we consider them carefully as detailed 
below. it becomes cleai that tle two equations are distinct 
and the fict that they repres two different lines becomes 
confirmed. " 


In the line 1, since the foot of the normal, namely P, 
lies in the first quadrant, both of its co-ordinates are posi- 
tive, 1. p cosa, psina >0. Since a < x/2. sin a 
cosa>0. .. p>O here. | i 

In the line l’ since the foot of the normal. namely, P’ 
hes in the third quadrant, both of its co- -ordinates are 
negative, 1.¢., p cos u, p sin a<0. Since u <7/, here’ 
also, sin a, Cos « >0. APE AUK Gee. 


Thus p>0 in equation (1) and p<0 in equation (2). 


(1) and (2) represent two distinct line. 
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OP = OP’= p ಮತ್ತು P'OP' ಯ ಓಟ tan ಆಗಿರಲಿ. 
ಆಗ 1 ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ ೫ cos uty Sm a=p (1) 
I’ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವೂ x cos uty sma=p (2) 


ಚಿತ್ರ 5.8 


ಇಲ್ಲಿ | ಮತ್ತು |’ ಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು ತಕ್ಷಣಕ್ಕೆ ಒಂದೇ ಎಂದು ಕಂಡುಬಂದು, 
ಒಂದೇ ಸಮೀಕರಣವು ಎರಡು ರೇಖೆಗಳನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು ಎಂಬ ಬೀಜರೇಖಾ 
ಗಣಿತದ ಮೂಲತತ್ವಕ್ಕೇ ವಿರುದ್ಧ ವಾದ "ಫಲಿತಾಂಶಕ್ಕೆ ದಾರಿ ಮಾಡಿಕೊಡುತ್ತದೆ. 
ಆದರೆ ಈ ಸಮೀಕರಣಣೆಳೆನ್ನು ಎಚ್ಚೆ ದಿಕೆಯಿಂದ ಈ ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಪರಿಶೀಲಿಸಿದಾಗ ಅವೆರಡೂ 
ನಿಜವಾಗಿಯೂ Wed ಬೇರೆ Dw ಸ ಕಷ್ಟವಾಗಿ, ಅವು ಬೇರೆ ಬೇರೆ ರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ನಿರೂಪಿಸುತ್ತವೆ ಎಂಬುದು ಸ್ಸ ರಪಡುತ್ತದೆ. 


| ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಲಂಬದ ಪಾದವು, ಅಂದರೆ p ಯು, ಮೊದಲನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿರು 
ವುದರಿಂದ, ಅದರ ಎರಡೂ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಧನಾತ್ಮ ಕವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಅಂದರೆ, 
PCOS p Sin & > 0. ಇಲ್ರಿ a <r/2 ಆಗೆರುವುದರಿಂದ Sm Res 
COS > 0. ಆದ್ದರಿಂದಣಲ್ಲಿ p>0. 


| ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ Cows ಪಾದವು, ಅಂದರೆ P’ ಯು, ಮೂರನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿರು 
ವುದರಿಂದ, ಅದರ. ಎರಡೂ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಯಣಾತ್ಮ ಕವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಅಂದರೆ 
p COS u, p sin é a0. ಇಲ್ಲಿಯೂ a <7/2 esndosjasoon, sin a, 
cos 4 > 0. ಆದ್ದ ರಿಂದ ಇಲ್ಲಿ p<0. 


ಆದ್ಧ ರಿಂದ (1) ನೆಯ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ೫ > 0 ಆಗಿಯೂ, (2) ನೆಯ 
ಸಮೀಕರಣಿದಲ್ಲಿ p<0 ಆಗಿಯೂ ಇರುತ್ತ ದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ (1) ಮತ್ತು (2) ಗಳು 
ಎರಡು ಬೇರೆ ಬೇರೆ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತ ವೆ. 
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Similarly we can show that a line which has the foot of 
normal in the second quadrant has p>0 and a line which 
has the foot of the normal in the fourth quadrant has p<0. 


The above considerations reveal that, in the equation 
zcosa+y sinu = p,pisnotonlya‘ distance ’, but also a 
‘directed distance’. It is positive if it 1s measured 
from the origin to a point in the first or second quadrant 
and it is negative if it is measured from the origin to a 
point in the third or fourth quadrant. 

Thus if we write x cos a+y sin u = pas the equation 
of a line, we always mean that: p is attached with a sign 
(1.e., p is a directed distance) and a (+ 7/2) is measured 
from 0 to 7 only. 


Examples 


1 Write down the equation of the line, given that 
the foot of the normal from the origin to the line is [4, 3]. 


Let the equation of the line be 
© COS a+y sin a=}. 
The foot of the normal, then, is[p cos a, p sin a]. 
p COha=43 pues. 
Also, p?=4?+3?=25 and so p= +5. 
The foot of the normal is in the first quadrant. 
p>0. | 
p=5, cosa = #; sina =? 
Equation of the line is 2.44 y . 2=5 
or 47-+3y—25=0. 
Aliter: Slope of the normal is 3 
Slope of the line is — 4 
Its equation has the form y = — 4a +. 
This passes through (4, 3). 
: oo ee ae or C= —- 
The equation of the line is y = — _ x +> 
| Or 4%-+3y—25=—0. 
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ಹೀಗೆಯೇ ಎರಡನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿ ಲಂಬದ ಪಾದವನ್ನುಳ್ಳ ರೇಖೆಗೆ n > 0 
ಆಗಿಯೂ, ನಾಲ್ಕನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿ ಲಂಬದ ಪಾದವನ್ನುಳ್ಳ ರೇಖೆಗೆ p<0 ಆಗಿಯೂ 
ಇರುತ್ತದೆ. 

ಈ ಮೇಲಿನ ಪರಿಶೀಲನೆಗಳಿಂದ, 7 cosy + y siny = p ಸಮೀಕರಣ 
ಪಲ್ಲಿ p ಎಂಬುದು ‘Bed’ ಮಾತ್ರವೇ ಅಲ್ಲ, ಅದೊಂದು "ಸೂಕ್ತ ಚೆಹ್ನೆಯಿಂದೊಡ 
ಗೂಡಿದ ದೂರ' ಅಂದರೆ "ನಿರ್ದೇಶಿತ Boo’ ಎಂದು ತಿಳಿದುಬರುತ್ತದೆ. ಅದನ್ನು 
0 ನಿಂದ ಮೊದಲನೆಯ ಅಥವಾ ಎರಡನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುವಿಗೆ ಅಳೆದಾಗ 
ಅದು ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿಯೂ, ಅದನ್ನು 0 ನಿಂದ ಮೂರನೆಯ ಅಥವಾ ನಾಲ್ಕನೆಯ 
ಪಾದದಲ್ಲಿನ ಬಿಂದುವಿಗೆ ಅಳೆದಾಗ, ಅದು ಯಣಾತ್ಮಕವಾಗಿಯೂ ಇರುತ್ತದೆ. 


ಹೀಗೆ, ೫೦056 « + y SIN w = p ಎಂಬುದನ್ನು ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 
ವಾಗಿ ಬರೆದಾಗ, p ಯು ಸೂಕ್ತ ಚಿಹ್ನೆಯಿಂದೊಡಗೂಡಿದೆ (ಅಂದರೆ, ಅದೊಂದು 


ನಿರ್ದೇಶಿತ ದೂರ) ಎಂದೂ | (4 7/2) ವನ್ನು 0ಯಿಂದ 7 ವರೆಗೆ ಮಾತ್ರ 
ಅಳಿಯುತ್ತೇವೆ ಎಂದೂ ಅರ್ಥಮಾಡಿಕೊಳ್ಳಬೇಕು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಒಂದು ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬದ ಪಾದವು (4, 3) 
ಆಗಿದೆ, ಆ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು x cos uty sin u=p ಆಗಿರಲಿ. 
ಆಗ, VOWS ಪಾದವು [p cos u, p sin u] ಆಗುತ್ತದೆ. 
p COS a=4 ಮತ್ತು p sin u=3. 
BOS, 43-೦25 ಅಥವಾ p= +5. 
ಲಂಬದ ಪಾದವು ಮೊದಲನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ, p>. 
p=5, cos a=}, Snu=s 
-  ಶೇಖೆಯಸಮೀಕರಣ, og. 4 + y. $ = 5 
ಅಥವಾ 47+3y—25=—0- 
ರಡನೆಯ ವಿಧಾನ: 
BS, Cows ಓಟ - $$. .". ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಓಟ = — 4. 
ಅದರ ಸಮೀಕರಣದ ರೂಪ y= $2 + 
ಈ ರೇಖೆಯು (4, 3) ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವುದರಿಂದ, 
$= 4.44% ಅಥವಾ c= 4B. 
-.ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ : 
y= -— + ಅಥವಾ 4: + 3y —25=—0. 
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9 Write down the equation of a line, given that the 
art of the line intercepted between the coordinate axes 


is divided at (5, —1) in the ratio 1 : 3. 


Let + = 1 be the equation ofthe given line se 
a 


that the part of the line intercepted between the axes has 
the end points (a, 0) and (0, b). 
The point which divides this line segment in the ratic 
133.06 
1.0+3.@ 1.643.0 | | 34 +| 
A 3] Re 


But this point is given to be (5,—1) 
3a sie 20 
3 ~~ = 


ರ್‌ “]ord= —W 


Equation of the line is — 1 


= J = 
0)" TF 
(3) 
or 32 — 5y — 20 = 0. 


3 A line through (2, 1) cuts off in the first quadran 
a triangle of area 4 sq. units. Find its equation. 


Let the line meet the axes at (a, 0) and (0, b). 


Its equation can be taken as = + 4% =] 


b 
The area cut off in the first quadrant is } a b. 


}ab=4 or ab=8 .... (1) 
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2 ಅಕ್ಷಗಳ ನಡುವೆ ವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾಭೂಗವನ್ನು (5, —1) 


ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 1: 3 ರ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸಲಾಗಿದೆ. ಅದರ x 
ವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. m i ಸಹಲ 


ದತ್ತ ರೇಖೆಯ py zd Y — 1 ಆಗಿರಲಿ. 


oO 


ಆಗ ಅಕ್ಷಗಳ ನಡುವಿನ ರೇಖೆಯ ವಿಚ್ಛನ್ನೆ ಭಾಗದ ಕೊನೆಯ ಬಿಂದುಗಳು 
(a, 0) ಮತ್ತು (0, b) ಆಗುತ್ತವೆ. 


ಈ ರೇಖಾಭಾಗವನ್ನು 1: 3 ರ ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸುವ ಬಿಂದುವು 
1.0 a 16+ 3.0 3 
Eat Ef f 


341 ° 3+41 
ದರೆ, ಈ ಬಿಂದುವನ್ನು (5, -.1) ಎಂದು ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 
84 egm g — 2 
4 3 
ಮತ್ತು? = — 1 egmh — — 4 
© ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ (2) as 3 ಗ 1 
3 


ಅಥವಾ 3x - dy — 20 = 0- 


3 (2,1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯು ಮೊದಲನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿ 
4 ಚದರ ಮಾನಗಳ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವುಳ್ಳ ತ್ರಿಭುಜವನ್ನೆ €ರ್ಪಡಿಸುತ್ತದೆ. ಅದರ ಸಮೀಕರಣ 
ವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


ದತ್ತರೇಖೆಯು ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು (a, 0) ಮತ್ತು (0, ರ) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. 
— 1 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳೆ ಬಹುದು. 


eke 


ಅದರ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು - + 


ಮೊದಲನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿ ಏರ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ $ ೩0. 
"“Jab=4 ಅಥಪಾ ab=s. ... (1) 


PART II 89 12 


Since the line passes through (2, 1): 
A 1or2+a=ab...(2 
a 
(1) and (2) givea = 4 and 6 = 2. 


2 
z+ 2y = 4. 


Equation of the line - 3 * Zi o 


Exercises 5.5 


1 Write down the equation of the line given its slope 
m and its y- intercept, 6. 
(i) m=5, b=—2 (iv)\m=—8, b=0. 
(il) m=—4, b=10 (v) m=10, b=—5. 
(Mm) m=0, b=—6 (vi) @=0, b=. 


2 Write down the equation of the line whose intercepts 
on the axes are as given below : 


(i) (iv) a, a 
(1) —1, —1 ©. (Vv) p sec a, p cosec a. 
a 28 (vi) i ,— 1 

m 


3 Write down the equation of the line given its per- 
pendicular distance p from the origin and the inclination of 
the normal. 


(i) p=l, a = 45° (iv) p=-—6, a = 60° 
(ii) p=—3, a=30° (v) p=—5, a=150° 
a) p= 7/8, @=135° (vi) p=—5, a=30° 
4 A staright line cuts the y- axis at a distance of 
3 units below the origin and is parallel to the bisector of 
the angle XOY. Find its equation. 
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Bessosoo (2, 1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವುದರಿಂದ 
2 ] 
aT =! SG 2%+a=ab .. . (2) 
(1) ಮತ್ತು (2) ನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ a=4, H=2. 
+ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 7 +5 =1 
ಅಥವಾ 2+ 2y = 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5-5 


1 ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಓಟ m ಮತ್ತು y-ವಿಚಿನ್ನ) ಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 
ಅದರ ಸಮೀಕರಣವನು ಬರೆಯಿರಿ. 


(1) = b= —2 (iv) m=—8, p=0. 
(ii) m=—4, b=10 (v) m= 1G pe 
(il) m=0. b=—6 (v1) m=0, D0. 


2 ಅಕ್ಷಗಳ ಮೇಲೆ ಒಂದು ರೇಖೆಯ DUS, ಭಾಗಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಅದರ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


@ 2, 3 | (iv) a, a 

(i) —}, —1 (Vv) p sec a» p cosec q 
. . 

(113) HE (vi) ee = 


38 ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಒಂದು ರೇಖೆಗೆಳೆದ Cows ಪರಿಮಾಣ p ಮತ್ತು 
ಅದರ APY , ವನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಆ ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


(1) pel a—=45° (iv) p= —6, a 60° 
(11) p= —% ly (v) p=), ao = 150° 
(iii) p=V8, 4=135° (vi) p= —5, e=80° 


4 XOY ಕೋನದ ಅರ್ಧಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಒಂದು ರೇಖೆಯು 
— ಅಕ್ಷವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಕೆಲಗೆ 3 ಮಾನಗಳ ದೂರದಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 


ಅದರ ಸಮೀಕರಣವೇನು 2 
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5 Show that the equation of lines the reciprocals 
of whose intercepts on the axes arel, mislz + my = 1. 


6 The z- intercept of aline is half its y- intercept. If 
it passes through (—1,2), what is its equation ? 


7 The portion of a line intercepted between the co- | 
ordinate axes has its mid point at (—1, 2). Write down 
its equation. 


8 Find an equation of the line which passes through 
(1, 1) and forms, together with the axes, a triangle of area 10. 


9 Write down the equation of the line given that foot 
of the normal to it from the origin is 


i) 6-4); @ (1.8; Gy (-4, —@. 


5.6 The General Equation of the First Degree— 


In the last two sections we obtained the equation of 
a line in different forms. In each case we got a linear 
equation in x, y. Hence we may say that the equation of | 
a line is a linear equation. Let us see that the converse ¢ 
is also true. wz.: any linear equation in z and y is an 
equation of a line in a plane. 


ax-+by+c=0 is the most general equation of first 
degree in x and y. 


If a=0 (6#0) ; the equation may be written as 
y= -< which represents a line through (0, +] 


parallel to z-axis. . | HM 


9; 


ಅಕ್ಷಗಳ ಮೇಲಿನ ವಿಚ್ಛಿನ್ನಗಳ ಪ್ರತಿಲೋಮಗಳಾಗಿ |. ೫ ಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿ 
ರುವ Pl. ಸಮೀಕರಣ 1 - my = 1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


6 ಒಂದು ರೇಖೆಯ ೫ ವಿಚ್ಛಿನ್ನವು ಲ ee ಅರ್ಧದಪ್ಪಿದೆ. ಆ 
ರೇಖೆಯು (1, 2) ಬಿಂದುವಿನ ಮಸೆಲಕ ಸಾಗಿದರೆ ಆದರ ಸಮೀಕರಣವೇನು ? 


7 ಅಕ್ಷಗಳ ನಡುವೆ ವಿಚ್ಚಿನವಾಗಿರುವ ಒಂದು ರೇಖಾಭಾಗದ ಮಧ್ಮ ಬಿಂದುವು 
(—1, 2) ಆಗಿದೆ. ಅದರ ಸಮೀಕರಣವೇನು? 


8 (1, 1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಒಂದು ರೇಖೆಯು ಅಕ್ಷಗಳೊಂದಿಗೆ 
ಕ್ಷೇತ್ರ ಫಲ 10 ನ್ನುಂಟು ಮಾಡುವ ತ್ರಿಭುಜವನ್ನೇರ್ಪಡಿಸುತ್ತದೆ. ಅದರ ಸಮೀ 
ಕರಣವೇನುಃ 


9 (i) (5,—4); (ii) (—1, 4), (ii) (—4, —4) ಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದೆಳೆದ cows ಪಾದವನ್ನಾ ಗುಳ್ಳ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 
ವನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


5-6 ಏಕ ಪ್ರಮಾಣದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಮಾಕರಣ 


ಹಿಂದಿನ ಎರಡು ಪ್ರಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ನಾವು ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ವಿವಿಧ 
ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ಪಡೆದೆವು. ಪ್ರತಿ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲೂ ನಾವು ೫, ೪ ನಲ್ಲಿ ಏಕಪ್ರಮಾಣ 
ದ್ಹಾಗಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆವು. ಆದ್ದರಿಂದ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವ ರೇಖೆಯ 
ಸಮಾಕರಣವು ಏಕ ಪ ;ಮಾಣದಾ )ಿಗಿರುವುದೆಂದು ಹೇಳಬಹುದು. ಇದರ ವಿಲೋಮ 
ಅಂದರೆ ೫. ನಲ್ಲಿ ಏಕ ಪ ಪ್ರಮಾಣಿದ್ದಾ ದ ಯಾವ ಸಮಾಕರಣವೇ ಆಗಲಿ ಅದು ಸಮತಲ 
ದಲ್ಲಿನ ರೇಖೆಯೊಂದರ ಸಮಾಕರಣೆವಾಗುವುದು ಎನ್ನುವುದೂ ನಿಜವಾಗಿರುವುದೆಂಬು 
ದನ್ನು ಈಗ ನೋಡೋಣ. 


ax + by = 0 ಎನ್ನುವುದು 2, y ನಲ್ಲಿ ಏಕ ಪ್ರಮಾಣ ಸಮಾಕರ 
ಣದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ee. 


=0, (b0) ಆದರೆ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು y — — 7 ಎಂದು ಬರೆಯಬಹು 


ದಾದುದರಿಂದ ಅದು C 6) ಮೂಲಕ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ 
b | 
ರೇಖಿಯ ಸಮೀಕರಣವಾಗುತ್ತದೆ. 
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If b=0, (a0); the equation may be written 


= ——< which represents a line through ( =—— ,8 
a 


‘ 


parallel to the y- axix. 


| 


If a#0, b+0 ; the equation may be written as 
y= — 5 ~ which represents a line through (0, ~4) 


with slope = 


Thus in all cases az+by-+-c=o represents some line 
in the plane. Hence we can take az+by+c=o as the 
general form of the equation of a line. We shall here 
after take the equation of a line in that form itself. 


_ We shall now find the distance from the origin to the 
line represented by the general equation. 


The general form of the equation of a line is 


ax +by+c=0. vee (1) 
Normal form of the equation of the line is 
x cos a-+-y sin a=p. ° see (2) 


| (1) and (2) represent the same line. Therefore, we 
ave, | 


COSa _ Sina _ p 
a , b C 
a : b 
com pig ex — 
¢ 7 


costu-+sinta = 1 = (“+ p 


Cc 
= +t 
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C ಎಂದು ಬರೆಯಬಹಂ 
a 


b=0. ao ಆದರೆ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು x = — 


ದಾದುದರಿಂದ ಅದು ( — ) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ OY ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರ 
a 
ವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವಾಗುತ್ತದೆ. 


ಷಂ, ಶಿಷ್ಯಂ ಆದರೆ ; ಸಮೀಕರಣವನ್ನು y - —— -— : ಎಂದು 
ಬರೆಯಬಹುದಾದುದರಿಂದ ಅದು - 5 ಯನ್ನು ಓಟವಾಗುಳ್ಳ ಹಾಗೂ 
b 


ಹಾಗೂ G ay ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವಾಗುತ್ತದೆ. 


| 


ಹೀಗೆ ಸಾಧ್ಯವಿರುವ ಎಲ್ಲಾ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲೂ 0--by 4೦-0 ಸಮೀಕರ 
ಣವು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಒಂದಲ್ಲ ಒಂದು ರೇಖೆಯನ್ನು “ea AN ದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
ax + by Hh ಎನ್ನು ವುದನ್ನು ಸರಳರೇಖೆಯ 'ಸಮೀಕರಣದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕರೂಪ 
ವಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು. ಇನ್ನು ಮುಂದೆ ನಾವು ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಈ 
ರೂಪದಲ್ಲಿಯೇ ತೆಗೌದುಕೊಳು )ವೆವು. 


ಈಗ ನಾವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪದ ಸಮೀಕರಣವು ನಿರೂಪಿ 
ಸುವ ರೇಖಯೆಗಿರುವ ದೂರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ. 


ಶೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪವು ax-+-by+c=0 (1) 
ಅದೇ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣದ ಲಂಬರೂಪವು x cos uty SIn u —p=9 (2) 
ಈ ಎರಡೂ ಸವೀಕರಣಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 


co sin 
(1) ಪುತ್ತು (2)ನ್ನು ಹೋಲಿಸಿದರೆ 9 « . Me = 2 
a b Cc 
: b 
cos a = —_— ap ; sin a = — Ma 
Cc Cc 
2 h2 
: a ) R 
cos2 a 4 sin? = 1 — | as ) Pp 


C 
dk re 
“a+b 
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EE hg = B\--6( +e 
Now sinu b ( : ) . * 


Since 0<a<z, sin u>0- 
If b>0, the expression in the bracket should be 


1 
negative 1.€., it should be — WF pe © 
ie 
In this case p = — VET 


If, in the equation ax + by+c=0,6> 0; the 
length of the perpendicular measured from the origin to 
Cc 


Nr +6 
Similarly if b <0, p= + 


the line is — 


Cc 
/ a” +- b2 
Examples 


1 Find the points where the line 2x + 3y—5=0 
meets the co-ordinate axes. Find the distance between 
them. 

The given equation -_ be written as 

2 3 Y 
— 2X -- — = J} i = 
5 ೫” 
which is of the form z/a+y/b=1. 


ih 5 
a=; b=. 


The points where the line meets the axes are 
(a, 0), (0, b) i.e. (5, 0) and (0, 8). 


Distance between them is 


c) Se Wa 


0 <u <r ಆಗಿರುವುದರಿಂದ in u 0. 
b> 0 ಆದಾಗ ಆಅವರಣದೊಳಗಿನ ಬೀಜವಾಕ್ಯ್ಕವು ಯಣಾತ್ಮಕವಾಗಿರ 


ಬೇಕಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಅಂದರೆ ಅದು -- _ ಎಂದಿರಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. 
Va’ +0 
ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ) = ನ. ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
Va? + 0° 


ax + by + c = 0 ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ b > 0 ಆದಾಗ ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ರೇಖೆಗಿರುವ ಲಂಬ ದೂರವು — 


———_———— ಂಘಗಿವದೆ. 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ b <0 ಆದಾಗ p = Fr ಆಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸ 
a? -+- p> 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 27 + 3y — 5 = 0 ರೇಖೆಯು ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಸಂಧಿಸುವ ಬಿಂದು 
ಗಳನ್ನೂ ಅವುಗಳಿಗಿರುವ ದೂರವನ್ನೂ ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು . + 4 = ] 


7 + D — 1 ಎಂದು ಬರೆಯುವುದರಿಂದ ಅದು 
(3 3 


3 ೬3೫ -1ರರೂಪರಲ್ಲಿರುತ್ತಿದೆ. 
a b 
5 5 
a= 9 p — 3 p 
J. ರೇಖೆಯು ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಸಂಧಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳು (a, 0), (0: b) ಅಂದರೆ 
5 : A 5 
0 ). ' 3 
195 25 13 
೨ವುಗಳಿಗಿರುವ ದೂರ ವಾ =. ಈ — 
ಅವುಗಳಿಗಿರುವ ದೂ N a7 ; 5a 


2 Find the length and slope of the normal drawn 
from the origin to the line 2x —3y +5 =9. Find the foot 
of the normal also. 


Let us reduce the given equation to the Normal form. 


Let the normal form be zcosua+y sinu=p - (1) 
The given equation is 2¢—3y75=0....- (2) 
Comparing (1) and (2), 
cosu_ Su _ —Pp. — > ~s . 
5 =| prs CME oe imu = = 
7 2 mez 2 
comm eid & Se = 13p 
ಫ್‌ 25 
25 at 
ae a 
J 13 
Here since b = — 3, p _y 2 
VI: 
Maoh ae 
— oe 2 


This is the slope of the normal. Foot of the normal 


is [p cos «, p sin al= 5 3 


Exercises 5.6 


1 For each equation given below, (i) write an equi- 
valent equation in slope-intercept form ; (1) determine 
its slope ; (111) find the intercepts on the axes; (iv) write 
down the equation to the perpendicular line through the 
point where it meets the x-axis. ವ 


(i) 5u-+3y—6 = 0 (iv) 8—2y = 6x 
(11) p Sa Oy —12 =o tw (sy = (x+2)?+6 
(11) 31—5y = 0 (vi) (y+3)?=(y+4)?+2 
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j 


2 2x—3y+5--0 ಸಮೀಕರಣವು ನಿರೂಪಿಸುವ ರೇಖೆಗೆ ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಲಂಬದ ಉದ್ದ ಮತ್ತು ಓಟಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಮೊದಲು ಲಂಬರೂಪಕ್ಕೆ ತರೋಣ 
ಲಂಬರೂಪವು ೫ cos a + y SID « =o (1) ಆಗಿರಲಿ. 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣ 20—3y-+-5=0 (2) 

(1). (2) ನ್ನು ಹೋಲಿಸಿದರೆ 


cos sin Sy _ | 3 
| < =i, snu= ZF 
5 4p” 9p? 1392 
*, eos*u+ sn = 1 = @ ole = a 
2 al 
a — Bo» — + 5A/7 Se. 
PE P 13 
ಇಲ್ಲಿ b= —3 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ p ಎ ನ. 
ಮಾ ¥ 3 
3p —3 
tan a = —2p — ny 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5-6 


1 ಈಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪ್ರತಿ ಸಮೀಕರಣಕ್ಕೂ (gq) ಅದಕ್ಕೆ ಸಮಾನವಾದ 
ಓಟ-ವಿಚಿ ನ್ನ ರೂಪದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ, (ರ) ಅದರ ಓಟವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿ, 
(c) ಅಕ್ಷಗಳ ಮೇಲಿನ ವಿಚಿನ್ನಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿ, (0) ಅದು ೫-ಅಿಕ್ಷವನ್ನು ಸೇರುವ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅದಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
(i) 52-+4+3y—6=0 (iv) 8—2y=62 
(ii) 187-+6y—12=0 (v (x—4)*+y= 4+2)?46 
(iii) 2a—5y=0 (vi) (y+3)?=(y+4)?+2 
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2 Which pairs of lines in the above example are 
parallel and which are perpendicular ? 


Find the distance of each of the lines in Pom 1 
from the origin. Find the coordinates of the foot of the 
perpendicular in each case. 


4 Show that the normal from the origin to the line 
segment joining the points (@ cosa, a Sin «) and 
(a cos 8, a sin B) bisects it. 


5 The line x—y /3+6=0 meets the axes in A and 
B. Find (i) 2XAB, (i) A AOB (in) p. 


6 If p is the length of the perpendicular from the 


1 4.4 


origin to the line 2 + 4% = 1, show that tat 3 
a b p a p> * 


7 Using an arbitary parameter find the general 
equation of 


(1) the line parallel to ax+by—+c =0. 

(11) the line perpendicular to axz—+by—c=0. 

(111) the line which is at a constant distance from O 

(iv) the line which makes a constant intercept on 
the z-axis. 

(v) the line which makes a given angle a with the 
X— avis. 

(vi) the line for which the sum of the intercepts is a 


_ 8 What is the equation of a line which is parallel to 
(1) a4+2y=1. (11) 4v=3y and passes through (1. 4) ' 

9 Write down the equations of the lines through 
(4, — 6) and respectively parallel and perpendicular to 
ee Tp 
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2 ಮೇಲಿನ ಲೆಕ್ಕದಲ್ಲಿನ ಯಾವ ರೇಖಾದ್ವಯಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆ 
ಮತ್ತು ಯಾವುವು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿವೆ ? 
R 
3 1ನೇ ಲೆಕ್ಕದಲ್ಲಿನ ಪ್ರಶಿರೇಖಬೆಯು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಷು ದೂರದಲ್ಲಿದೆ 
' ಎಂಬುದನ್ನು ಲೆಕ್ಕಮಾಡಿ. ಪ್ರತಿ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿಯೂ cond ಪಾದದ ನಿರ್ದೇಶಕ 
ಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


4 ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ (a cos ., asin y) ಮತ್ತೆ (a cos J, asin (3) 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬವು ಆ ರೇಖಾಭಾಗವನ್ನು 
ಅರ್ಥಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


ತ್ತದೆ. (i) 2 XAB; (i) AAOB, (ii) p ಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
6 p ಎನ್ನುವುದು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ pe + ; =] ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ 
a 


ಅಂಬದ ಉದ್ದವಾದರೆ, ry ಷ್ಠ a] ae 3 


—_ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


7 (i) axt+bytco=0 ರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ; 
(11) ax -+-by Ase Be son ಲಉಬವಾಗಿರುವ ; 
(iil) ಮೂಲಬಿಂದುವಿನದಿಂದ ಸ್ಥಿರ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ; 
(iv) g— BRO ಮೇಲೆ A ರ DS, a ಯನ್ನುಂಟುಮಾಡುವ ; 
(v) x— ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ದತ್ತಕೋನ ೬ ವನ್ನುಂಟುಮಾಡುವ; 
(vi) ಅಕ್ಷಗಳ ಮೇಲಿನ ವಿಚಿ ನ ಗಳ ಮೊತ್ತ 4 ಆಗಿರುವಂತಹ 
ರೇಜಿಯ ಸಾರ್ಪತ್ರಿಕ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸ್ವಚ್ಛಂದ ಸಿ ರಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿ 
ಕೊಂಡು ಬರೆಯಿರಿ. 
8 (i) zt2y=1 (i) 4z=3y 
ಠೀಖಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ (1, 4) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ 
ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವೇನು ? 


9 (4,—6) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಕ್ರಮವಾಗಿ 42-7೪-1 ರೇಖೆಗೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಮತ್ತು ಲಂಬವಾಗಿ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 


ಬರೆಯಿರಿ, 
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10 Show that the distance from the origin to the 
line joining (x, y,) and (Z,, Y,) 1s 
[2 YL, y,| 


5.7 Distance of a Point from a Line— 

Let ax—+by-+c=0 be the equation of a line l. Let 
Q=(z,, y,) be a point in the plane. Then the equation 
of a line through Q parallel to / will be of the form 

ax-+-by +c’ =0 

Let P and P’ be the feet of the perpendiculars 
drawn from O tol and l’. 

Then, if b>0 (if not multiply 
it by —1 and make b>0), 


—- — a! 
= and OF = so 
V a2—+b2 a V a+b? 


Since 0, P, P’ are in the same line, we have 
FP"=OP ASE (Vide Sec. 4.1) 


SC OO, 


es 
==! = 


Math Vere ab 
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10 (2,- y,) ಮತ್ತು (೫, y,) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗ 
ದಿಂದ ಮೂಲಬಿಂದುವಿಗಿರುವ ದೂರವು 


yoy [nay] 

ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

5-7 ರೇಖೆಯೊಂದರಿಂದ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿಗಿರುವ ದೂರ 
ax+by+co=0 ಎನ್ನುವುದು | ಎನ್ನುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವಾಗಿರಲಿ. 


Q (2, ೪) ಎನ್ನುವುದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಮೂಲಕ 
ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ರೇಖೆ 1ನ ಸಮೀಕರಣವು 


ax+by +c’ =0 ರೂಪದಲ್ಲಿರುವುದು. 
P ಮತ್ತು P'ಗಳು 0 ನಿಂದ 1 ಮತ್ತು |’ ಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಪಾದಗಳಾಗಿರಲಿ. 


ಚಿತ್ರ 5.9 


(ಹಾಗಿಲ್ರದಿದ್ದಾಗ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು —] ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ b>o ಆಗುವಂತೆ ಮಾಡಿದರೆ) 
PA > — 

OP = BR ಮತ್ತು OP’ = 

“a2 —+-b? 


0, P, P' ಗಳು ಒಂದೆ ಸರಳ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ 


PP’ = OP’ — OP. (4-188 ಪ್ರಕರಣದಿಂದ) 


Since Q (z,, y;) is on the line I’, ax, +by,+e'=0 
and soc’ =—(ax,-+by,) 
aan, -+-by, +¢ 
= EE 


Similarly, if we take az+by+c=0 with b < 0, 


sy amt by te 

7 = VEE | 

If weare interested in the distance of P’ from], then | 
2 |e | Sa 
PP = |PP’| = ee 


Aliter: Shift the origin to Q(a,, y;) and call the 
new co-ordinates X, Y. Then x=X-+-a2,, y=Y+.",. 
Then, the equation az+by-+c=0 becomes 
a(X-+2,)+b (Y+y,) +e=0 
or aX +-bY +(az, +by, +c) =0. 


Let QZ 10. 
.°. Distance of the line from the new origin viz., Q is 
6 ~ gta +e 
¥ 034. 


As already stated, if b>0; the directed distance 


from Q to lis | 


ax, +by +c 
TA - ax, +by, +e 
a= —** ar 
., x at, +by, +e, 
and if b < 0, it is ark aus] 
-  @nby-c 
ue. LQ = — We 
97 


Q(x,» Y,) ಬಿಂದುವು |’ ನಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ, ax, +by,+c' =0 ಅಂದರೆ 


¢’=—(az,+ by,) ಆಗಿರುವುದು. 


—> 
PP’= ax, +-by, +¢ | 
Ve+b? 
ಇದರಂತೆಯೇ ೩೫-by 4 ೭-0 ಸಮೀಕರಣವನ್ನು b<o ಇರುವಂತೆ 


a. — 
"ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, PP’=— ax, + by, +e ಎಂಬುದಾಗಿ ತೋರಿಸಬಹುದು. 


VC+h 
ನಮಗೆ 1 ನಿಂದ P’ ಗಿರುವ ದೂರ (WHO) ಮಾತ್ರ ಬೇಕಾಗಿದ್ದರೆ 
> 
ec Pp’ =| Pp’) = |S tPA!) nುವುದು. 
Vv a? +6" 


ಎರಡನೆಯ ವಿಧಾನ: ಮೂಲ ಬಿಂದುವನ್ನು Y (4, y,) ಬಿಂದುವಿಗೆ ಪಲ್ಲಟಮಾಡಿ 
ಹೊಸ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ೫, Y ಗಳೆಂದು ಕರೆದರೆ, 


z=X+tz,,y=Y+y 
ಆಗ axtbytc=0 ಸಮೀಕರಣವು a (X+2%,)+b (Y +9) +c =0 
ಅಥವಾ aX +bY +(az, +by, +0)=0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಹೊಸ ಮೂಲ ಬಿಂದುವಾದ Q ಯಿಂದ ರೇಖೆಗೆ ಇರುವ ಲಂಬ ದೂರ 
4 a, +by, +¢ 
py Na>+b° 
ಹಿಂದೆಯೇ ಹೇಳಿರುವ ಸಂಕೇತದಂತೆ H>O ಆದಾಗ ಛ್ರ ನಿಂದ 1 ಗಿರುವ 
_ aay +by, +e 
Vv a? +6? 
_> ee b +e 
ಅಂದರೆ EY Sia 
೦ LQ Q ELF 
ax, by, +e ; 
V a? +b 
ax+by+e - 
VEE 


ನಿರ್ದೇಶಿತ ಲಂಬ ದೂರವು 


ಮತ್ತು ಶಿ.೭೦ ಆದಾಗ ಈ ದೂರವು + 
vid i= — 
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Examples 


Let AP and BQ be the normals drawn from the giver 
points to the given line. Since b>0 in the given eqn:, 


PA = 3.2+1(—5)+5 MR _6 
/9+1 / 10 
= — 3(- 1) 4.:1(—8) 45 6 
B re — — . 
- V9+1 v'10 


Signs of PA and QB are opposite. 
”. A and B lie on opposite sides of the line. 


ns Ses 6 
And! PA| = a 
| PA| = |QB| 7 


[In such cases we say that one point is the image of the 
other point in the line.] | 


2 Ifp andp, are the distances of the point (2, y, 
from the straight lines x+y=0 and x—y=0 and 1 
P, p2 = —1, show that 2,?—y,?= +1. | 

Here P= (2, +4) and B= (x,—Y,) 


Phe { +(z,+y,)} (£m = —] 
or 7,’°—y,?>= +1. 


3 Obtain a formula for the perpendicular distance 
between the parallel lines /: ax+by+c=0 and 
Vik (ax+by) +d=0. 
Hence find the distance between 
5x—1=y and 2y=10zr+3. 


98 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 A (2,—5) 32, ಔ (-1,-8) ಬಿಂದುಗಳು 31 +4 45=0 
ರೇಖೆಯಿಂದ ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಇವೆರಡೂ Faring 
ರೇಖೆಯ ಒಂದೇ ಕಡೆಗಿವೆಯೇ ಅಥವಾ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಕಡೆಗಿವೆಯೇ ತಿಳಿಸಿ. 


A ಮತ್ತು ಔ ಗಳಿಂದ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದಿರುವ ಲಂಬಗಳು AP ಮತ್ತು BY 
ಆಗಿರಲಿ. ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಶ-1 ೨-0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


pA —32+1-.(—5)+5 _ = 
V9 +1 v1 
a os 
V¥9+1 ¥ 10 


ಇವೆರಡರ ಚಿಹ್ನೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ವಿರುದ್ಧವಾಗಿವೆ. 


— —— 

”. PA ಮತ್ತು ೧Bಗಳ ದಿಕ್ಕುಗಳು ಪರಸ್ಪರ ವಿರುದ್ಧವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
A, Bnಗಳುರೇಖೆಯ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಕಡೆಗಿವೆ. 

ಅಲ್ಲದೆ, ಇವುಗಳಿಂದ ರೇಖೆಗಿರುವ ದೂರವು (ಚಿಷ್ನೆಯಿಲ್ಲದೆ) ಸಮವಾಗಿದೆ. 


[ಇಂತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಇನ್ನೊಂದು ಬಿಂದುವಿನ 
ಪ್ರತಿಬಿಂಬ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ.] 


eS a —! ಆಗಿರುವಂತೆ Pp ಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (z,, y)) ಬಿಂದು 
ವಿನಿಂದ z+y=0O ಮತ್ತು 2z—y=0 ರೇಖೆಗಳಿಗಿರುವ ದೂರಗಳಾದರೆ, 
7 2—y,2 41 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
p= (z+Y) moe, p,= +(x, —Y;) 
- {4(Q4+H)} 1 t(a,—y,)| =pp,= —} 
ಅಥವಾ A = srl 


3 l:az+bhy+c=0ಮತ್ತುಗ:k(aztby) +d =O 
ಈ ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಲಂಬ ದೂರವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುವ ದೂರವನ್ನು 
ಪಡೆಯಿರಿ. 


ಇದನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ 50-1 = ಮತ್ತು 9೪ -102--3 ರೇಖೆಗಳಿರುವ 
ದೂರವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿ. 
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Let («,, y,) be a point on 1. 
"“ au, +by, +c=90- 
The distance from this point to the line / is 
hax, +kby, +d 
VEE 


- toga] = seo 


¥ 
k 


Va +b 
In the given lines 52—y—1=0 and ಭಾ ಆ 0 we 

have k=2. 

[3 


Distance between them is 


Exercises 5.7 
1 Find the distance of the given point from the 
given line in each of the following :— 
1) (0,1), Sup 
We, =I) wey 
(ii) (—4, 8), 6z+3y=112 
(iv) (5, 3), cw=—y+4 
(v) (4, 0), 5¢—y—8=0. 
2 Find the perpendicular distance oolong the 
following parallel lines. pal | 
| (1) c+y=8, 2¢+2y+5=0 
(1) 4a+y—5=0, 82-+2y+1=0 
(i) e+12y=0; 32-+36y+5=0. 
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(೫,» y,) ಬಂದುವು 1 ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಬಿಂದುವಾಗಲಿ. 
ಅಂದರೆ ax, + by, co. | 
ಈ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ |’ ರೇಖೆಗಿರುವ ದೂರ = 


k(az, +by,) +d | 
JV la? + Kb? 


k(—c) +d 
k J/a + 6 


[+ e= —(az,+by,)] 
: - —_e 

Vv a?-+-6?| & 
ದತ್ತ ರೇಖೆಗಳು 57—y—1 —=0 ಮತ್ತು 102—2y-+-3 =o. 
ಇಲ್ಲಿ k=2 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 


3 
= 1 

ರೇಖೆಗಳಿರುವ ಲಂಬದೂರ = [9 vr, = Ss 
J) gaa 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5-7 


1 ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ದತ್ತರೇಖೆಗಿರುವ ಲಂಬದೂರವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(i) (0,1); 57+4y=1 

(i) (2, —1); x=y- 

(1) (— 4,8); 67+3y=112. 
(iv) (5.3); w= —y+4. 

(v) (40); 5x2 —-y —8 =0. 


Q ಕೆಳಗೆ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳಿಗಿರುವ ಅಂತರವನ್ನು 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. | 
(i) z+ y=8; 2a4+2y+5=0. 
(ii) 4a+y—5=0; 8%+42y+4+1=0. 
(iii) a+12y=0; 394+36y4+5=0. © 
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8 Show that the product of the lengths of al 

normals drawn from the points (+4, 0) to the line 
3x cos 0--5y sin 0=75 1s 9. | 

4 Verify whether the points (3, 4) and (+2,—6) 
lie on the same side of 32—4y=8. 

5 Show that the point (3, —5) is in between the 
lines 22-4 3Yy=7 and 2x-+-3y-+12=0. 

6 Show that the triangle formed by the points 
(3, 7), (—3, —1) and (—1, —1) hes entirely on one side 
of the line 32—8y=7. f 

7 What is the image of the point (2, 1) im the line 
2x—3y+1—0. | 

8 22—3y--4=0 is the perpendicular bisector of the 
line segment AB. IfA=(5, 6), find B. 


5.8 Intersection of Two Lines— 


Let az+by+c=0 x WW 
a’'x-4-by +-c’ =0. a ©& | 
be two lines in a plane. Their slopes are respectively — 
=< (3) 

Fr’ & 


If $= a (1) and (2) determine two inter- 


secting lines. Let us find out the point of intersection | 
and the angle between them in such a case. | 


_ Let (x,y) be the point of intersection. Then, | 

since this point lies on both the lines, z,, y, satisfy both the | 

equations. | 4 
ue. az,+by,-+c=0 

and = a‘x,+b’y,+c’=0 


a — —_—— ———_— 
bc’ —b’e ca’—c’a ab’—a’'b 


be’—b'e ca'—c'a 


on ae’ aad 
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3 (೬4,0) ಬಿಂದುಗಳಿದ 35 cos O+5y sin 0=15 ರೇಖೆಗೆ 
ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಉದ್ದಗಳ ಗುಣಲಬ್ಬ ವು 9 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


4 (3, 4) ಮತ್ತು (2, — 6) ಬಿಂದುಗಳು 3r—4y - 8 ರೇಖೆಯ ಒಂದೇ 
ಪಾರ್ಶ್ರಕ್ಕಿವೆಯೇ ನೋಡಿ? 


೨ (3, —5) ಬಿಂದುವು 2೫-434-7 ಮತ್ತು 2೫-13 12=0 
ರೇಖೆಗಳ ನಡುವೆ ಇದೆ ಎಂದು ante” 4 il. My 


6 (3.7), (—3, —1)ಮತ್ತು (1, -1) ಬಿಂದುಗಳಿಂದೇರ್ಪಟ್ಟ 
ತ್ರಿಭುಜವು ಪೂರ್ಣವಾಗಿ: By = 7 ರೇಖೆಯ ಒಂದು ಪಾರ್ಶ್ರಕ್ಕಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ; 


1 2a—3y+1=0 ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ (2, 1) ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರತಿ ಬಿಂಬವೇನು? 


8 24—3y—4=0 ರೇಖೆಯು 4B ರೇಖಾಭಾಗದ ಲಂಬ ಅರ್ಧಕವಾಗಿದೆಃ 
A = (5; 6) ಆದರೆ B ಯನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


5-8 ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ 
az+by+c=0, (1) 
ಮತ್ತು ೧'1-4 by ¢c' =0 (2) 
ಗಳು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. 
ಅವುಗಳ ಓಟಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 9. ಮತ್ತು — ~ 


(3) 

ME ಲ ಅದಾಗ (1) ಮತ್ತು (2) ಪರಸ್ಪರ ಛೇಧಿಸುವ ಎರಡು 
ರೇಖೆಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತವೆ. ಅಂತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಅವುಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವನ್ನು 
ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನೂ ಈಗ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯೋಣ. 

(೩, ೪) ಎಂಬುದು ಅವೆರಡರ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಈ ಬಿಂದುವು 
ಎರಡೂ ರೇಖೆಗಳ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ, 7, y, ಗಳು ಎರಡೂ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 
ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತವೆ. 

ಅಂದರೆ, az, +by,+c=0 
ಮತ್ತು a’z,+b'y,+c'=0 


- Ly ಈ y - 1 
ಅಥ Ue ee =r 2 
bc’—-b’c ca’ —c'a ap’ —a 
be’ —b’'c ca’ —e'a 
ಅಧವಾ : 
GO 2, ES °°” a’ —@6 


- The point of intersection of two we 

lines az-+-by-+c=0 and a'z+b'y +e =0 1S 
be'—b’'ce ca’—c'a 
ab’—a'b’ ab’—a’b 

(Notej: that here also it follows that if ab’=a'b, te. 
if the slopes are equal, the point of intersection 1s undefin 
and so the lines become parallel). 

Now, from (3), we have that if (5): =) =— 
is not true, the angle between (1) and (2) is different fron 


7. In such a case, if be the angle between them, w 


— 


have (from Sec. 5.3), 


me RAN yo 

p 6) — ab’—a'b 
TT ) 
ry Ae 


Thus, the angle between the two intersecting lin 
ax-+by-+c=0 and a’z-++b’y-+c’=0 is given by 


tan 0 = 


[Note: that here also it follows that, if aa’+6b’=0 
1.e., if the product of the slopes is —1, the tangent of th 
angle between the lines is undefined and so the lines be 
come perpendicular.] OE ee 


Examples 


_ 1. Show that the equation of the line through th 
origin making an angle ¢ with the line y=mz-+b is 
y _ m+ tan? 
xc Ii\-—m tan ¢ 
Find the point of intersection. 
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”. ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ axthyt+tc=O0 ಮತ್ತು a’x+bh'y+c' =0 
ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ "ಬಿಂದು : yr 


bc’—b’'c ca—c'a 
ab —ab’ ab'—a'b; 
[ab’=a’b ಆದಾಗ ಅಂದರೆ ಓಟಗಳು ಸಮನಾದಾಗ, ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವು 


ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗುವುದರಿಂದ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗುವುವು ಎಂಬುದು 
ಇಲ್ಲಿಯ p>. ಗಮನಿಸಿ.] 


£4) Go 


ಅಲ್ಲದಿದ್ದ ರೆ (1) ಮತ್ತು (2) ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು ಲಂಬ ಕೋನಕ್ಕೆ oS wed 
ಯಾಗಿರುವುದು ಎಂದು (3) ರಿಂದ ತಿಳಿದು ಬರುತದೆ. ಅಂತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಅವುಗಳ 
ನಡುವಿನ ಒಂದು ಕೋನದ ಪರಿಮಾಣವು a ಆಗಿದ್ದರೆ, (5.3ನೇ ಪ ್ರಕರಣದಿಂದ) 


| ಆಗಿರುವುದು. 


@ | (7) | 
tak 2 * ‘b]. ;_ ab’—a'’b 


pe VE ~ bps 
| b p’ ; 


ಹೀಗೆ. BOA, ರ ಛೇದಿಸುವ ax +by+c=o ಮತ್ತು 12-4-0 yc’ =o ರೇಖೆ 
ಗಳ ನಡುವಿನ' ಕೋನವು 


eT 
(aa’ +bb’ =0 ಆದರೆ, ಅಂದರೆ ಒಟಗಳ Throw ವು 1 ಆದರೆ, ರೇಖೆ 
ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನದ ಸ ರ್ಶ ಜಾ No) (tangent) NOFA Bo ಗುವುದರಿಂದ ರೇಖೆ 
ಗಳು ಪರಸ ರ ಲಂಬವಾಗೆವುದೆಂದು ಇಲ್ಲಿಯೂ ಗೋಚರವಾಗುವುದು.) 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 ಮೂಲಖಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಹಾಗೂ y=mx+b ರೇಖೆ 
ಯೊಂದಿಗೆ q ಕೋಸನವನ್ನುಂಟು ಮಾಡುವ ರೇಖೆಯಂ ಸಮೀಕರಣ. | 

‘y _ my tan > 

೫ l1—m tan ¢ £3 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, ಈ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ.ಸಂಗಮ ಬಿಂಡುವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಿ. 
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Let the line through the origin making an angle 
with y= mz +b has its equation y=m's. 


mM’ —m 
Then, tan $= aE 
4.6» m (1—m tan ¢)=m-+-tan ¢ 
ಷಃ m-+tan ¢ 
=m tan ¢ 
. # m--tan ¢ 


“¢  I—mtan ¢ 
is the required equation. 
The two lines are y=mz-—-b. 


- oat a 


1—m tan ¢ 
Solving we get 
———— ES = 
- be ts 4 
b pl tan m+ (en -) | 
1 —m tan® l1—mtan¢ 

The point of intersection is 

| =" ef | m-+-tan ¢ | 

J m+tang l1—m tan ¢ _ | 

[a re WN 

) — mtan ¢ 


2% Find the distance of the line 52+8y—1=0 from 
the point (2, 1) measured along a line whose slope is 1. 
Any line through (2, 1) with slope 1 has the equation 
y-l=1(@—-2) 0. 2—-y-1=0. 
The point of intersection of this with the given line is, 
(by solving «—y—1=0 and Se4-8y — 1=0) 


9 —4 
i” 18 
Distance of this point from (2, 1) is 
9 2 —4 74 
«eT — 
Ga?) + a) P 
This is the required distance. 
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= meh ರೇಖೆಯೊಂದಿಗೆ ಛ ಕೋಸನವನ್ನುಂಟುಮಾಡುವ ಮತ್ತು ಮೂಲ 
a ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ y=m'x ಆಗಿರಲಿ, 


ಆಗ tan g= ನ 
1+-mm’ 
ಅಂದರೆ m’ (1—m tan ¢) = (m + tang) 
ಅಥವಾ - — m-- tan ¢ 
1—m tang © 
G2. Sees 
x 1—m tan ¢ 
ಈಗ y= m-+ tang 
1—m tang 
ಮತು y mx +b ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ 
CO © 
—b _p» | tang a ( m-+ tang 
i—m tang 1—m tang 
| ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
+, ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದು 
( We m+ tang 7 
| —b 1—m tang | | 
| m-+tanp m+ tang | 


| 1—m tan} 1—m tang ಷ್ಟ py 
2 (2, 1) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ Sel — 0 ರೇಖೆಗೆ ಓಟವು 1 ಆಗಿರುವ 
ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಅಳೆಯಬಹುದಾದ ದೂರವೇನು 
(2, 1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಘೂ ಓಟ 1 ಆಗಿರುವ ಯಾವುದೇ 
ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ y—1=1 (2—2) Sಥಧವಾz—y—1=0. 
ಈ ರೇಖೆಯ ಮತ್ತು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಸಂಗಮ ಬಿಂದು, (x—y—1=0 ಮತ್ತು 
—4 
es) aN 
52+ 8y—1=0 NK 73 = | 
(2, 1) ಮತ್ತು ಈ ಬಿಂದುವಿನ ನಡುವಿನ ದೂರ 


(5) + Ga") 
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Exercises 5.8 


1 Find the point of intersection and the angl 
between each of the following line pairs :— 


(i) y=2a and z+y=7 
(ii) c+y=5 and 57-+8y=0 
(iii) z—y=1 and z—-yvV3 +2=0 
(iv) 2+2y+3=0 and 27—2y=0 
(v) 3a-+4y+5=0 and 5%+4y+5=0. 
2 Show that the straight lines 3x7-+y+4=0, 


3a-+4y—15=0 and 24%—7y—3=0 form an isosceles 
triangle. 


3 Show that the lines 7+3y—10=0, 7+3y—20=0, 
3a—-4y+5=0 and 3x—y—5=0 form a rectangle. Find 
the lengths of its sides. 


4 <A line through the point (4, 1) is such that its 
point of intersection with the line 3x—-y=0 is at a distance 


eae. so 
V2 from this point. Find the slope of the line. 


5 Findthe equation of the line which passes through 
the point (4, 3) and makes an angle 45°. with the line 
3x4-+4y+6=-0. Find their point of intersection. 


6 Find the equation of the line through (—2, —7) 
which has a length 3 intercepted on it by the parallel lines 
ae and | How many such lines are 
there ? iii iT 2 


7 Find the distance of the line 3x—y=0 from the 
point (4, 1) measured along a line ನಾಕ an angle 135° 


with the positive direction of z— axis. 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5-8 


1 ಈ S8AS BB de SB, ಯಗಳ ಸಂಗಮಬಿಂದು ಮತ್ತು ಅವುಗಳ 
ನಡುವಿನ ಕೋ ನವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


(1) y= 2a ಮತ್ತು ೫ y=. 
(11) 2-4-y=5 ಮತ್ತು 50 4+8y <0. 
(1) c—y=0 ಮತ್ತು ೫/3720. 
(iv) 2-4-2y--3=0 ಮತ್ತು 90-2y=0. 
(v) 32% 4y 45 =0 ಮತ್ತು 5044445 =0. 


2 374y+4=0 Sat 4y—15= =0 ಮತ್ತು 244—Ty—3=0 
ರೇಖೆಗಳು ADO, ಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜವೊಂದನ್ನು ಏರ್ಪಡಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


3 «¢+3y—10=0, x+3y—20=0, 3x—ty+5=0 
ಮತ್ತು 32—y—5=0 ರೇಖೆಗಳು ಆೆಯವೊಂದನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. ಅದರ ಬಾಹುಗಳ ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ: 


4 (4,1) WOODS ಪುೂಣೂಲಕ ಸಾಗುವ ಒಂದು ರೇಖೆಯು ಈ ಬಿಂದುವಿ 
ನಿಂದ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 34—y=0 ರೇಖೆಯನ್ನು ಸಂಧಿಸುತ್ತದೆ 


ಈ ರೇಖೆಯ ಓಟವೇನು? 


5 3a + 4y + 6 = 0 ರೇಖೆಯೊಂದಿಗೆ 45° ಕೋನವನ್ನುಂಟುಮಾ 
ಡುವ ಮತ್ತು (4,3) ಹ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


6 4x + 3y = 12 ಮತ್ತು 4a + 3y = 13 — ಈ ಸಮಾ 
ನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ NWA won ಉದ್ದವನ್ನು 3 ಮಾನಗಳಾಗಿ ಉಳ್ಳ 
ಹಾಗೂ( 2, —7) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣವೇನು ? 
ಅಂತಹ ಎಷ್ಟು ರೇಖೆಗಳು WB As ತ್ತವೆ ? 


1 2 — ಅಕ್ಷದ ಧನ ದಿಕ್ಕಿನೊಂದಿಗೆ 135° ಕೋನವನ್ನುಂಟುಮಾಡುವ 


ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿ (4, 1) ಜಿಂದುವೆನಿಂದ 3a — y = 0 ರೇಖೆಗೆ ಅಳೆದ 
ದೂರವೇನು? 
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5.9 Lines through the point of Intersection of Two Lines— 
Let 1 and I’ be two lines intersecting at P. 


Let ax+by +c=0....(1) 

and a’x-+-b'y+c' =0.... (2) be their equations. 

bet P=(c', 7’). 

Consider the equation 

(ax by +e) +h(a'e-+b'y re) = 0;....6) 
which is also of first degree in z and y. So it represent 
a line in the plane. It can be easily seen that this equatio: 
ig satisfied for z=z, and y=y,, irrespective of the value 
k. Hence the equation (3) represents a line through th 
intersection of (1) and (2). For different values of k w 
obtain different lines through the intersection of the give 
lines. k will be determined if we are given an addition 
condition such as another point on the line or its slo 
Note that here we can write down the equation of a lin 
through the intersection of two lines without finding th 

point of intersection. 


Examples 
1 Find the equation of the line through the int 
section of the lines 32—5y—1=0 and 22—3y—1=0 an 
perpendicular to the latter. 


Any line through the intersection of the given lin 
has the equation in the form 


(3a—5y—1) +h(2a—3y—1)=0 
1.e.» (3+2k)a—(5+3hk)y—(k +1) =0. : 
Since the required line is perpendicular to 22—3y—1 = 


wine BU jab 
5+3k 2 13 
The required line has the equation 
(3a—5y—1) — 7 (22—3Y—1) = Oi.e. 3a-+2y—8—= 
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ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಗಳು 


| ಮತ್ತು 1 ಗಳು Pw ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. 
ಅವುಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳು ಕ ase 


TERT Pie ; 
oe oe — By +c =0... 8 ಗಳಾಗಿರಲಿ. 
= (೫', y') ಆಗಿರಲಿ. 
(ax + by + c) + k (a'x+b'y+c’) =0.--.(3) 

(3) ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಇದೂ ಸಹ ೫, ೪ ನಲ್ಲಿ ಮೊದಲ 
ಪ್ರಮಾಣದ ಸಮಾಕರಣವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಇದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಒಂದು ರೇಖೆ 
ಯನ್ನು ಸಿಪೂಹಿಸೂವುದರ. k ಬೆಲೆಯು ಯಾವನ್ರದೇ ಆದರೂ ಈ ಸಮೀಕರಣವು 
1 = 7 ಮತ್ತು y = ಗಳಿಗೆ ಸಿದ್ದಿ ಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದ ರಿಂದ ಸಮೀಕರಣ @); (1) 
ಮತ್ತು (2) ರೇಖೆಗಳು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ನಿರೂಪಿಸುತ್ತದೆ. ಯ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ನಾವು ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಿನ 
ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ವಿವಿಧ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ 
ಇನ್ನೊಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೊಡುವುದು ಅಥವಾ ರೇಖೆಯ ಓಟವನ್ನು ಕೊಡುವುದು 
ಇಂತಹ ಮತ್ತೊಂದು ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಯನ್ನು ನಿರ್ದರಿಸಬಹುದಾಗು 
ತ್ತದೆ. ಸಂಗಮ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು"” ಕಂಡುಹಿಡಿಯದೇ ಆ ಬಿಂದುವಿನ 
ಮೂಲಕ ಸ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ' ಈ ವಿಧಾನದಿಂದ ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 37-—5y—1=0 ಮತ್ತು 2%0-3y-1=0 ರೇಖೆಗಳ 
ಸುಗಮ ಬಿಂದುವಿನ ' ಮೂಲಕ ಎರಡನೆಯ ರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 


ದತ್ತರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಹೋಗುವ ಯಾವುದೇ ರೇಖೆಯ 
ಸವೀಕರಣ (3a - 5y —1) +k (02 — 3y —1) =0- 

ಅಂದರೆ (3-4-2k)z — (543k) y — (k+1) =0- 

ಬೇಕಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯು 2a — 3y —1=0 ರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರ. 
A wee 6B + 8. 
5 + 3k 2 13 
- ಬೇಕಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 


ಕಾರಣ 


(32— By —1) — ass (2% —3y—1)=0 
ಅಥವಾ 3x + 2y —8 = 0. 
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2 Find the co-ordinates of the orthocentre of the 
triangle formed by the lines given by the following equa- 
tions. 

et+2y=0; 4¢-+3y=5; 32+y=0. 


Let A, B, C be the vertices and AD, BE, CF are the 
altitudes. Let the eqns. of AB, BC, CA be x+2y=0; 
4x-+3y=5 and 3x+y=0 respectively. 


Then : 
Eqn. of the line AD has 
the form (x+2y)+4A(3a+y)=0. 


4* +39 5 D 


Fig. 5.10 
Its Slope is +32. since AD 1 BC 


© 


I OM 
ಗ + ¢ or —4—12k=6+3k 
k=—2 
Equation of AD is (o+-2y)—= (32--y) =0. 
1.e. or 3a—4y=0 ao | 
Similarly eqn. of BE is x—3y—5=0. 8) 


The orthocentre is obtained by solving (1) and (2). 
1.€.t=—4, y=—3. 
(—4, —3) is the orthocentre. 
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2 xt+2y=0, 424+3y=5, Baty=0 ಸಮೀಕರಣಗಳು 
ನಿರೂಪಿಸುವ ರೇಖೆಗಳಿಂದೇರ್ಪಟ್ಟ' ತ್ರಿಭುಜದ ಲಂಬಕೇಂದ್ರದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. | 


A.B,C ಗಳು ದತ್ತ ತ್ರಿಭುಜದ ಶೃಂಗಗಳೂ AD. BE, CF ಗಳು ಅದರ 
ಲಂಬರೇಖೆಗಳೂ ಆಗಿರಲಿ. AB, BC, CA ಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 
2+ 2y=0, dat3y=5 ಮತ್ತು 304-0 ಆಗಿರಲಿ. 
ಆಗ AD ಯ ಸಮೀಕರಣದ ರೂಪವು. (1-24) + K (32--y)=0. 


ಚಿತ್ರ 5.10 


AD 1 BC ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಅದರ ಓಟ = a 


— ea ae 
Hk 4 3 
AD ಯ ಸಮೀಕರಣ: (1424೪) — © (30-+4) =u. 
ಅಥವಾ 3r—4y = 0- > eat) 
ಹೀಗೆಯೇ BE ಯ ಸಮೀಕರಣ: gx—3y—5—0. ... ಈ 


(1) ಮತ್ತು (2) ನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ ಲಂಬ ಕೇಂದ್ರವು ಬರುವುದು 
Lg=—4, y= — 8. 
(—4, —3) ಬಿಂದುವೇ ಲಂಬ ಕೇಂದ್ರ. 


PART II 105 14 


1 Using the formula of this section obtain the | 
equations of the lines through the point of intersection of | 
each of the pairs of lines given in Pbm. 1, Exercises 
5.8 and (i) Perpendicular to ; (ii) Parallel to the line | 


aty+8=0. | 
2 Find the equation of the line through the inter-& 
section of 42—3Y—1=0 and 2a--5y+3=0 and 
(i) making equal angles with the axes. 
(ii) having intercepts on the axes whose sum is k. 
(iii) lying at a distance 5 units from the origin. 
3 The equations +1 = 0. 4y+5 = 3a and 
5x 12y = 27 represent the sides of a triangle. 
Find the equations of (i) the medians, (ii) the alti- | 
tudes. 


4. Show that the line through the intersection of 
act-+by+c=0 and dz+ey+f=0 and the point (a, y,) has 
the equation Bs 

az-+-by+e _ dz+eytf 
ax,-by,+e defy 

5 If the lines ax+by+c=0 and a’¢+b'y+c’ =0 
intersect at p, show that ) 

(1) the equation of the line through the origin and P © 
is c’ (ax+by) = c (a’x-+0'y). | | 
(11) the line through P, parallel to y=mz has the | 
equation 


Excercises 5.9 


az-+-by+e _ az’ yc’ 
a-—— mb a’ mb’ 
(11) the line through p, perpendicular to 
px+qy+r=0 has the equation 
az+bytc _ az+b'y +e’ 


ap+-bq ap+bq 
106 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5-9 


1 ಅಭ್ಯಾಸ 5-8 ರ [ನೆಯ ಲೆಕ್ಕದಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖಾದ್ವ ಯಗಳ 
ಸಂಗಮ ಬಿಂದಾವಿನ ಮೂಲಕ, ೫-4y Am 0 ರೇಖೆಗೆ (1) ಲಂಬಿವಾಗಿ : 
(11) ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಹಾದು ಹೋಗುವ ರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಈ 
ಪ್ರಕರಣದ ಸೂತ್ರದಿಂದ ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


2 (i) ಅಕ್ಷಗಳೂಂದಿಗೆ ಸಮಾನ ಕೋನಗಳನ್ನುಂಟು ಮಾಡುವ; 


(11) ಅಕ್ಷಗಳ ಮೇಲಿನ ವಿಚ್ಛಿನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತವು ಆಗಿರುವಂತಹ ; 


(111) ಸಂಂವನಿಣನೆ 5 ಮಾನಗಳ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ 


ಮತ್ತು i 1=0 ಮತ್ತು 2೫--ರಿ y+3=0 ಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಿನ 
ಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ ರೇಜಿಯ ಎ ಔತ 2 


3 ve+1=0, 4y+5=3x 82%, 5x4 l2y=—27 ಸಮೀಕರಣ 
ಳು ತ್ರಿಭುಜಮೊಂದರ ಬಾಹುಗಳನ್ನು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತವೆ, ಆ ತ್ರಿಭುಜದ (i) ಮಧ್ಯ 
ಖೆಗಳ, (ii) ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳೇನು 2 


4 (a, y,) ಮತ್ತು a+bytc=0, dx+ey+f=0 ಗಳ 
೦ಗಮ ಬಿಂದುಗಳ ee ಸುಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 


ax+by+c _ dz+eytf 


ax,+by,+¢ dx,+ey, +f 


೦ದು ತೋರಿಸ್ಸಿ 


5 aevtby+c=0 ಮತ್ತು a’x+b'y+c'=0 ರೇಖೆಗಳು Pp 
ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ, 


(1) ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ P ಗಿರುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 

ce’ (ax+by) = c(a'z+b’'y); 

(ii) y= mx ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ P ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣ (ax by --c)/(a —-mb) = (a’x-+b’y+c’)/(a’ +m’) ; 
(111) pa-tqy+r=0n ಲಂಬವಾಗಿ P ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯ 

ax—+-by--ce a’a+b'y+c 


ಕರಣ = —— ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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5.10  Biscetors of the Angle between Two Lines — 
Let /=ax-+by+c=0 
and l’=a'xz-+b’'y+c’=0 be two lines in a plane. 


Any line through their intersection is given by 


(ax --by+c)+K (a’x-+b'y+c')=0. 


This represents an angular bisector of | andl if an 
point (x. y) on this line is equidistant from / and U’. 


Fig. 5.11} 


; | at-+-by +e a’a+b'y+e’ 
1.€. —— ಷಾ 
| 4 & <0 / a’? +b" 
Ne ax+by-+ce ಮ a’a+b’y+c’ 
© VEE VT 
Ss. ax-+by+ce _ + e+e : 
a’a+b'y +e’ * 4/3 qa’? +b” \ 


Equation of a bisector is 


(ax-+-by-+c) F V 77 (a’x+b’y+c’) = 


or VET (a’ +b +¢’ k & _v a2 1b" $57%(aa-Lby +48 
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ಶ.10 ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನದ ಅರ್ಧಕಗಳು 
; LLL 


l = ar+by+e=0 

ms, = a'xr+b'y+c'=0 

ಗಳು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳಾಗಿರಲಿ. 

ಇವೆರಡರ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 
(awtby+c)+-K (a’x+b'y+e’)=0 

ಈ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದು (a, y) ಯು | ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ 


ಸಮಾನದೂರದಲ್ಲಿದ್ದ ರೈ ಈ ರೇಖೆಯು ] ಮತ್ತು |’ ಗಳಿಂದೇರ್ಪಟ ಕೋನದ ಒಂದು 
ಆರ್ಧಕವಾಗುವುದು" 


ಚಿತ್ರ 5.11 
ಅಂಪಕರೆ | ax+by+e a'eb'y +e | 
Vere vat +b" 
ಅಥವಾ by _ , vetbyte 
V a+b va?+b? 
we eee) a a*+-b? 
ಅಥಿವಾ K = ant+by+te ¥ V 2% 


- ಕೋನದ ಅರ್ಧಕದ ಸಮೀಕರಣವು 


(ax -— by --C) ¥ A ate (av’xz+by+c')= 


ಅಥವಾ Vaz bP p2 (az+hy+C) + Nahe (ax +by-c) = 
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This shows that there are two angular bisector corres 
ponding to the two signs. It can be easily verified tha 
these two are perpendicular to cach other. 


Example 

Find the equations of the two bisectors of thi 
angles made by the lines 
5a-+12y—52=0 and a 0. 


From the above result, the bisectors are 
V/ 42 +32 (5a -+12y—52) +N 5241224 — 3y +34)=0 


or 772 +21y+182=0 and 277—99y +702 =0. 


Exercises 5.10 


1 Determine the angular bisectors of each of th 
pairs of lines given in Pbm. 1, Ex. 5.8. 


2 Show that the line through the origin and th 
point of intersection of the lines w—y—4=0 af 
7x -+y+20=0 is a bisector of the angle between them. : 


3 What are the equations of the lines which pas 
through the foot of the normal from the point (3, 2) to th 
line 32—4y+3=0 and bisecting the angle between th 
normal and the line. | 


4 What are the lines which bisect the angle betwee 
erty /3=6+2,/3 and xy 3= 6 24/9 Find the rad 
of the circles which have their centres on the axes an 
touch the given lines. | 


5.11 Concurrence and Collinearity— 


Let 1,, l,, 1, be three lines in a plane. These line 
are said to be concurrent if all of them have a point 1 
common. 1.¢. if one line passes through the point of inter 
section of the other two. The common point of intel 
section is called the point of concurrence. 
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ಇದು ಎರಡು wa nen ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟಂತೆ, ಎರಡು ಕೋನಾರ್ಧಕಗಳಿರುವುದೆಂದು 
ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. ಇವೆರಡೂ ಅರ್ಧಕಗಳು” ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುತ್ತವೆಂದು ಸುಲಭ 


ವಾಗಿ ತಾಳೆ ನೋಡಬಹುದು. 
ಉದಾಹರಣೆ 


w+ 12y --52=0 ಮತ್ತು 4a—3y 4+ 34=0 
ರೇಖೆಗಳಿಂದ ಏರ್ಪಟ್ಟ ಕೋನಗಳ ಅರ್ಧಕಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶದಿಂದ, ಅರ್ಧಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
V2 32 (Sa 12y—52) + / §F 4 19% (42—3y434)=0 
ಅಥವಾ 77x+-2ly 4182 =0 ಮತ್ತು 274—99y + 702 =0. 


ಅಭ್ಯಾ ಸಗಳು 5.10 


1. ಅಭ್ಯಾಸ 5.8 ರ 1ನೇ ಲೆಕ್ಕದಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪ್ರತಿ ರೇಖಾದ್ವ ಯದ 
ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳ ಅರ್ಧಕಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು” ಮಾಡಿ. 


2. ೫—y-—4=—0ಮತ್ತು77--y-- 20-0 ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದು 
ಹಾಗೂ ಮುಕಲಅಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ರೇಖೆಯು, 
ಅವುಗಳಿಂದೇರ್ಪಟ್ಟ ಕೋನದ ಅರ್ಧಕವಂದು ತೋರಿಸಿ. 


3. (3,2) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 37-4೪4 3-0 ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬದ 
ಪಾದದ —— 4 ದತ್ತ ರೇಖೆ ಹಾಗೂ ಲಂಬದ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ಅರ್ಧಿಸಿಕೊಂಡು 
ಹೋಗುವ ರೇಖೆ ೀಕರಣವೇನು 2 


3 = 64-245 ಮತ್ತು ೫-3 6-2೪3 ರೇಖೆ 
FR, ಕೋನಗಳನ್ನು ಅರ್ಥಿಸುವ ರೇಖೆಗಳು ಯಾವುವು? ಈ ರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ಸ ರ್ಶಿಸುವಂತೆ ಅಕ್ಷಗಳ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನುಳ ವ ತ್ರಗಳ ತ್ರಿಜ ಗಳೇನು ? 


5.11 ಏಕ Rows ಸಂಪಾತ ಮತ್ತು ಏಕ ರೇಖಾಗತ 


1, 1, ಗಳು ಒಂದು ರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. ಇವುಗಳಲ್ಲಾ ಒಂದಂ 
ಸಾಮಾನ ಜೆಂದುವನ್ನು ಹೆ ಹೊಂದಿದ್ದರೆ ; ಅಂದರೆ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ ಬೆರಿದುವಿನ 
gu ಮ — peer ಯೆ ಸಾಗುವಂತಿದ್ದರೆ ಆ ಅವುಗಳನ್ನು ಏಕ ಬಿಂದುಏನಲ್ಲಿ 
ವೆ. ಅವುಗಳೆಲ್ಲವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಂಗಮಬಿಂದುವನ್ನು 
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Let the equations of /,, l,, 1, b- 


a,e+byte=0 .... (1), 
a,ct+by+te,=0 .... (2), 
a,o-+-by+e,=0. ... (3). 


The point of intersection of 1, and ly is 
(= bc, eet | 


The lines are concurrent if 1, passes through this 
point, i.e. if the co-ordinates of this point satisfy the 


eqn. (3). 


The condition for this is 
b,c, —b,c, C,A,— Ca 
Gel) 22 We PN 
| u ಗ ಹ |+ , 
or a, (b,c, —b,¢,) + 6, (c,d, —C,4,) + ©; (aga, — a,b,)=0 
This condition can be conviniently written in the form 


a, b, Cy; 
@ Dy €, ba=wO 
a 0. ee | 


The converse can be proved by reversing the argument. 


Thus the lines aztbytc, =; aby +c, = 
and a,x-+6,y-+c,=0 are concurrent if and only if 


a, b, C; 
ಹ 4 4 nD 
| 0, 3 Cy 
_ The converse of this can also be proved easilv. 


Let P,Q, R be three points in a plane. These point | 
are said to be collinear if all of them lie on the same straight 
line, 1.e. the line through two of the points passes throug 
the third point also. The line on which these three point 
he 1s called the line of collinearity. 
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1 pe [ಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 
ax4+-byy+-c,=o (1) 
ag-+-by+e,=o0 (2) 
axe+by+c,=o0 (3) ಆಗಿರಲಿ. 

|, ಮತ್ತು LAS ಸಂಗಮ ಬಿಂದು 

(2 ರೀ, C,a.—€,a, 
a,b,—a,b, ; a,b,—a., 


J, ರೇಖೆಯು ಈ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹೋದರೆ, ಅಂದರೆ ಈ ಬಿಂದುವಿನ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (3)ನೇ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಸಿದ್ದಿ NEO ತೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದುವ್ಯಾಪಿ 
ಗಳಾಗುತ್ತವೆ, 


ಇದಕ್ಕೆ ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ 


ee, boc, C0,— C4, — 
ky ke =) Ws (ವ oe 


ಅಥವಾ a, (b,c,—},c,) + 6, (c,a,—c,a,) + c; (a,b,—a,b,)=0 - 


ಈ ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು a 0b, ¢, 
De C, | =o 
a, 6, ¢; 


ಎಂದು ಅನುಕೂಲಕರವಾಗಿ ಬರೆಯ ಬಹುದು. 


ಇದರ ವಿಲೋಮವನ್ನು ವ್ಯತಿರಕ್ತವಾದದ ಮೂಲಕ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾಧಿಸ 
ಬಹುದು. 


e 


ಹೀಗೆ, az+by+c=o0; a2+hy +00; aise + by +¢,=9 


b, C, 
ರೇಖೆಗಳು ಈ ರ = 0 
ಷ್ಠ @ | 
ಆದಾಗಮಾತ 3 ಏಕಬಿಂದುವ್ಮೂಪಿ ಗಳಾವುವು. 


ಇದರ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾಧಿಸಬಹುದು, 


P,Q, R ಗಳು ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರ್ಲಿ. ಈ ಬಿಂದುಗಳು 
ಎಬ್ಲವೂ ಒಂದೇ ಸಠಳಕೇ BOB ಮೇಲಿದ್ದ ಈ. ಅಂದರೆ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ 
ಸಾಗುವ ರೇಖೆಯು ಮೂರನೆಯ owns ಮೂಲಕಪೂ ಹಾದು ಹೋದರೆ, ಆ 


= 


yong ಏಕರೇ ಖಾಗತವಾಗಿರುವುವು ಎನ್ನುತ್ತೇಷೆ. ಈ ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳನು 


ತಿ ps 


ಹೊಂದಿರುವ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕೌಮಾಗತ ರೇಖೆ ಎಷು ತ್ತೇವೆ. 


Let the co-ordinates of P,Q, R be (z,, y,), (2, Yo)s 
(x, y,) respectively. 
The line through P and Q has the equation 
IH Woh 


The lines are collinear if R also lies on this line ; 
i.e. (2,, Ys) satisfy this equation. 
The condition for this 1s 
Uh  _. Yo— Yi | 
LL, 2, 
or x(y—Y)+r (YY) FL (yy) =O 
This condition can be conviniently written as 
| & & 4 
x, y, 1 
ZY, 1 | 
The converse of this 1s also true. This can be proved 
easily by reversing the argument. 


Thus the points (x,, y,), (Z, y:), (£3, Ys) are collincar ifj 
and only if 


Li yy 


Note :—-if three lines are concurrent, one line passes 
through the intersection of the other two and so the 
equations of the lines should be of the form 

L,=0, £,=0, L+K L,=0 
where K is a constant. This is equivalent to the condition | 
derived above. | -: ’ 


Exercises 5.11 
1 Show thatthe following sets of lines are concurrent | 
(i) x—y+3=0, 2x—7y+1=0, x—6y—2=0 


(1) y= 2448, 37+-2% 2y +22 =0, 5x—y+15=0 
(in) 2x=3y+9, 3¢-+y= 8, 54=2y+17. 
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P,Q, R ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (Bis wo)» (Ws; ty), «fam, y,) ಗಳಾಗಿರಲಿ. 
P, Q ಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 


Y—Y, wr : 
2-1 ಹಯ 
R ಬಿಂದುವು ಈ ತ ಮೇಲಿದ್ದರೆ ರೆ; ಅಂದರೆ ಔ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕೆಗಳು 
ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಸಿದ್ದಿ ಸಿದರೆ ಬಿಂದುಗಳು 'ರೇಖಾಗತವಾಗುತ್ತ ವು = ಇದಕ್ಕಿರ 
ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ 
a i. ei i 
ಹ # ££.—. 
ಅಥವಾ zx, (y—Yy)+2,(y,— J: J 9) =0 
x, y 1 
ಇದನ್ನು 2%, Y; i =a) 
x, y; 1 


ಎಂದು ಅನುಕೂಲಕರವಾಗಿ ಬರೆಯ ಬಹುದು. 
ಇದರ ಶೋನ ವ್ಯತಿರಿಕ್ಷವಾದದಿಂದ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


| ದೀ ಗೆ (Ly, Yi)» (Lox Ys)» Ls» Y3) ಗಳು 


x2 Y 1 
a we 1 =0 
x, Y, 1 


ಆದಾಗ ಮಾತ್ರ ಏಕರೇ ಖಾಗತವಾಗುವುವು. 


ಸೂಚನೆ : ಮೂರು ರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದು ಸಂಪಾತವಾದಾಗ ಒಂದು ರೇಖೆಯು 
ಉಳಿದೆರಡು `ಕೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗಬೇಕಾದುದರಿಂದ, ಅವುಗಳ 
ಸಮೀಕರಣಗಳ ರೂಪಗಳು L1 <0; L,=0; L,4+KL,=0 ಆಗಿರಬೇಕಾ 
ಗಿರುತ್ತದೆ. ಇದು ಮೇಲೆ ಪಡೆದ ನಿಬಂಧನೆಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


Swe, ಸಗಳು 5.11 
1 ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳ ಗಣಗಳು ಏಕಬಿಂದುವ್ಮಾಪಿಗಳೆದು ತೋರಿಸಿ, 
DES =0, Be wt le, 
¢— by — fe 

(ii) y= 22 + 3, 3x + 2y + 22 = 0, 

54 —y + 15 = 0. 
(iii) 2 = 8y +9, 3a +y = 

= 2y + 17. 
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: 


9 Show that the following sets of points are collinear 
(1) (a, 3) (2, 0), (0, 4) 
(1) (a 1), (3, —2), (8 4) 
(wu) (0, 0), (1,1), (2,2). 
3 Verify that the perpendiculars drawn from the ~ 
vertices A(a, 0), B(—a, 0), C(0, c) of a triangle to the oppo- 
site sides are concurrent. Find the point of concurrence. 


4 Show that the feet of the normals from the origin 
to the lines x+y=4, x+5y=26, 15x2—27Yy=424 are 
collinear. 

5 Show that the lines le+my+n=0; mr+ny=l ; 
nx-+lyt+m=0 are concurrent if |+m+n=0. 

6 Ifthe lines px+q, y=1, pa +gy=l, 
pst-+q,y=1 are concurrent, show that the points 
(2, q:); (Dp. q:); (೫, q;) are collinear. 


512 Area of a Triangle— 


Let P(x, y); O(a, y) and R(xz3, y3) be any three 
points in a plane. If PN is the perpendicular to QR 
from P, we have the expression for the areaof the 


triangle PQR as 3 PN, QR. 


P (x Ww ” 
Ne 
(Ky N 1533) 
Fig. 5.12 
QR has the equation 
iy. eH 
rv, T—2x, 


MM 


9 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಬಿಂದು ಗಣಗಳು ಏಕ ರೇಖಾಗತವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
3 ABC ತ್ರಿಭುಜದ 4 (0,0),B (—a, 0),C (0,6) ಶೈಂಗಗಳಿಂದ 


ಅಭಿಮುಖ ಬಾಹುಗಳಿಗ ಎಳದ ಲಂಬಗಳು ಏಕಬಿಂದುವ್ಯಾಪಿಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಇವುಗಳ ಸಂಪಾತ ಬಿಂದುವಾವುದುಃ 


4. ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ety=4, r+5y=26, 157—27y= 
424 ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಪಾದಗಳು ಏಕ ರೇಖಾಗತಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


5 l+mt+n=0 SRNlz+my +n=0; me+ny+l=0; 
nx + ly +m =0 ರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದು ವ್ಯಾಪಿಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


6 pT + ny = ly RET Y — | ರೇಖೆಗಳು ವಿಕಬಿಂದು 


a (py, 1); (Pp %), (Pas Is) ಬಿಂದುಗಳು ಏಕ ರೇಖಾಗತಗಳೆಂದು 
ರಿಸಿ, 


5:12 ತ್ರಿಭುಜಪೊಂದರ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ 
i A kn 


P (0 Yq)? Q (as, ೪) ಮತ್ತು ಔ (2,, yq) ಗಳು ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ 
ಮುರು ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. P ನಿಂದ ಔ ಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬವು PN ಆದರೆ, PQR 
ತ್ರಿಭುಜದ ಸಲೆಯು 3 PN.QR ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ ನೆ. 


p 


) 
Q ೫3 
(೫°35 » N iy k 


ಚಿತ್ರ 5.12 


Y;—Y YY 
Sens UU = oe 


IW 


or (y—y)z+(2,—t)Y “(2 Y,—2Y;) = 
Distance of P from this line is 
PR = we —Y)2 +(L,— Li) yy + (Ly; DY; ) | 
v Gow ~y,)? +-(@,—2) 
_ | (YH (Y YE (Y, — Ye), 
Vy ya | 
Also QR VT 
APQR.=4 PF, QU 
+ [2,(y:—y;) +2(Y3—Y,) +2 (Yy—y)] 


This can be conveniently written as 


| Ly Y, "3 | 


APQR=} | 2, Y: 1 | 
Se | 2, Y; 1 | 


_ Cor :—Three points are collinear if the area of the 
triangle formed by them is zero. .°. (a, Y,), (%, J) aad 
(x,, y,) are collinear if R 


WX Y; 1 
Ly Yo 1 — 0. 
Zz Ys 1 


Exercises 5.12 
1 Find the area of the triangl 
following sets of points e triangle formed by the 
(1) (4, 0), (0, 1) and (2, 5) 
(ii) (5, 6), (—1, 0) and (6, 3) 
(111) (0, I (5, 6) and (8, 5). 


2 Find the area of t i a 
following sets of lines O he triangle formed by the 


(1) &+-y+1=0, c= Oy 4.200, ae ar 0 
(11) =, Cty] =(, a ೪0 


Wo 


ಅಥವಾ (yy) + (2-2) y+ (x,y, y,) =0 
ಈ ರೇಖೆಯಿಂದ P ಗಿರುವ ದೂರ 
PN = ವಟ €, + (%,—#) y+ (4; Y— 2, us) 
Vv (yy) *+ (az) 
mea (Y2— Ys) +, (Y;—Y)+2%; (yy) 
¥ (y;—Y) = (x;—2,)* | 
ಅಲ್ಲದೆ, QR = Vv (y;—y2) "+ (x,— 2)”. 
: APQOR= PNQR = 


21%, (Y2— Ys) +2, (Y—Y) +2 ((Y—Y) 
ಇದನ್ನು ಅನುಕೂಲಕರವಾಗಿ 


Y 
Wp YY | 
ea i 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಉಪಪ್ರಮೇಯ: ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳಿಂದೇರ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಭುಜದ ses HOH 
ಶೂನ್ಯವಾದಾಗ ಅವು ಮೂರೂ ಒಂದೇ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುತ್ತವೆ. ಅಂದರೆ (a> Y))> 
(a, Yo)» (Lar Ys) ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರಲು ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ 


1; Y% | 
x, Y 1 =0. 
t Ue A 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 5.12 
1 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಬಿಂದುಗಣಗಳಿಂದ ರಚಿತವಾದ ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಲೇತ್ರಫಲವನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(i) (4, 0), (0, 1) ಮತ್ತು (2, 5) 
(ii) (5, 6), (—1, 0) ಮತ್ತು (6, 3) 
(iii) (0, 1), (5, 6) ಮತ್ತು (8, 5). 
9 ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖಾಗಣಗಳಿಂದ ರಚಿತವಾದ ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲಗಳನ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(i) z+ Y+1=0; g—2y+2=0, 27+ 3y—4=0 
(ii) c=y, w+y—1=0, 2—2y—3=0. 


<i 
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nor a sy ee te I a = ma + a 
(i) 9 = 2 +2 YS ee eS J ma 
i Z 


3 Show that the area of the triangle formed by 
the lines whose equations are y=m,Z+C,, YE=mrt+-G 
and x=0 1s 


4 Prove analytically that the area of a triangle is 
4 times the area of the triangle formed by its middie points. 


5 If (1, 1), (7, —3), (12, 2) amd (7, 21) are tH 


co-ordinates of the vertices of a quadrilateral, prove that it 
area is 132 sq. units. 


Wa 


(i) y= mz + y=met+ —, 


1 Mm 
a 
= MTF — 
y gh + a, 
3 y=met+e, y=omrte, ಮತ್ತು x = 0 Keo 
| ನಿರೂಪಿಸುವ ರೇಖೆಗಳಿಂದ ರಚಿತವಾದ ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರ ಫಲವು 1 ((-6)" 


2m,—m, 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


4 ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವು ಆ ತ್ರಿಭುಜದ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುಗಳಿಂದ 
ರಚಿತವಾದ ತ್ರಿಭುಜದ $s, ಫಲದ 4 Sh ರುವುದು" ಎಂದು ಬೀಜಶೇಖಾಗಣಿತದ 
ರೀತಿಯಿಂದ DON. 


5 (1,1), (7,—3), (12, 2) ಮತ್ತು, (7,21) ಬಿಂದುಗಳು 
ಚತುರ್ಭೂಜವಮೊಂದರ ಶೃಂಗಗಳಾಗಿವೆ. ಅದರ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ 132 ಚದರಮಾನಗಳೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ, 


eS ಅಲ ED RRR ಅದೂ 


PART II 113 15 


CHAPTER 6 
The Circle 
In Sec. 4.4 while we were discussing the concept of t 
locus, we obtained the equation of a circle by consideri 
it as the locus of a point which always lies at a consta4 
distance from a given point. In this chapter we shall u 
it to study a few of the important concepts associat 
with the circle. 
6.1 Equation of a Circle— 
(a) Standard form— 
Let us consider a circle whose radius is + and whe 
centre is C. If we choose the axes such that the orig 
coincides with C, we have C =(0, 0). With reference to the 
axes, let any point P of the circle have coordinates (x, y). 
Then the condition satisfied by P is CP?=? 
te» y=”. | | 


Fig. 6.1 fi 

This condition holds good for all points of the cir] 

and does not? hold good ,for any point not on the cit 
Hence 


oy? =r 1s tlie equation ora a eiawehe wha centre i is s tH 
origin and Whose, Tas “us IS ¥. 


ro Tz 
ಮೂ ~~ 
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ಅಧ್ಯಾಯ 6 
ವೃತ್ತ 


ಪ್ರಕರಣ 4.4 ರಲ್ಲಿ ಬಿಂದುಪಥದ ~~ ವಿವರಿಸುವಾಗ, ದತ್ತ ಬಿಂದು 
ವೊಂದರಿಂದ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು ಒಂದು ವೃ ತ್ರ ವಾಗಿರು 
ವುದೆಂಬುದನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಅದರ 'ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪಡೆದೆವು. ಈ ಅಧ್ಯಾಯ 


ದಲ್ಲಿ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ: ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಕೆಲವು ಪ್ರಮುಖ ಭಾವನೆಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಸಿಸಲು ಅದನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸೋಣ, 


6.1 ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 

(a) ಸುಲಭರೂಪ. 

C ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿಯೂ 1ನ್ನು ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಉಳ್ಳ ವೃತ್ತ 
ವೊಂದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೊ ಕ್‌ ಮೂಲಬಿಂದುವು ವ್ರ 3, ದ ಕೇಂದ್ರ (ಯಲ್ಲಿ ಐಕ್ಕ 
ವಾಗುವಂತೆ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಲೆರಿಸಿಕೊಳ್ಳೊ eed, ಅದರಂತೆ “ge (0, 0) ಆಗುವುದು. 
= ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ವೃತ್ತದಮೇಲೆ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದು 


P=(z, y) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ “P 0809 ಸಿದ್ದಿಸಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ CP? =1?. 
ಅದರಂತೆ g2+ y? = 7? ಆಗುವುದು. 


ಈ Dwowesodoo ವೃ ತ್ಮದ ಮೇಲಿನ ಎಲ್ಲ ಬಿಂದುಗಳಿಗೂ ಔೂಂದುಪಂಕೆ ಮತ್ತು 


ವಶ ದಮೆ (ಲಿ pS ದ ೧ಶತಾವ `ಜಾದುವಿಗೂ ಸರಿಹೊಂದದಂತೆ ಇರುವುದು. ಆದ್ದ ರಿಂಪೆ 
ಇಫ್‌ = © 2 2 ವ್ರ 
i ge bya ಮೂಲಿಟಂಪತಿಬೀು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿ ಖೌ ?ಬ್ನೂ ತ್ರಿಜ್ಯ 
“A ಹದನ 
| ಪಾಗನರುೂ ಉಳ್ಳ ವ್ರತ್ತದ ಸಮಾಕಿಲಣ. - 7 
i __ a 


(7,6 ಭಳ 


(b) General form— Kd 
UE ius i nd whose 
Let us condsier a circle. those radius 18 ra 
centre is C. Let the co-ordinates: of C be (hy j&);-and the 
co-prdinates-of any: point —P;of the “circle, be-( yi 


= 


i ¢ me - 
} ( CBC ween CRN ENTE ಫ್‌ 
wa ao ax em Some & oe ಉಗಿ: Royse (OL 0 Vos ICs ~ A A 2 se 
೯) OS ( I ' : 3 
WA 2 — J js ESE k i oe le 
‘ \ mf ( \ 
lam 
=~ 
I ಟೆ 
pe be « 
©, ( 
[ 4 
= ೯ 
3 — \ ಇ ne ನ್‌ 
[ed ಇ: es ! 
(Ome If _ 
he ನ iow mf 
se we ಈ t pat 
Fe wei == 
} 


Fig. 6.2 
The condition satisfied by P is PC*=r 
se ei e 


This ¢ondition holds good for all points of the circle and : 
does not hold good for any point which does not belong 


to the circle. 


Hence, 


| (a—h)? + (y—h)2 =? is the’ equation of a circle whose 


radius is r and whose centre lies at (h, k). 


7 : a a py ; . . . 
Note:— Thecirete-is real when-r>0 and-is imaginary 
when r<O [J Tf r--0, the circle reduces to a point and we 


call it the point circle. 
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(ರ) ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪ, 


p OTs ip). nos 
“0 ಯನ್ಸು' ಕೇಂದ ವಾಗಿಯೂ" 
ಅಗಿದು ಉಣ. 


: ಸೊಕ್ತ ನಿರ್ದೇಶನ" ವ್ಯವಸ್ಥೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಯ ನಿರ್ದೇಶಕ 
ಗಳು (h, k) 'ಆಗಿಯೂ, ವ: ತ್ವದ ಮೇಲಿ ೨ನ ಹಸೆವೊಂ 
¥ (2. ಭಯ ಆಗಿರಲಿ. 


| af A 
Ya 2 nh 


XQ ;- 
LY ws 


© Q 
OR _ de yyy § Siw 


as 


ove 
4 7 i 


ಆಗ Pಯು AQ mos ನಿಬಂಧನೆ P02 


ಅದರಂತೆ (z—h)” +{y 


itt |4 
ಗ್ರ ಆಗುವುದು.'' mtd (it) 
mt vot whe ny 
ಈ ನಿಬಂಧನೆಯು ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಎಲ್ಲ ಬಿಂದುಗಳಿಗೂ sodomy, | 
ವತ್ತದ 


=, 
us ಮೇಲಿ ಲದ ಯಾವಟನದುವಿಗೂ ಸರಿಹೊಂದದಂತೆ ಇರುವುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ 


Ee 


(a+ h)? + (y— k)2?=r? ಜಾಲ hsk) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ 


ca 
ವಾಗಿಯೂ, ನ್ನು ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಉಳ್ಳ ವ ve ಸಮೀಕರಣ é 
ಸೂಚನೆ: 1>-0 ಆಗಿದ್ದರೆ ವೃತ್ತವು ವಾಸ್ತವವಾಗಿಯೂ, "1 «0 ಆಗಿದ್ದರೆ 
ವೃತ್ತ ಶ ವು ಊಹವಾಗಿಯೂ ಇರುವದು. r=0 ಆದಾಗ ಷೃತ್ತವು ಒಂದು ಬಿಂದುವಿಗೆ 
ಘೊರ್ಷಾಜಾಗುಲುರು. ಇದನ್ನು ಬಿಂದುವೃತ್ತ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತ ವಿ, 
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;ನ್ನು ತಿ ಜನ ವಾಗಿಯೂ" ಉಳ್ಳ" ವೃತ್ತ S Booths, 


ದುಬಿಂದು RW: ನಿರ್ಧೇಶ್ಠಕಗಳು 


Now, Equation (a—h)®@+(y—h)?=a? .. . (1) 
can be written as g?+y?— 2ha—2hy +h? +h’ —r =0 
which is of the form 2?+y?+2g97+2fy+c=0... (2) 
If we start with equation 2 we can write it as 
a +2yc+g?-+y?+2fy tP=e +f—e 
or (249) Hy tf =[ v9 +f" - - + (3) 
which is of the form of the equation (1). 


Thus equations (1) and (2) are such that one can be 
reduced to the form of the other. Hence we can take 
either of them as the general equation of a circle. 
Comparing (1) and (3), 

we get h=—g, k= —f, r= 9*-+f ?—c. 
Hence 


gty+2gqa+2fy+¢=0 is the equation of a circle whose | 
centre is (—g, —f) and whose radius is / g?—f?—c 


“ss 


Note.—In the general equation of a circle, we notice 
that it is a second degree equation in x and y in which 


(1) the co-efhicients of x? and y? are equal, and 
(11) the term containing zy is absent. 


Conversely any equation of the second degree satisfying 
conditions (i) and (ii) always represents a circle. 
Examples 


1 Find the centre and radius of the circle given by 
the equation — 


3a? + 3y°-+42—6y+3=0 


The given equation is equivalent to 


yk k 2—2y-+-1=0. 
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ಈಗ, (x —h)2+(y—hP=r .. . (1) 
ಸಿಮೀಕರಣವನ್ನು x+y —2he —2khy +?+?—r=0 
ಎಂಬುದಾಗಿ x+y? + 2gx4+2fy+c=0 + 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 
ವಿಲೋಮವಾಗಿ ಸಮೀಕರಣ (2) ನ್ನು 
NA: — i 
ಅಥವಾ (09+ yf =v EP ....(3) 
ಎಂಬುದಾಗಿ ಸಮೀಕರಣ (1) ರ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹಂದು. 


ಹೀಗೆ ಸಮೀಕರಣ (1) ಮತ್ತು (2) ಗಳು ಒಂದರಿಂದ ಮತ್ತೊಂದನ್ನು ಪಡೆಯು 
ವಂತೆ ಇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಾವು ಇವೆರಡರಲ್ಲಿ ಯಾವೊಂದನ್ನು ಬೇಕಾದರೂ ವೃತ್ತದ 
ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಮೀಕರಣವಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಳ ಬಹುದು. 
| (1) ಪಂತ್ತು (3)ನೇ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಹೋಲಿಸಿದರೆ, h= —g, k=—f, 
[ET] ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಆದುದರಿಂದ 


a + y* +2924 2fy+c=0 ಎಂಬುದು (—g, —f ) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ; 


॥ ವಾಗಿಯೂ, ೪ 72ನ್ನು ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಉಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
g+ >) 


ಚನೆ: ವೃತ್ತದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ, ಅದು 
(i) 25 ಮತ್ತು y2 ಗಳ ಗುಣಕಗಳು ಸಮವಾಗಿರುವಂತಹ ಮತ್ತು 
(ii) cy ಪದವು ಲೋಪವಾಗಿರುವ 


ದ್ಲಿಪ್ರಮಾಣದ ಸಮೀಕರಣವೆಂದು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ವಿಲೋಮವಮಾಗಿ, (1) ಮತ್ತು 
(ii) ನೆ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಈಡೇರಿಸುವ ದ್ವಿಪ್ರಮಾಣದ ಸಮೀಕರಣವು ವೃತ್ತ ವನ್ನು 
ರೂಪಿಸುವುದು ಎಂದೂ ಗಮವನಿಸಬೇ ಕು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 TN 0 ಸಮೀಕರಣವು ನಿರೂಪಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಕೇಂದ್ರ ಹಾಗೂ 2 ಪ್ರ x ವನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


ದತ್ತ ಸೆಮೀಕರಣವನ್ನಿ 
x+y? + so 2y+1=0 ಎಂದು ಬರೆದು 
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Comparing this with #-++y’+2g%-+ 2fy+c=0, | 
we see that g= = f=—1; ¢=1. 


.. Centre is (— 1) and radius is Visi =; 


units. 


2 Find the equation of a circle which passes throu 
the origin and makes intercepts of lengths a and b on th 
axes of x and y respectively. 

It is given that (0, 0), (a, 0) and (0, b) are points o 
the given circle. 


Let its equation be 2’?+y?+2gr+2fy+c=0. 


AY 
| pas. 
iy if 
) | 
A \ 
| | | 
| 
4 
| 
\ | 
— 7 
A 
| a (70) \ 


Fig. 6.3 
Since the circle passes through (0, 0), 
0-+0+29-0+2f.0-+¢e=0. 
Similarly a’ +-0+29.a+2f. 0O+c=0. 
0+0?+29.042f.b+c=0, 


These give c=0; g=— 5. pes 7 
2° 2 


a 


’ T+ y® 4 2g fy +00 ಸಮೀಕರಣದೊಂದಿಗೆ ಹೋಲಿಸಿದರೆ, 
g=3%, f=—-1; Cl 
7 ಕೇಂದ್ರ = (—3,1) ಮತ್ತು 


Sige i = l1—le= 


Z ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಹಾಗೂ ೫ ಮತ್ತು y ಅಕ್ಷಗಳ 
ಮೇಲೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ g ಮತ್ತು ಶರ ಉದ್ದಗಳ ORS ನ್ನ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಉಂಟು ಮಾಡುವ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವೇನು 2 

(0, 0), (0, 0) ಮತ್ತು (0, ಶಿ) ಬಿಂದುಗಳು ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿವೆ ಎಂದು 
ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


| ವತ ದಸಮೀಕರಣ ೫+) 2 2hy 0 ಆಗಿರಲಿ, 


Go} bo 


ಚಿತ್ರ 6.3 


=m ತ್ತವು (0, 0. ಮಖಾಲಕ ಹೋಗುವುದರಿಂದ, 
0-0-429. 0+4+2f. 0+c=9 
ಹೀಗೆಯೇ ೧04 0-429. a+2f. 0+c=0 
0+62-+-2g- 0-+2f. b+-c=9. 


a b 
°F ಗಳಿಂದ; ae) — == = _— - 
ವು C g - i ; 


-. The given circle has the equation 
a +-y?—br—ay=0. 


(0 @ 

The centre 1s (; 5 3) 

Radius is 4/2 4 © = JE 

a A + | + Vv a2 +0. 

3 Find the equation of the circle passing through the 
origin: having the radius 5 and the centre lying on 

30—4y+ 15=0. 

Let the equation of the circle be (x—-h)?+(y—k)?=r 

so that we have r=5, 3h—4k+15=0 and h?+h?=7?=25 

Solving: h=—5 or : 


£ = Osor i 

5 

‘. There are two circles with centres at (—5, 0) and 

wm 24 
(FF 


_ 7\ 24 | 
(* 5) +(9- 3) ಸ 


4 Find the equation of the circle given that (a, y) 
and (x, y,) are the end points of a diameter. 


) Their equations are (#+5)?+y?=25 and 


Since A (a,. y,) and B (2, Y,) are the end points of 
the diameter, they subtend a right angle at any point 
P x, y) on the circle. -. The slope of AP is the negative 
reciprocal of that of BP. : 


1.6. YE = ee 
Kk | 


te. (Y—y) (yy) — (2) (a, —2) =0. 
or (x—a,) (2—x) + (y—y,) (y—y,) =0. 
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| 


" ದತ್ತ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
2 y2—br—ay=0. 
ಅದರ ಕೇಂದ್ರ ) ಮತ್ತು ಅದರ 3ಿಜ ೪1೧7೫ 
2° 2 - es tae 
2 
3 ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಹಾಗೂ 3 
2 ಬೌ 32-4 15 =0 
ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ ವುಳ್ಳ , 5 ಮಾನಗಳ ತ್ರಿ ಜ್ಯ ದ ವೃತ್ತದ Fk, Bas, 2 


ವೃತದ ಸಮೀಕರಣ (೪-1)? (1) ಆಗಿರಲಿ, ಆಗ, ೪5, 
8h—4k+15=0 ಮತ್ತು ಗವ. 95, 


ಬಿಡಿಸಿದರೆ f= - 5, ಅಥವಾ 7 - 
5 


k= 0 ಅಥವಾ p 

5 

(7 
. (-5 0) ಮತ್ತು (5, =) ಗಳಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರಗಳಾಗಿರುವ ಎರಡು ವೃತ್ತ 


ಗಳಿವೆ. ಅವುಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
(245) y? = 25 
~ Re 24 2 
15) * (9 5) 


4 (x, Y,) ವ ಮತು ( (x Y2) ಗಳನ್ನು ಫ್ಯಾ ಸವೊಂದರ ಕೊನೆಯ ಬಿಂದು 
ಗಳಾಗಿ ಉಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ, 


A (2,೪) ಮತ್ತು Be (Fp ಳ್ಮ) ಗಳು ವ್ಯಾಸದ ಕೊನೆಯ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿ 
ವುದರಿಂದ oa ‘Be ದ ಮೇಲಿನ ತಯ ಬಿಂದು Pp (x; y) ನಲ್ಲ ಒಂದು ಲಂಬ 
en ನ್ನೇ ಡಿಸುಪ್ರಿವು. +, APO ಒಟಪು BPS: ಒಟದ ಯಣ ವ್ಯತ್ಯ ಮ 
—— Metyeeel ವಾಗಿರುವುದು. 


ಅಂದರೆ oY = UN 
AL 4 Y 
ಅಥವಾ (Ys—Y;) (y¥,—y)—-(& * Zy) (2,— 2) =0. 
ಅಥವಾ (1-7) (7-2) (YY) (YY) 
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This holds good for each and every point P on the cirel 
and does not hold good for any point. not on the cire 
Hence it is the equation of the required circle. 


We can also work the problem by: writing down th 
co-ordinates of the centre viz. the mid point of the join o 
the given points, and the radius which-jshalf the distane 
between the given points. But -the aboveis an elegan 
and useful form. 


5 If AB is a chord of a circle, show that the perpendi 
cular bisector of AB passes through the centre of the circle. 


Let us choose the axes such that the origin lies at th 
centre of the circle. Then the eqn. of the circle may b 
written as 4? -+-y?=7?. 


Let A=(x,, y,); B=(%, y). If Cand D & 
respectively the centre of the! circle and the mid point o 


AB, they are given by (0, 0) and (೬ ; oh) 


Slope of AB is a. so that the slope of th 


ey | | 
perpendicular bisector of ABis — “2% 
Slope of CD is yy, k _> g 
Dy +2, N / 


Y . - - | pp, . te 
ಹಿ bisector passes through-C if CD ‘and =the bisaeté 
ave the same slopes “TiteisiGdsible cre Secor 
Yo TY a Ly | 
@, +2, = . 


೫% 


4.€.; | if y2—y,? =n? 


te If a +y2=2,2+y,2 which is true since 
A and B lie on the eirele. 


119 


ಇದು ವೃ BB ಮೇಲಿನ ಯಾವೊಂದು ಬಿಂದು Privo ಸರಿಹೊಂದುವಂತೆ ಹಾಗೂ 
WTB ಮೇಲಿಲ್ರದ ಯಾವಬಿಂದುವಿಗೂ ಸರಿಹೊಂದದಂತೆ ಇರುವುದು. ಆದರಿಂದ 
ಇದು ಬೇಕಾದ ವ ತ್ತ ದ ಸಮೀಕರಣ. ° 


ae ಕೇಂದ್ರದ ಅಂದರೆ ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಯು ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯದ ಅಂದರೆ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನ 
ನಡುವಿನ | ಅರ್ಧದಷ್ಟು ದೂರವನ್ನು ಕುಡು” ಹಿಡಿದೂ ಸಹ ಈ ಲೆಕ್ಕವನ್ನು ಬಿಡಿಸಬಹುದು. 
838 ಮೇಲಿನ ವದಾನವು ಚಿಕ್ಕ ದಾದ ಹಾಗೂ ಚೊಕ್ಕ ವಾದ" ವಿಧಾನ. 


5 AB ಎನ್ನುವುದು ವೃತ್ತದ ಒಂದು ಜಾ ಆದರೆ A Bo ಲಂಬಾರ್ಧಕವು 
ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರದ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಮೂಲ ಬಿಂದುವುವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರದಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಅಕ್ಷರಗಳನ್ನು ಆರಿಸಿಕೊಳ್ಳೋಣ. 
ಆಗ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ೫2-1 y? <೫? ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


A=(z,; y,) ಮತ್ತು B=(x,. y,) ಆಗಿರಲಿ. C ಮತ್ತು Drv ಕಮ 
ವಾಗಿ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಮತ್ತು 4 ಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಆದಾಗ 


C=(0, 0) ಮತ್ತು 


(4 nt) 


ABಯ ಒಟ IT ಆಗಿರುವುದರ ಕಾರಣ ಅದರ ಲಂಬಾರ್ಧಕದ ಓಟ 
— 7. 


2 1 
_%, 7% 
YY 
AT 
A Box ಲಂಬಾರ್ಧಕವು (ಯ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗಬೇಕಾದರೆ ()ಯ ಮತ್ತು 
ಅರ್ಧಕದ ಒಟಗೆಳು ಸಪಪಾಗಚೇಕು. 
mth Se eT 
A ia eS YY 
2d " 
ಅಂದರೆ yy, ಅಥವಾ x+y ಈ +y," ಆದಾಗ 
4 A _ ey 
ಮಾತ್ರಸಾಧ್ಯ. A ಮೆತ್ತು ಔಗಳು ವೃತ್ತದ ಮೇ ಲಿರುವುದರಿಂದ ಇದು ಸತ್ಯ. 
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Ezercises 6.1 


1 Find the equations of the circles whose cent | 
and radii are respectively 


(i) (1, 2), 3 (ii) (—1, —8), 5 
(aa) (1, O)yed (iv) (3, —2 $), 1. 
2 Find the centre and radius of each of the followin 
circles :— 
(i) 32? +3y?+82+4y+1=0, 
(ii) «?-+-y?—25=0, 
(ii) v?-+y?-+2+y—2=0. 
3 <A circle passes through the three points (5, —8 


(—2, 9), (2, 1). Find the co-ordinates of its centre am 
the radius. 


4 Find the equation of the circle circumscribi 
the triangle formed by the lines x+y=6, 2x+y=4 an 
vy =. 

5 Find the equation of the diameter of the circl 


x? +-y?+ 62—2y=6, which when produced passes throug 
(1, 2). 

6 Find the circle pr passes through (—2, 0 
and (4, 0) and whose radius is 5 


1 Find the circle kick passes through (3, 0 
and (5, 0) and has its centre on 2x¢+y=1. 


8 Show that the points (—3, 11), (5, 9), (8, 0) and 
(6, 8) lie on a circle. Find the radius and centre of the circle 
6.2 Equation of the i angent to a Circle— 

Let 2+y?+2ge+2fyt+e=0 be the equation of 
circle. Then its centre C is (—g, —f) and radius i 
J/g --f a7 2, 

Let P (r,. y,) be a point on +he circle. Then th 
slope of CP is Ut! 


yg 


1.0 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 6.1 


1 WUD), * (ili) (—1,—8) 5 

(1) (1,0). 1, (iv) (3, 24), 1 
ಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಕೇಂದ್ರ ಹಾಗೂ ತ್ರಿಜ ಗಳಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. - ; 


2 ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪ py” ಸಮೀಕರಣಪೂ ನಿರೂಪಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ 
ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು ಗೊತ್ತು. ಮಾಡಿ ಓ 
(i) 323—4-3Yy + 82+ 4y1+1=0 
(11) 23-4 y?— 25 =0. 
(i) w+y?+a+4+y---2=0. 
3 ಒಂದುವೃತ್ತವು(5, —8), (—2, 9), (2, 1) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ 


ಹಾದು ಹೋಗುತ್ತದ. ಅದರ ಕೇಂದ್ರದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಹಾಗೂ ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು 
ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 


4 24y=6, 2ety=4 ಮತ್ತು ೫42-5 ರೇಖೆಗಳಿಂದ 
ಏರ್ಪಟ್ಟ ತ್ರಿಭುಜದ ಪರಿವೃತ ತ್ರದ ಸಮೀಕರಣವೇನು 2 


5 ಲಂಬಿಸಿದಾಗ (1, 2) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ 
g2 +-y2+-67—2y=6 ವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸದ ಸಮೀಕರಣವೇನು ? 


6 (0 ಮತ್ತು (4, 0) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ Ma ಹೋಗುವ 
ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯ 5 ಆಗಿರುವ Seay, ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


ಗ (3.0) ಮತ್ತು (5, 0) ಬಿ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ ಮತ್ತು 
Sa+y ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರವನ ನ್ಲುಳ್ಳ ವೃತ್ತವನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


| 
8 (—-3. 11), (5. 9) (8 0) ಮತ್ತು (6, 8) ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು 
ದ ಮೇಲಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಆ ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯ ಹಾಗೂ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು 


6.2 ವೃತ್ತದ A ರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ. 


| af 29 -+2fy+e=0 ವೃತ್ತಖೂಂದರ ಸಿಮೀಕರಣವಾಗಿರಲಿ. ಅಗ 
ಅದರ ಕೇಂದ್ರ (ಯು (9, —f) ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯ / ೫77 


33.0 ಮೇ ಜಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ (ಯ ಓಟ UT 
P (2) y) ವೈತೆದ "ಲಿನ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರ Cl rt 
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Fig 6.4 


We know that the tangent PT at P to the circle is 
perpendicular to the radius CP. 


-. Slope of PT is — 2179 


yi +f 
”. Its equation is (since it passes through P), 
Ee - aoe ~—2,) 
Y 4; y,tf ( 1 


te. 22,+yy, tgetfy=a2 ty +9%, hy | 
Adding gz,+fy,t+c¢ to both sides and noting that 
2” +y'+29x,+2fy,t+e=0 (~ (a, y,) is a point on the | 
circle), we see that 


le equation of the tangent at P (x, y,) tothe ci “| 


a+ y+ 292+ 2fy +c=0 1s 
| ax +-YY, +9 (z+) (YY) +e=0. 
Note :—The reader who is familiar with calculus 


will notice that the slope of the tangent at (x,. y,) to the 
circle a?-+-y?+-297+2fy+c=0 is 


dy cee Wells . : ( 
(1) 4 which agrees with the 


expression given above. 
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ಚಿತ್ರ 6.4 
é Pog ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ PTS» CP ತ್ರಿಜ್ಯಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರುಷದ: 
ಎಂದು ತಿಳದಿವಿ, 
- prot — M49 
yi tf 
* ಅದರ ಸಮೀಕರಣ (ಅದಂ Pಯ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದರಿಂದ), 
2-9 
yY—-Yy, — —— 
Y Y1 yi tf 
ಅಥಪಾ ao, tyytgetfy=r ty, ony 
ಎರಡೂ ಕಡೆಗೆ gr, fy, +e WR, ಸೇರಿಸಿ, [(x,,y,) ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ 


ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ] ety’, +290, +2fy,+¢=0 ಎಂದು ಗಮನಿಸಿಜಾಗ, 
ee eT - 


(2-2೫) 


0 ವೃತ್ತದ ಸರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣವು aw, yy, +902) (4--Y,)4 0-0 ಎಂದಾಗುವುದು. | 
| - 
ಸಿಷಳ್‌ಳು (x, ¥,) ನಲ್ಲಿ 


| 2 —, 
0 ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಶೀಖೆಯ ಒಟವು 


| 


Fy + Qn +2fy+-¢ 


. oad : R 
(dy = HE ದಾಗ Beet eentaod 
(6; (ays) +f 


ಮ ಲ್‌ NA 
MBO OT, ಗಮನಿಸಬಹುದು. 


PART IJ 11 ‘ 


| 


Examples 4 
1 Find the equations of the tangents to the circle gv | 
by the equation a? +-y”-+-32—2y—4=0 at the points where the 


circle cuts the x-axis. . 
{ 


The points where the circle cuts the axis of x have 
their y- co-ordinates zero. Hence those points can 
obtained by putting y=0 in the given equation. 


ie. 2+3a—4=0 or (x—3) (x—1)=0. 
-. The circle meets the z-axis at (3, 0) and (1, 0). i 
The tangent at (3, 0) has the equation 


2.3-+y.0+ = (243)—5 W400. 


1.e. 9r—2y+1=0. 
Similarly the tangent at (1, 0) 1s 5a—2y—5=0. 


2 If the line lxa+_my=1 touches x?+ y?=a?, then shor 
that the point (l,m) les on a curcle. 
Given that le-+my=1 touches x? +4? =a’. 


”. Perpendicular distance of lx+-my=1 from the centr 
(0, 0) is equal to the radius a of the circle. 


0 


-. (1, m) satisfies the’equation 2? +y?= ಷೆ which clearl 
a 
represents a circle. 
3 Obtain the condition that the line y=mr+c ma 


touch the circle 2*+y?=a*. Find the point of contact if t 
condition is satisfied. | 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 

1 2430 2y-4=0 ಸಮೀಕರಣವು ನಿರೂಪಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನು ಅದು ೫-ಅಕ್ಷರೇಖೆಯನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಪಡೆಯಿರಿ. 

ವೃತ್ತವು ೫-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇಧಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳ yy ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಶೂನ್ಯ 


ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಆ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ೪-0 ಎಂದು ತೆಗೆದು 
ಕೊಂಡು ಕಂಡುಓಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಅಂದರೆ ೫-38೫ - 4-0 ಆಥವಾ (1-3) (1-1) =0. 


1 ವೃತ್ತವು 2 ಅಕ್ಷವನ್ನು (3. 0) ಮತ್ತು (1, 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 


(3, 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ವೃತ್ತಕ್ಕಿರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 


v8 + y.0 + 7 0+)—1 (y+0)—4=0 
ಅಥವಾ I~—2y + 1=0. 
ಹೀಗೆಯೇ (1, 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 50-245-0 
2 latmy = 1ರೇಖೆಯು ೧-4? =a? ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ 
(1, m) ಬಿಂದುವು ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


la+my = 1 ರೇಖೆಯು ೫೨ +y? = ೧3 ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 


:. ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ (0, 0) ಯಿಂದ 1೫-4 y = 1 ರೇಖೆಗಿರುವ ಲಂಬ 
ದೂರವು ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯ alt ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


- il 
ಅಂದರೆ ws —= = + a ಅಥವಾ ? +m = @ . 
m 


(1, m) ಬಿಂದುವು a? + y? =, ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 


y 
ಇದು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವೆನ್ನುವುದು ಸ್ಪಷ್ಠ 


ಖೃ 


8 u=mr-+eರೇಖೆಯಂ ety’ =a? ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಲು ಬೇಕಾದ 
ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು ಪಡೆಯಿರಿ. ಈ ನಿಬಂಧನೆಯು ಸಿದ್ದಿಸಿದಾಗ ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುವನ್ನು 
ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
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The civen line touches the given circle if the distane 
© 2 . . ° 
of the line from the centre (0, 0) of the circle is equal to 1ts 


radius @. 
Cc 


“.y=me--c touches + y=a? if e= +47 1m? what- 
ever m may-be. 


In other words, the line y=mz + a4/] +m? touches 
the circle x+y? =a? irrespective of the value of m. 


=aore =+aV/1+m’. 


Let the point of contact in this case be (2’, y’). 
The radius of the circle through (z’, y ) has the equation 


y= = x (“mis the slope of the tangent). 


Since (z’, y’) is common to the, radius and the tangent, 


we have y= x and yY=mz’ +a,/ +m 


—(+am) ,,_ (+0) 


Solving, we get x’ = i Tu 
N lm Vv 1l—m 


”. The line y=mz-+a/] +m? touches the circle at 


( —am a ) 
Nim Nm 


/ 


and the line y=mar—ay/1+m? touches the circle at 


( am ಬ ) 
Vitm Nm. 
Alter : 


The co-ordinates of points of intersection of the lin» 
and the circle satisfy the equations y=m@e+te and 
x*-+-y2—=a* simultaneously. 
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ದತ್ತ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ (0, 0) ವಿಂದ ಡತ್ತರೇಖೆ yao ಗಿರುವ ಲಂಬ 
ದೂರವು ವ ತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯಕ್ಕೆ ಸಮನಾದಾಗ ದತ್ತರೇಖೆಯು ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. 
J, ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ 


c a ee 
3 J 1m? =a ಅಥವಾ c= +@ V1+m 


== mee GS ¢ = + 0೪17 ಆದಾಗ ೫ನ ಬೆಲೆ ಏನೇ 
ಆದರ್ಕೂಖ” +9 =” ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪ ರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. 


ಅಥವಾ Y Ms ¥ 11 ರೇಖೆಯು ೫ ನ ಬೆಲೆಯು ಯಾವುದೇ 
ಆಗಲಿ, ety =a? ವೃತ್ತವನ್ನು ಯಾವಾಗಲೂ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. 


ಇಂತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಸ ) OF ಬಿಂದುವು (2’, y’) ಆಗಿರಲಿ, ಆಗ (x's y’) ಮೂಲಕ 


ದ ಸಮೀಕರಣ j= — ZL. ( ig ಸ್ಪರ್ಶ 


(೫', y’) ಬಿಂದುವು SW, ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
ga Dg! ಮತ್ತು gene’ +a 1m. 

(tam)- 4 (+0) 

J 1+ m Vv 1+m? 

y=me+ay {+m ರೇಖೆಯು ವೃತ್ತವನ್ನು 


| — a ; | ಬಿಂದುವಿನ, 
Vl4nm vV1-+? 


y= mye —a V1 1+m2 ರೇಖೆಯು ವೃತ್ತವನ್ನು 


> an ಮ ಜಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ ಸಂಧಿಸುತ್ತದೆ. 
Vl4m lm? 
ಎರಡನೆಯ ವಿಧಾನ : 


OS Sess ಹಾಗೂ ದತ್ತವ್ಮತ್ತಗಳ ಕಛೇದನಾ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 


“i ಹು ಹ yd " ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಏಕಕಾಲದಲ್ಲಿ ಸರಿ 
=max-| >, 
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equal roots. The condition for this is, 
c2m?—(1-+-m?) (c?—a*)=0 
or, c?=a® (1+ m?) or C= + ax 1+m?. 
If the condition is satisfied, the sum of the roots of 
(1) is 20=—2 om/(1+m?*), 


\ 


- m rear | = (—am) 
oe = — yy] +0 vipa | + (7) 


The corresponding value of y is 


y=m| + | +e=+| NI 


TTA 
a 
Vv 1-4-m 

These give the co-ordinates of the point of contact. 


Note :— The above discussion shows that for a circle 
there are two tangents parallel to a given direction. 


Similarly one can obtain the condition that the lin 
le+my+n=0 may touch 2?+y’?+29r7+2fytc=—0. (The 
student may take up this as an exercise). 

4 Find the circle which passes through the poi 
(2, —1) and 1s tangent to the line x+y+1=0 at the 
point (0, —1). | 

Since the circle must pass through the points (2, —1) 
and (0, —1), its centre will lie on the perpendicular 
bisector of the segment connecting these points. 

v.e., on the line z=1 — > 

The centre must also lie on the line perpendicular t 

z+y-+1=0 | 
at the point (0, —1). 7.c., on the line x—y—1=0.... ( 
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“. BB ಬಿಂದುಗಳ » ABeressned 
a+ (Bec): ವ (1) 


ಅಥವಾ 2 2 Bk. ; 
ಸದ್ದಿಸುತ್ತವೆ. x (1+m?) +2 emr+c?—a®=0 ಸಮೀಕರಣವನಂ 


ದತ್ತ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪ ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ, ಎರಡು ಸಂಗಮ ಬಿಂದುಗಳು 


ಪರಸ್ಪರ ಎಕ್ಕ ವಾಗುವುದರಿಂದ ° 33 ಸಮೀಕರಣದ ಎರಡು ಮೂಲಗಳು ಸಮವಾಗ 
ಬೇಕಾಗುತ್ತವೆ. 


ಇದಕ್ಕೆ ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ ೫2 - (1-+-m”) (c?—a’) =0 
ಅಥವಾ =a? (1+-m*) ಅಥವಾc= +a Vim. 
ಈ ನಿಬಂಧನೆಯು ಸಿದ್ದಿತವಾದಾಗ, ಸಮೀಕರಣ (1) ರ ಮೂಲಗಳ ಮೊತ್ತ 


Boe ——2 om/(l an) 


Caz — "777 | — a 
ಇದಕ್ಕೆ ಹೊಂದಿಕೊಂಡ y ನ ಬೆಲೆ 
” od a — am | 
ee et See tc = +t m 
, | ~ V1+m? y Jet 04 
= a 
= = Tp 


ಇವು ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇ ಶಕಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತವೆ. 
ಸೂಚನೆ : ಈ ಮೇಲಿನ ಪರಿಶೀಲನೆಯಿಂದ,” ಒಂದು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಕುರಿತ ದಿಕ್ಕಿ ಗೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರತಕ್ಕ ಎರಡು ಸ ರ್ಶ ರೇಖೆಗಳಿರುತ್ತವೆ ಎಂದು ಸ್ಪಷ್ಟಮಗುತ್ತದೆ. 
ಇದರಂತೆಯೇ ಹ್‌ n= 0 ರೇಖೆಯು 22 + ye + 29% + 
Qfytc=0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಲು ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಬಹುದು. (ವಿದ್ಯಾ ಧಿನಯು “ಇದನ್ನು ಅಭ್ಯಾ ಸಕ್ಕಾ ಗಿ ಮಾಡಬಹುದು. )” 


4 (2. —1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ೫-4y-+1=0 
ರೇಖೆಯನು (0, 1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 

ವೃತ್ತ Sa) (2. —1) ಮತ್ತು (0, —1) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹೋಗ 
ಬೇಕಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಅದರ ಕೇಂದ್ರವು ಈ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖಾಭಾಗದ 
ಲಂಬಾರ್ಧಕದ ಮೇಲೆ ಅಂದರೆ ೫೭1 ....(1) 

ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಇರುವುದು. 

ಅಲ್ಲದೆ ಕೇಂದ್ರವು ೫-೪ 41 =0 ರೇಖೆಗೆ (0. —1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿರುವ 
Vows ಮೇಲೂ ಅಂದರೆ py 1=0....(2) 

ರೇಖೆಯ ಮೇಲೂ ಇರುವುದು, 
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Solving (1) and (2), we get x - 1, y=0. 
.. The centre is (1, 0) .... 7 
and the radius is “(2—1)*+(—1)? = NE 
The required equation is (2—1)*+y”=2 
or « +y—22—l=0. 


5 Find the equations of the tangents from the origin 
to the circle «°+y?—6x—2y+-8=0. 

The centre of the given circle is (3, 1). 

The radius is / 3:4 32-8 = VQ. 

The equation of any line through the origin is y=mz. 
This line will be a tangent to the circle if the length of the 
perpendicular drawn from the centre (3, 1) to the line is 
equal to the radius 4/2. 

iia = =f. 
¥ il +m? 

ue. if 2(1-++-m?) = (3m—1)* 

or 2+2m?=9m?—6m--1 

2.e., if 7m?—6m—1=0. 


1 
or m=1 or— -. 
4 


The equations of the tangents are y=a aud 
1 


=. 
1 7 


Exercises 6.2 


1 Write down the equation of the tangent to 
each of the following circles at the given point. 


(1) 2?+-y°>—4=0 at (2, 2). 
(11) 2?+y?+82—y=0 at (0, 0). 
(11) 2?+-y?+-52+3y—4=0 at (1, —1). 
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(1) ಮತ್ತು (2) ನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ ೫-1, y=O ಎಂದಾಗುವುದು. 
ವ. ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ (1, 0). 
BM VST CE Sas. 
-“ ಚೆೇಣಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ (೫ — 1)? 4- yr=2 
ಅಥವಾ g?+-y2—Wr—1=—0. 
ರಿ v--y—b6e—Qy+8=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 
ಹೋಗುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಬೆಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ದತ್ತ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ (3, 1). 
ಅದರ ತ್ರಿಜ್ಯ Vv 32-128 a a/ 2. 
ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ರೇಖೆಯೊಂದರ ಸಮೀಕರಣ 
Yy =D: 


ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರದಿಂದ ಈ ರೇಖೆಗಿರುವ ಲಂಬದೂರ ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜಕ್ಕೆ 
ಸಮವಾದರೆ 
ಅಂದರೆ + SMm—1 — ೨ ಅಥವಾ 7m?—b6m—1=0 
lm 
ಆಗುತ್ತದೆ 
ಅಂದರೆ m= iL. ಅಥವಾ m= — : ಆದಾಗ Yy=Mmr ರೇಖೆಯು ಪತ, 


ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. 
gaa ಮಂತ್ರಿ ge — - ೫ ಗಳು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ದತ್ತ ವೃತ್ತ 
ಕೈಫದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು. 
ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 6.2 


1 ಈಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪ್ರತಿ ವೃತ್ತಕ್ಕೂ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಇರುವ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
(i) a2+y?—4=0, (2, 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ. 
(ii) 22+ y+ 80—y=0, (0, 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ. 
(iii) 22 +4 +52 +3Yy—4=0, (1-1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ. 
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9 Write down the equations of the tangents 
each of the following circles at the points where they 
cross the co-ordinate axes. 

(i) 22+y?—16=0. 

(ii) 2?-+y?+32-+5y-+4=0. 

(iii) 2+y*+a2—2=0. 

3 Fir’ the tangents to 

(i) «2+y?=1 parallel to 3x=4y. 

(ii) 2?-+y?=2 perpendicular to x-+5y=0. 
(iii) «2?-+y?—2x2—2y+1=0 parallel to the x —axis. 
(iv) 2?+y?—62—2y+9=0 through the origin. 


4 (i) Show that y=2+5/2 touches the circle 
vty’? = 25. 


(ii) For what values of k will the straight line 
6x-+y=k touch the circle z+y’?= 16 ? 


(111) Show that 52+12y—4=0 touches the circle 
a -+y?—b6r + 4y +12=0. 


Find the point of contact in each case. 
5 A circle passes through the points (—l, 1), 


(0. 6) and (5, 5). Find the equations of the tangents which 


are parallel to the line joining the origin and the 
centre. 


6 Find the equation of the circle which 


(1) has its centre at (1, 2) and touches ,—y+2=0. 
(11) touches the axes and also 3x+4y—1=0. 
(111) touches the axes of co-ordinates and also the 


line - 44 = 1, the centre being in the first quadrant. | 
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9೨ ಈ ಕೆಳಗಿನ ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಅವು ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಇರುವ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. . 


(11) x -+Yy+3c+5yH4=0 
(ill) 2?+y?+a2—2=0. 
: (1) a +y=1 ಕ್ಕ 37 =4೪ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
(1) 27 +y?=2 8 r45y=0N ಲಂಬವಾಗಿ 
(il) 22-—+-y>—22—2y +1 —0N 2 ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
(iv) 22-+-y2—62—2y +9 =0ಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ್ನ ಮೂಲಕ 
ಇರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
4 (i) y=24+542 ರೇಖೆಯು ೫244-25 ವೃತ್ತವನ್ನು ಸರ್ಶಿಸು 
ತ್ರದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. & Kae 
(ii) ಹಯ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೆ Gx +y=k ರೇಖೆಯು a? +y—16 
ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ 2 
ಸ 
(iii) 5a+12y—4=0 ರೇಖೆಯು x? + 4? 6x +4y+12=0 
ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಮೇಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದರಲ್ಲೂ ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ. 
5 ಒಂದು ವೃತ್ತವು (1,1), (0, 6) ಮತ್ತು (5, 5) ಬಿಂದುಗಳ 


ಮೂಲಕ ಸಾಗುತ್ತದೆ. ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರಕ್ಕೆಳೆದ ರೇಖೆಗೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನು ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


6 (i) (1, 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರವಿರುವ, ೫-42-0 ರೇಖೆ 
ಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ; 
(11) ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಮತ್ತು 32-4-44 - 1 =0 ರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ; 
(iii) ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಮೊದಲನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿ ಹೊಂದಿ, ಅಕ್ಷಗಳನ್ನೂ 
- i 4 — 1 ರೇಖೆಯನ್ನೂ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ, 


ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ, 
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6.3 Length of a tangent from a point to the circle— 
Let #?--y?+292+2fy+e=0 be a circle. Then its 


= 


Let P («,, y) be a point not on the circle. Let « 
tangent from P touch the circle at Z. 


Fig 6.5 


Since CT + PT, 1 have 
CP2=CT14 TP" or CP?=r+TP* 
But CP?=(2,+9)+(y, +f)" 
~ TP (29+ (ph 
= (“2 +y,2 +9? +f? +292, +2fy,) —(g* fe) 
=a + yy +29x, +2fy, +e 


PP=[2 +97 +292, +2fy; +c]? 
Thus, 


The length of the tangent from ( zy) to the circle 
2+ y+ 2g + 2fy +e=018 fa? +y,2 +290, +2fy,+e 
Cor. :—Length of the tangent from (x, y,) to the 
circle 2 +y =r is NE 
Note -— PP” i» pele if © ie cis ake SM 


TR? is negative if P is inside the circle and TP? is zero} 
if P is on the circle. 


ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವ 3,8, ಇರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಉದ 


ow) 
+ 2ga +2.y-+c=0 ವ ತ್ಯವೊಂದರ ಸಮೀಕರಠಣವಾಗಿರಲಿ. 
A g,—?) ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ « Vg” Wk 
೪) ಎಂಬುದು ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿಲದ ಬಾಪುವಿನ 290759 
Pp ಯಿಂದ ವೃತ್ತ 3.5 , ಎಳದ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ತರೇಖಬೆಯ ೨ ಪೃತ್ತವನು 7 ಯಲ್ಲ 


ee Ae 


ಜಹಾಗಿರ 
ಹ ರ್ಶಿಸಲಿ 


ಇಷ್ಟಿ 


Fig.” 6°5 
CT 1 PT ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 
CP =CP47TP=r+TP 
306 CP? =(2,+99 +(y, +f 
FP ae +, ae 
=P + ey BGR APG -) 
=2 - le +2fy,-tc | 
= TY 292g, +2fy, +c] 


poled 


a > 
ನಿಂದ = Ff ಎಸ ಪ್ರೆ a 
=. Y) ಯುದಂವನಂದ ೫-1 + QW TY + CHO ಕ Hee: 
eT) Avs = = aS ae : 
‘a i oP, Von ty) i 2fy, +¢ ! 


> Can ad 2 
ME). — OF ) ಇಂದುವಿನಿಂದ zy =r ವೃತ್ವಕ್ಕಿರುವ 


| 

[2 2 2 212 
ಕೇಯ ಉದ್ದ | for? | 
=} ತದ PRONG ಇದ ರೆ Vk ಧನ — 


ಮೆ 
Roe, -—p ಜಿಂದುವು on ತ್ತ 
Ss 5 ee ದ್ರೆ 4 2 ಶ್ರ RG. § we — ವ 
ನೂ ವೃ es ಬ್ರಿ a ಗಡೆ Pe» “a +... EG ಧಾಂ P ae ದುವು 
S500, 25 ಗಿಲಾ WIC... 
ತ್ತದ ಮೇಲಿದ್ದರೆ TP ಶೂನ್ಮವಾ YI 4 ಘಃ 


Exercises 6.3 


1 Without drawing a figure determine whether the 
poms (0, 0), (1; 0, = lie outside, on the cit 
cumference, or inside the circle 2*+y?+42+8y—5=0. 

9 Prove that the tangents from (1, 8) to the circles 
g+y?+62—5 =0 and 2?+y?=6 are equal in lengths. 

3 Find the length of the tangent from a point of the 
circle 22+y?+2x¢+2y—8=0 tod +y + 2+ 2y—1=0. 

4 Find the points on the line 2—y +1 =0, the tangent 
from which to the circle z?-+y?—3z=0 are of length 2. 

5 Find the locus of points, the lengths of tangents 
from which to the circle 4 2 —+4y’=9 and 927+ 9y’=16 are 
in the ratio 1 : 2. 

6 Two circles are such that the length of the tangen 
from a point on one of them to the other is always ¢ 
constant. Show that the circles are concentric. Find th 
difference of their radii. | 


6.4 Orthogonal Circles — 


Let S and S’ be two intersecting circles. Let P bes : 
point of intersection. Then we define the angle betweer 
the two circles at P as the angle between the tangents t 


the two circles at that point. If this angle is 5 , we say 


that the circles are mutually orthogonal. From the defi 
nition of orthogonal circles, it follows that the two circle 
are orthogonal if the radii of the two circles through the 
point of intersection are perpendicular. 


¥ 


Fig. 6.6 
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ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 6.3 


1 ಚಿತ್ರವನ್ನು ಬರೆಯದೆಯೇ (0, 0), (1, 0), (—1, —1) ಬಿಂದುಗಳು 


yA dg 0 ವೃತ್ತದ ಹೊರಗಡೆ, ಒಳಗಡೆ ಅಥವಾ ಮೇಲೆ 
ಇವೆಯೋ ನಿರ್ಧರಿಸಿ. 


2 (1 8) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ೫-34 62-5-0 ಮತ್ತು ೫4-6 
* 3 NEADS ಸ j BF Se BN ಉದ್ದ he ಸಮವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
| 3 x 2 by? 2a +248 =0 ವೃತ್ತದ ಬಿಂದುವೊಂದರಿಂದ 
e+ y* 4-24 +2y—1=0 
ವೃ 3, ಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪ ರ್ಶರೇಖೆಯ ಉದ್ದವೇನು? 
4 #44300 ವೃ 3,5, 5 4 ee ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ 


ಯಾವುದೋ Ae ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಉದ್ದವು 2 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆ 
ಬಿಂದುಗಳಾವುವು ? 


5 4044 =ರಿಮತ್ತುಗ913- 9/216 ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶ 
Sens WBNS ಪ ಪ್ರಮಾಣವು 1:3 ಆಗಿತುಹತವ ಬಿಂದುಗಳ ಪಥವೇನು 2 

6 ಎಳಿ ವೃ ತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ವೃ SB ಯೂವುದೇ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಇನ್ನೊ ೦ದಕ್ಕೆ 
ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ “ಉದ ವು ಯಾವಾಗಲೂ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಿದೆ. ಪೆ 
ವೃತ್ತ ಗಳು ಏಕ ಕೇಂದ್ರ ವತ್ತ ಗಳಿಂದು ತೋರಿಸಿ. ಅವುಗಳ" >, ಗಳ" ವ್ಯತ್ಕಾ ಸವನ್ನು 
ಕೆಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


6.4 ಲಂಬ ವೃತ್ತಗಳು 
re i 


S ಮತ್ತು S’ ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳಾಗಿರಲಿ. Poor 
ಒಂದು ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ನಾವು P ಯಲ್ಲಿ ಎರಡೂ ವೃತ್ತಗಳಿಗಿರುವ 
ಸ್ಪ ರ್ಶರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ವೃತ್ತಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವೆನ್ನು ತ್ರೆ ವೆ. ಈ 
ಕೋನವು 90° ಆದಾಗ ವೃತ್ತ 3, neo. ಪರಸ್ಥ ರ ಲಂಬವಾಗಿವೆ ಎನ್ನು 3 5 a8, ಲಂಬ 
ವೃತ್ತಗಳ ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ಯಿಂದ, ವೃತ್ತಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹೋಗುವ 
ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದ ರೆ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವಾಗಿರುವುವು ಎಂದು ತಿಳಿದು 
ಬರುತ್ತ ದೆ. 


ಚಿತ್ರ 6.6 
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Let the equations of S and S’ be 
x+y +-29% + 2fy -i-c=0 
and = a?+y?-+29’x-+-2f’y+c' =0 
Their centres, say ©’ and C’, are respectively (—g, 
and (—g9’,—f’) 
and PC?=¢+f*?-—¢, PC?=g9"%+f?—c' 
The condition that S and S’ may be orthogonal is th 
PC is perpendicular to PC’ 
oh a 
ve (yh 
Simplifying ~ we find that 
the condition that the circles x Ly? +297 +2fy +c=0 


and = a? + y? +2742 ‘y+ =0 may cut orthogonally 
1s 2gq’ off =c-+c’. 


Examples 


1 Show that, whatever may be the value of k, the circles 
x? +-y?12r7+2yk+3=0 and 
a +y?--32-+ytk=0 cut each other orthogonally. 


> ' , 
Here get: g = = > 9=8: 7 =o e=3, ೯ = 


The two circles cut each other if 
p ] 
Ody 2. ae BO See MM 
2 2 
ve. f 34+k=3+4k 
ee 3. ee . 
which is true whatever value A mav have. 
2 Find the equation of the circle which has its centr 
at (--2, 2) ond cutting the circie a ty? + 2x t-2y7-2=6 
orthogonally. 
Let the equat on vi the required circle be 
x’ +y?+ 2g +2fy+c=0. 
Then by hypothesis -g=—2; —f=2, 


? 
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S ಮತ್ತು ನ' ಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


v+y’?+22gr+2fyte=0 (1) 
ಮತ್ತು ೫/4292 42fy 4-0 (2) ಆಗಿರಲಿ. 
ಅವುಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳು C ಮತ್ತು 0' ಆದರೆ (- 4, —f) ಮತ್ತು 
Y= (—9': —f’). ಮತ್ತು PO +f? FO fc 
ವೃತ್ತಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ PC 1 PC’. 
ಅಂದರೆ 00"= PC2-4- PC". 


ಅಂದರೆ (—g+9) +(—f4+f')?=9+f?—ce+g?+fr—e 


ಸಂಕ್ಷೇಪಿಸಿದರೆ, 


e+y+29x+2fy+c=0 
ಮತ್ತು ೫ +೪” +292 +2f ‘yc =0 
ಲಂಬವಾಗಿರಲು ಬೇಕಾಗಿರುವ ನಿಬಂಧನೆ 299' 4-28 f= +0 


mis 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 ಯ ಬೆಲೆ ಯಾವುದೇ ಆಗಿರಲಿ, 
ety? + 20+ 2ky 43 =0 ಮತ್ತು 


ety +3at+ytk=0 ವೃತ್ತಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿ 
ಛೇದಿಸುವುವು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


3 1 
ಇಲ್ಲಿ =] '—_ —k, '— — C= ತಿ, c’ =k. 
ವೃತ್ತಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಲು ಬೇಕಾದ ನಿಬಂಧನೆ 


21- 3 +2 == 3+k ಅಥವಾ 34 k-=3-+k. 


-~_ 


Kos ಬೆಲೆ ಯಾವುದಾದರೂ ಇದು ಸತ್ಯ. 


9 gtyt+2r+2y+2=0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವಂತೆ 
(— 2, 2) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರವನ್ನಾಗಿ ಉಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಗೊತ್ತು 
ಮಾಡಿ. 
ಬೇಕಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 

ety? + 2g 2fy +00 ಆಗಿರಲಿ. 
ದತ್ತದ ಪ್ರಕಾರ —g=—2 ಸ = f=9, 


PART II 129 ai 


Since this circle cuts the given circle orthogonally 
29.1+2f.1=c+2 
ie. Q@—-4=c+2 or c=—4. 
-. The required circle is 2?+-y?+4¢—4y—4=0. 


Exercises 6.4 


1 Show that the —e- pairs of circles are mutual 
orthogonal. 
(i) 2?-+y*—4r7-+2y—2=0 and 
a? +-y?-+ 6x —2y—12=0. 


(ii) 2? +y?+4%—4y+42=0 and 
x? +y?+22+2y—2=0. 


(iii) 2?-++-y?+2gxr-++c=0 and 
g?-+-y?+-2fy—e =0. 


2 Find the equations to two equal circles wi 
centres at (2, 3) and (5, 6) which cut each other orthogonal | 


3 Find the circle which passes through (1, 0) ang 
(—1, 0) and cuts 2?+y?+2x +2y—1=0 orthoganally. 


4 Find the equation of the circle which passes throug 
the origin, has its centre on z+y=4 and cuts orthogonal: 
the circle x? + Y?—42+2y +4 = 


6.5 Radical Axis of two Circles— 


Let S and S’ be two circles and P be a point. Let P t 
such that the lenghts of tangents from P to the two circl 
are equal. Then the locus of P is called the radical axis 
the circles. Thus by a radical axis of two circles, we mea 
the locus of a point such that the lengths of tangents from 
to the two circles are equal. It will be seen shortly that tl | 
locus is a line perpendicular to the line joining the centr 
of the circles. Also, the radical axis passes through t 
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ಈ ವೃತ್ತವು ದತ್ತ ವೃತ್ತವನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದರಿಂದ 
29-142 f.l=c+2 
ಅಂದರೆ 2-4-042 ಅಥವಾ 0-4. 
*, ಬೇಕಾಗಿರುವ ವೃತ್ತ 
a +y +42—4y—4=0. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 6.4 
1 ಈಕೆಳಕಂಡವೃತ್ತ ದ್ವಯಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವುವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
(i) 2+ y—t2+-2y—2=0; 2’+y?+6x—2y—12=0. 
(il) 2 -+-y’+4a—4y+2=0; 2’?+y’?+2r+2y—2=0. 
(a) 2 +y +292 +c=0 ; w’+y’?+2fy—c=0. 


2 ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ, (2, 3) ಮತ್ತು (5, 6) ಬಿಂದಂಗಳಲ್ಲಿ 
ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನುಳ್ಳ “ಎರಡು ಸಮವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು "ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


3 (1,0) ಮತ್ತು (—1, 0) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಹಾಗೂ 
+y’?+2r2+2y—1=0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಗೊತ್ತು ಮಾಡಿ. 


4 ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ, ೫-4-4 ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 
ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಮತ್ತು ೫44೪-42-24 -44-0 ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಭೇದಿಸುವ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಗೊತ್ತುಮಾಡಿ., 


6.5 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ರೇಖೆ 


S ಮತ್ತು S’ ಎಂಬುವು ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳೂ P ಎಂಬುದು ಒಂದು ಬಿಂದುವೂ 
ಆಗಿರಲಿ. P ಯಿಂದ ಎರಡೂ ವೃತ್ತ ‘ror ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ WG Tigo 
ಸಮವಾಗಿರುವಂತೆ PAO. ಆಗ P ಯ ಬಿಂದು ಪಥವನ್ನು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾ 
ರೇಖೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ರೇಖೆಯೆಂದರೆ, 
ಎರಡೂ ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಸಮಾನ WH BE, ಸ್ಪ ರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನೆ ಳೆಯಬಹುದಾದ ಬಿಂದು 
ಗಳೆಲ್ಲವುಗಳ ಗಣ ಎಂದು ಅರ್ಥಮಾಡಿಕೊನ್ನು ತ್ತೇವೆ. ಮುಂದೆ ನೋಡುವಂತೆ ಈ 
(ಬಿಂದು ಪಥವು) ವೃತ್ತ ಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನು ಸೇರೆಸುವ ರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ರೇಖೆ 
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| al 
tersection of the circles if they intersect, an 

ete A ties at the point of contact if they touch 

each other. (See Fig., 6-7 (a), (b), (c) and (d). 


Fig. 6.7 (a) Fig. 6.7 (6) 
fa 
7 
p 
Fig. 6.7 (c) Fig. 6.7 (d) 
Let S=2"+y" +2924 2fy+c=0 ...(1) 


and S’=2?+ y?+29’4+2f’yt+c’'=0 ....(2) 
be two circles. 


Let (x,, y,) be any point on the radical axis. Then th > 
lengths of tangents from this point to (1) and (2) are equal. | 


i.e. 72 +y,2-+ 2g +2fy, +c=2,7 +y,°+29'n, + 2f'y, +e 
or 2(9—g') x, +2 (f—f') y, te—c' =0 
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5 


ಲ್ಲಿ ಅವೆ ನ್ನೂ A SF 
ವೆರಡನ್ನೂ AS ರ೯ಸುತದೆ. (88,6. i mi =e) ಮತ್ತು (d) ನೋಡಿ). 


P 


ಚಿತ್ರ 6.7 (c) ಚಿತ್ರ 6.7 (d) 


SH=e?4+y+2 2+2fyte=0 .... 
ಮಂತ್ತು Sa? + y°+29'a+2f'y 46 =0....(2) ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳಾಗಿರಲಿ. 
(೫, ೪) ಎನ್ನುವುದು ಮೂಲಾಕ್ಷರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು 
———- ಆಗ ಈ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ (1) ಮತ್ತು (2) ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ 
ರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಉದ ಗಳು ಸಮ. 
pp x+y” +292, +2fy, += + y+ 292, +2f'y, +e 
ವಾ 2(9—9')a, + 2S SY +c =0. 


hal 


But this is the condition that the point (z,, y,) shoul 
lie on the locus 
S—S’ = 2(g—9')x+-2( f—f’) yte—c’=0. _....(3) 
This is therefore the equation of the radical axis, an 
it is clearly a straight line. 


[4 


Also, its slope is — rr ES 


But, the slope of the line joining the centres is 


‘ed (5) 
oo 
From (4) and (5) it follows that the radical axis 1 


perpendicular to the line joining the centres of the circles. 


Moreover from the equation (3), it follows that the co 
ordinates of a point which satisfy S=0 and S’=€ 
simultaneously will satisfy S—S’=0 also. That mea 
the radical axis passes through the points of intersecti 
of the two circles. 


We notice that if we have a set of circles all of which 
have the same two common points, the radical axis of each 
pair taken from this set is the same. (1.e. the line passi 
through the common points). We call such a set of circles 

which every pair taken out of them have the .sam 
radical axis, as a system of Co azal circles. 


Fig. 6.8 


ಅದರೆ ಇದು (2೫ y,) ಬಿಂದುವು 


S—S'=2(9—9')a +2 f— ಇ ee 
ಪಥದ ಮೇಲಿರಬೇಕಾದ | (f—f’ly+(c—e')=0 .... (3) 2% 


| ”. S—S'=0 ಎಂಬುದಂ ಮೂಲಾಕ್ಷರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ. ಇದೊಂದು 
ಸರಳರೇಖೆ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ, 


ಇದರ ಓಟ ITI" (4) 
ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ desde ಓಟ fof” (5) 
9-9 


(4) ಮತ್ತು Se ಮ ರೇಖೆಯು ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಗೆ 
ಲಂಬವಾಗಿರುವುದೆಂಬುದು ಸ್ವ 


ಅಲ್ಲದೆ ಮಾದ 3 "ua S=0 ಮತ್ತು S’=0 ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 
ಸಿದ್ದಿ ಸುವ — ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು S— S’=—0 eens ಸಿದ್ದಿ ಸುತ್ತ 3 
ಎಂಬುದೂ ಸ ಹಾಗೆಂದರೆ ಮೂಲಾಕ್ಷರೇಖೆಯು ವೃತ್ತಗಳ ಸಂಗಮ ಬೆಂದುಗಳ 
ಮೂಲಕ ಸ A ದೆ ಎಂದರ್ಥ. 


ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ವೃ SNF ಗಣವೊಂದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ 
ಈ ಗಣದಿಂದ ಆರಿಸಿದ ಯಾವೆರಡು ವೃ ತ್ಯ ಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷರೇಖೆಯು ಒಂದೇ 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ (ಅಂದರೆ, ಸಾಮಾನ್ಯ ಬಿಂದುಗಳ “ಮೂಲಕ ಹೋಗುವ ರೇಖೆಯೇ ಎಲ್ಲ 
ವೃತ್ತ ಗಳೆ ದ್ವ ಯ ಮೂಲಾಕ್ಷರೇ3) ಎಂಬುದನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಗಮನಿಸಬಹುದು. 


ಒಂದು ವೃತ್ತಗಣದಿಂದ ಆರಿಸಿದ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು ಒಂದೇ 
ಮೂಲಾಕ್ಷ ರೇಖೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತಹ ವೃತ್ತಗಣವನ್ನು ನಾವು 'ಏಕಾಕ್ಷ ವ್ಯ ವೃತ್ತ ತ್ರಗಳ 


ವ್ಯೂಹ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 


7 


We also notice that, if S=0, S’=0, S”=0 be three 
circles, the radical axes of these circles taken in pairs are 

S—S'=0; S’—S’=0; S”’—S=0 which are clearh 
three concurrent lines, as the sum of the left sides of these 
equations vanish. We call such a point at which the 
radical axes of three circles taken in pairs meet, as the 
radical centre of the three circles. 


(A 
KK 


Fig. 6.9 
Examples 


1 Find the radical centre of the sets of circles 
a+y?+a-+2y+3=0, 
gty?t2e+4y+5=0, and 
x* +-y4%—7x4—8y—9=0. 

Denoting the equations of the circles respectively b 
S=0; S’=0; 8” =0; we have the radical axis of first tw 
as S—S’=0 or 2+2y12=0 (1) | 
and the radical axis of the last two as S’—S” =0 

or 9x-+12y+14=0. (2). 

The radical centre is the intersection of (1) and (2), a 
the radical axis of the first and the last circle should ali 
pass through this point. — . | 

Solving (1) and (2) we get 

“.(—%, —2) is the radical centre. 
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S=0, S’=0. 8"=0 ಎಂಬುವು ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳಾದಾಗ, ಈ ಮೂರು 
ವೃತ್ತಗಳಿಂದ ಆರಿಸಿದ ವೃತ್ತದ್ದಯಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷಗಳು $8'=0; S'—S”=0 
S”—S=0 ಆಗಿರುತ್ತವೆ. ' ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಎಡಭಾಗಗಳ ಮೊತ್ತವು ಶೂನ 
ವಾಗುವುದರಿಂದ, ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳು ನಿರೂಪಿಸುವ ರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದು ಸಂಪಾತಿ 
ಗಳೆಂದು ಸ್ಪಷ ವಾಗುತ್ತದೆ. ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡೆರಡನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು 
ನಿರ್ಧರಿಸಿದ ಮೂಲಾಕ್ಷ ರೇಖೆಗಳ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವನ್ನು ನಾವುಆ ಮೂರು ವತ ಗಳ 
ಸಖೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. | 


ae 


ಚಿತ್ರ 6.9 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 etyrtaet+2y4+3=0. 2+y?+20+4 445 = 0, 
ಮತ್ತು 27+ y’>—_Tx—8y—9 =0 ಈ ವೃತ್ತಗಣದ ಮೂಲಾಕ್ಷ (ಕೇಂದ ವನ್ನು 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದತ್ತ್ಯಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ $0, 8'=0. 8" -0 ಎಂದು ಬರೆದರೆ, 
ಮೊದಲೆರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷರೇಖೆ S—S’ -0 ಅಥವಾ + 2y+2=0 (1) 
ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷರೇಖೆ S’—S”"—0 ಅಥವಾ 


92+ 12y +140 (2). 


ಮೊದಲನೆಯ ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ಈ ಎರಡ್‌ 
ಮೂಲಾಕ್ಷಗಳೊಂದಿಗೆ ಸಂಪಾತವಾಗಬೇಕಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರವು (1) 
ಮತ್ತೂ (2) ರ ಸಂಗಮ ಬಿಂದುವಾಗಿರಬೇಕಾಗುವುದು. 


(1) ಮತ್ತು (2) ನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ r= $, y= —F. 


——, 3) ಬಿಂದುವೇ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರ 
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9 Prove that the two circles 


xy 2ax-+e= 0 and a2ty?+2by+c=0 touch if 


1 1 1 
ME 

We use the fact that if the radical axis ‘of two circles 
touches one of them, it touches the other also, and the 
circles touch. 

The radical axis of the two circles 1s 

2ax—2by=0 or axr—by=0. 

This will be a tangent to one of the circles, say the 
first one if (distance of the centre (—a, 0) from the line is 
equal to the radius Vq?—¢). 

ಗ 
Yah 
v.e., if a =(a?—c)(a”—-b°) 
1.e., if a*b*=c (a?+ 6?) 

1 1 I! 


r—_ = — am 
C = # 


= Va—c. 


Exercises 6.5 
1 Find the radical axis of each of the following pairs 
of circles 
(1) 2*-+y’—4a—2y—11=0, 2?+y?—2e—6y+1=0 
(il) 4a?+4y2—16y+5=0, 2%+y?+y—1=0 
(1) 2+y?+ax+bytc=0, a+? +bz-+ay+c=0. 


2 Find the radical centre of each of the following 
sets of circles. 


(1) a =9, v’-+y’—2r—2y =5, 
x+y” 42+ 6y=19. 

(1) Ty” +4470, 2a°+2y?+3a+5y+9=0, 
a +y’+ty=0. 


(im). # TY. +2-+2y+3=0, 2?+y’ al ll 
Zz * 1 1 8y—9 = 0. 
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2 w+y’?+ 2ax+e=0 22d, 2?+-y?42by + ¢=0 


ವೃತ್ತಗಳು] 4 1 _ 1 ಅದಾಗ ಸರ್ಶಿಸುವುವು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
a” b é ಈ 


ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ಬಂದು ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ, ಮತ್ತೊಂದನ್ನೂ 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸಬೇಕು. ಹಾಗೂ ವೃತ್ತಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಸ್ಪರ್ತಿಸುತ್ತವೆ. 


ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ರೇಖೆ ax—by=—0. ಈ ರೇಖೆಯು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇ ಖೆಯಾಗಬೇಕಾದರೆ ಕೇಂದ್ರ (—a, 0) ನಿಂದ, ಈ ರೇಖೆಗಿರುವ ಲಂಬದೂರ 
ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯ 4/4೭ ಕೈ ಸಮನಾಗಬೇಕಾಗುವುದು. 


ಅಂದರೆ 


ಅಥವಾ at=(a*—c) (0+) 
ಅಥವಾ = (a? +b") 


? 


aes — * 1 1 ಬೇಕಾಗುವುದು. 
c a b 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 6.5 


1 ಈ ಕೆಳಗಿನ ವೃತ್ತದ್ವಯಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(i) 2 +y—4r—2y—11=0, 2 +Y—20—6y+1=0- 
(ii) 402+-4y’—16y4+5=0, 2’ +Y + y—1=0. 
(iii) 2 +y? +az+by+c=0, iw +y° +b +ay+c=0. 
2 ಈಕೆಳಗಿನ ವೃತ್ತ ಗಣಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(i) 7 +y=9 a +Y—2—2y=S5 
x+y’ +40 +6y=19 
(ii) 2+y? +40+-7=0, 25 +2y’+30+5y+9=0, 
x+y" +y=0 
(iii) 2 +y +2+2y 43=0, 2+y'+2r+4y+5=0, 
g+y’—Txr—8y—9=0 


134 


3 Show that the circles 
vty =l, 2 +y +200, 20 +2Y +621 =0 


are such that the radical axes of them taken in pairs are 
identical, (i.e. the circles are co-axal). 


4 Show that the circles belonging to each of following 
pairs touch each other. 
(1) e+y=2, «’+y’—6«—6y+10=0 
(ii) # +y’=25, 2x°+2y’—4a—3y = 25 
(11) 2? +y?—47-+6y+8=0, 
x+y’ —102—6y +14=0 
Find the point of contact in each case. 


5 Show that each of the circles | 
x+y +4y—1=0, 2 +y’?+6r +y+4+8=0, : 
x +y’—41%—4y—37 =0 

touches the other two. 


6 If the two circles 


x+y’ +29x2-+-2fy = 0 and 
x+y’ +29'x-+-2f’y=0 
touch each other show that Fo. 


$ yl, gty?t2e2=0, 2a%4-2y?+624+1=0 
ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವೆರಡನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಮೂಲಾಕ್ಷ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿದರೂ 


mp ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುದು (ಅಂದರೆ ವೃತ್ತಗಳು ಏಕಾಕ್ಷ ವೃತ್ತಗಳಾಗಿರುವುವು) ಎಂದು 
€ರಿಸಿ. 


4 ಈ ಕೆಳಗಿನ ವೃತ್ತದ್ವಯಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ವೃತ್ತವು ಮತ್ತೊಂದನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸು 
ತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
(1) + 2° +y°—6r2—6y + 10:0 
(ul) 2+y?=25, 20? +4 2y’?—4a—3y = 25 
(il) 2°+y°—407+6y+8=0, x+y —102—6y +140. 
ಪ ಶ್ರತಿಯೊಂದರಲ್ಲೂ ಸ್ಪ ರ್ಶಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
5 s+y’?+4y—1=0, 2°+y°+6r+y+8=0, 


2? +y?—42—4y—37 —0 ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿ ವೃತ್ತವು ಉಳಿದೆರಡ; 
ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


6 2 +y+292+2fy=0 ಮತ್ತು 
a” +-y°+29'2-+-2f'y=0 ವೃತ್ತಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ 
Wa fg’ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


TRIGONOMETRY 


ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ 


CHAPTER 7 


7-1 Trigonometry— 

The word ‘trigonometry means measure- 
ment of a triangle. In ancient days man had felt intui- 
tively or otherwise that a certain relationship existed 
between the sides and angles of a triangle. In some of the 
special cases he was even able to calculate an unknown 
side or angle of a triangle. This process inevitably led 
him to the definition of certain functions of angles which 
are called the ‘trigonometric functions’. To day the word 
‘trigonometry means the study of the properties of these 
trigonometric functions. 


7.2 Rotation and Revolution— 


If an object spins round itself like a top it is 
said to rotate. This motion is called rotation. If an 
object moves round another object, e.g.. a mile runner in a 
round track race, it is said to revolve. This motion is 
called revolution. We say the earth is rotating about 
itself and revolving round the Sun. 


7.3 Direction of Revolution— 


Consider a poimt P moving on the circum- 
ference of a circle of centre O. P can move in the direc- 
tion either PQRP or PROP. Though the total effect 

po ಜೆ when it revolves once 
round O is the same, the 
directions of revolution 
are different. In the first 
case P is revolving in 
the anti-clockwise direction 
and in the second case in 
the clockwise direction. It 
is customary to denote 
the former motion as 
positive and the latter as 
negative. 
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Fig. 7.1 


ma 


ಅಧ್ಯಾಯೆ 7 
ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ 


S.1 ತಿಕೋಣಮಿತಿ 
ಜನೆ 

"ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ' ಪದದ ಅರ್ಥ ತ್ರಿಕೋಣದ ಅಳತೆ. ಪ್ರಾಚೀನಕಾಲದಲ್ಲಿ 
ಮನುಷ್ಯ ಒಂದು ತ್ರಿಕೊೋಣದಲ್ಲಿ ಭುಜಗಳಿಗೂ ಕೋಣಗಳಿಗೂ ವನೋ ಒಂದು ಸಂಬಂಧ 
RIDIN) ಅಂತರ್ಟೋಧೆಯೀಿಂದ ಅಢಫವಾ ಬೇರೆ ಕಾರಣದಿಂದ ಅರಿತಿದ್ದ. ಕೆಲವು 
ವಿಶೇಷ ಅಉುದಾಹರಣೆಗಳ್ಲಿ ಅವನು ಒಂದು ಅವ್ಯಕ್ತ ಭುಜವನೊನ್ಸಿ ಕೋನವನ್ನೊೋ: 
ಗಣನೆಯಿಂದ ಕಂಡುಓಿಡಿಯಲೂ ಶಕ್ತನಾಗಿದ. ಈ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಮುಂದುವರಿದಂತೆ 
ಕೋನವಗಳ ಉತ್ಪನ್ನ ಫಲಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು ಅನಿವಾರ್ಯವಾಯಿತು. ಇವು 
ಗಳನ್ನು ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನ ಫೆಲಗಳು' ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ತ್ರಿಕೋಣ 
BUSES) ಉತ್ತ DS, ಫಲಗಳ ಅಭ್ಲಾಸಿಮೇ "ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ' 

ತು" é 3 

7.2 ಆವರ್ತನೆ ಮತ್ತು ಪರಿಭ್ರಮಣೆ 

ಒಂದು Hm, ಬುಗುರಿಯಂತೆ ತನ್ನ ಸುತ್ತಲೂ ಸುತ್ತುತ್ತಿದ್ದರೆ ಅದು 
ಅಷರ್ಕಿಸಾತ್ತಿದೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವ ಈ ಚಲನೆಯ ಹೆಸರು ಆವರ್ತನೆ, ವರ್ತುಳಾಕಾರದ 
ಪಥದಲ್ಲಿ ಓಡುವ ಮೆಲು ಓಟಗಾರನಂತೆ ಒಂದು ವಸ್ತು ಇನ್ನೊಂದರ ಸುತ್ತಲೂ ಸುತ್ತು 
ತ್ರಿದರೆ ಅದು ಪರಿಭ್ರಮಿಸುತ್ತಿದೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಈ ಚಲನೆಯ ಹೆಸರು ಪರಿಭ್ರಮಣೆ 
ಭೂಮಿಯು FS ಸುತ್ತಲೂ ಆವರ್ತಿಸುತ್ತಿದೆ ಮತ್ತು ಸೂರ್ಮ್ಕನ ಸುತ್ತಲೂ 
ಪರಿಭ ಮಿಸುತ್ತಿದೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
7.3 ಪರಿಭ್ರಮಣೆಯ ದಿಶೆ 


Q ಕೇಂದ್ರವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿಯ ಮೇಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತಿರುವ P 
ಎನ್ನುವ ಬಿಂದುವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. pಯು 
PORP ಅಧವಾ PROP ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ 
ಚಲಿಸಬಹುದು. ಅದು ಒಂದು ಸಲ 
0 ಸುತ್ತಲೂ ಪರಿಭ್ರಮಿಸಿದಾಗ ಆಗುವ 
ಸಮಗ್ರ ಪರಿಣಾಮ ಒಂದೇ ಆದರೂ 
ಪರಿಭ್ರಮಣೆಯ ದಿಶೆಗಳು ಮಾತ್ರ 

ಬೇರೆ ಬೇರೆಯಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಮೊದಲಿನ 

" ಪರಿಸಿತಿಯಲ್ಲಿ P ಯು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ 
ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಪರಿಭ್ರಮಿಸುವುದು ; ಎರಡ 
ನೆಯದರಲ್ಲಿ ಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಪರಿ 
ಭ್ರಮಿಸುವುದು. ಮೊದಲಿನ ಚಲನೆ 
ಯನ್ನು ಧನಾತ್ಮಕವೆಂದೂ ಎರಡನೆಯ 
ದನ್ನು ಯಡಣಾತ್ಮಕವೆಂದೂ ರೂಢಿಯಲ್ಲಿ 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 


138 18 


PART II 


7.4 Angle generated by a revolving Straight Line— 


In the previous example let the straight line 
OP revolve from the position OP to the position OY. 
In this process it is said to generate the angle POY. It is 
measured by the amount of revolution of OP from OP to 
OQ. Thus a straight line revolving about a fixed point 
on it generates an angle at that point. 


75 Let XOX be a fixed straight line in which, 
O is a fixed point. Let a revolving straight lune 
start from OX revolve about O in the positive direction | 
and assume the positions OP. OQ, etc. The angles 
generated bv it are XOP, XOQ, XOR, XOS (all measured 
in the positive sense). When the revolving line coin- 
oe with OX’ the angle generated is 180° or a straight 
angle. 


1 XOX’ = 180° 
y 


Fig. 7.2 : 


When the line has revolved half this amount coming 
to the position OY it is said to have generated a right 
angle. One right angle is equal to 90°. When it 
coincides with OY’ the angle generated is 270° or three 


right angles. 
L MOY == Bao" 
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G4 ಒಂದು ಸರಳತೇಜಿಯ ಪರಿಭ ಮಣೆಯಿಂದ ಜನಿಸುವ ಕೋನ 


—- -_— 


ರ್‌ ee 

ಹಿಂದಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ OP ಸರಳರೇಖಜೆಯು OP ಸ್ಥಾನದಿಂದ 
PQ ಸ್ಥಾನಕ್ಕೆ ಪರಿಭ್ರಮಿಸಲಿ. ಈ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಅದು POR ಕಸವನ್ನು 
ರಚಿಸುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು OP ಯು OP ಸ್ಮಾನದಿಂದ OQ AD, Se, ಎಷ್ಟು 
ಪರಿಭ್ರಮಿಸಿದೆ. ಎಂಬುದರ ~ ag ಅಳೆಯಲಾಗುವುದು. ಹೀಗೆ ತನ್ನ ಹೀಔ ಇರುವ 


ಹಿಂದು 1, ರ ಬಿಂದುವಿನ ಸುತ್ತಲೂ ಪರಿಭ್ರ ಮಿಸುವ ಒಂದೂ ಸಠಳಳೇ 3 ಆ ಬೀದಾದಿ 
ನಲ್ಲಿ ಒಂ ಕೋನವನ್ನು ರಜೆಸುತ ಹ್‌ 


1.5 X'OX ಒಂದುಸರಳ ರೇಖೆಯಾಗಿರಲ ಮತ್ತು 0 ಅದರ ಮೇಲಿನ ಒಂದು 
ಸ್ಲಿಶಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಒಂದು ಪರಿಭ್ರಮಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆ ON ನಿಂದ ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿ 0 
ಸುತ್ತಲೂ ಅಪ್ರದಕ್ಷಣ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ “Oe de ಸಲಿ ಮತ್ತು OP. 00 ಇತ್ಯಾದಿ 
ಸ್ಥಾನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಲಿ. ಅದು ರಚಿಸುವ ಕೋನಗಳು X0P, X00. XOR 
KOS (ಎಲ್ಲವನ್ನೂ ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣದಿಶೆಯಲ್ಲಿ « ಅಳೆಯಬೇಕು). ಪರಿಭ್ರಮಿಸುವ ಸರಳ 

ಖೆ OX’ ನಲ್ಲಿ ಐಕ್ಕ ವಾದಾಗ ಅದು ರಚಿಸಿರುವ ಕೋನ 180° ಅಥವಾ ಒಂದು 
ಕೋನ. 


2X08 180° 


. x 
¥ 
ಚಿತ್ರ 712 
ಸರಳ ರೇ ಪಿಯು ಇದರ ಅರ್ಧಾ ೦ಶ ಪರಿಭ್ರಮಿಸ ಸಿ a os ಬಂದಾಗ 
ಅದು ವಃ ಸಮಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸಿದೆ ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇ ಒಂದು ಸಮಕೋನವು 


90° R ಸಮಾನ. HOw ರೇಚೆಯು Cm ನಲ್ಲಿ WS, 20 3 ವಾದಾಗ ಅದು ರಚಿಸಿರುವ 
ಕೋನ 270° ಅಥವಾ ಮೂರು ಸಮಕೋನಗಳು. 


LO 
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| 


When the line returns to OX after one revolution 
the total angle generated by it about O is 360° or 4 right | 


angles. | 


If the straight line revolves further it will be gene- 
rating angles of the form n. 360°? where n is a positive 
integer. n indicates the number of revolutions and ¢° 
is the angle measured to the present position of the 
revolving line from Oz in the positive direction. If n 
is negative we shall stall reach the same position (OP) 
but after completing » complete revolutions in the 
negative direction. [Fig. 7.3 (2)] 


140 


: 


ಸಕಳ ತೇಖೆಯು ಒಂದು ಪರಿಭ್ರಮಣೆಯನ್ನು ಮುಗಿಸಿ ON ಗೆ ಮರಳುವಾ? 
ಅದು ಸವುಗ್ರವಾಗಿ 360° ಅಥವಾ ನಾಲ , ಸಮಕೋನಗಳನ್ನು (0 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಪಳಸಿದಂ ತ್ತದೆ. 

ಆ ಸಠಳರೇಖೆಯು ಮತ್ತೂ ಪರಿಭ್ರಮಿಸಿದರೆ ಅದು ೫.360 44° ಈ 
ರೂಪದ ಕೋನಗಳನ್ನು ರಚಿಸುವುವು; ಇಲ್ಲಿ ).360 4 ಈ)" ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ್ಯ 
n ಪರಿಭ್ರಮಣೆಗಳ ಸಂಖ್ಯ ಯನ್ನೂ 4° ಯು ಪರಿಭ್ರಮಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಯ ಪ್ರಕೃತ 
ಸ್ಥಾನಕ್ಕೆ OX ನಿಂದ ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಉಂಟಾಗಿರುವ ಕೋನವನ್ನೂ ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ, 
೫ ಯಣವಾದರೂ ನಾವು ಪುನ: ಮೊದಲಿನ (OP) ಸ್ಲಾನವನ್ನೇ ತಲಪುತ್ತೇವೆ ; SHS 


ey) 


a a 
ಪದಕಿಣ ದಿಶೆಯಲಿ ಮಾಡಿರುತ್ತೇವೆ. 
[oS Cc 


Pentel - ಹರಿ 
ಈ ಸುಲ ೫ ಹೂರ್ಣ Oe) 'ಮಣೆಗಳನ್ನು by 


ಚಿತ್ರ 7.3(2)] 


"ಸತ್ರ 7.3 (1) 
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y 
Fig. 7-3 (2) | 
| 
( 


7.6 Measurement of an Angle— 


The height of a person can be measured inj 
meters or feet or in any other convenient unit. Each 
system has its own purpose to achieve and may have | 
its own special advantages. The angle generated by 
a revolving line about a fixed point on it in one complete | 
revolution is divided into 360 equal parts and each part, 
1s called one degree. One degree is divided into 60 
equal parts and each part is called one minute (of arc); 
and finally, one minute is divided into 60 equal parts’ 
and each part is called a second (of arc). 


x degrees are written 2° | 

A . ‘ 
y minutes are written 7’ | 
2 seconds are written 2” | 
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7-6 


=— G4 
£ > ¥ 


is — pe 
tip — “av | ಓಂ) 
-M 360, 


ಕೋನಮಾನ 


ಒಂದು ಪ್ಯಕ್ತಿಯ ಎತ್ತರವನ್ನು ಮೀಟರ್‌ಗಳಲ್ಲಿ ಅಥವಾ ಅಡಿಗಳಲ್ಲಿ 


ಅಥವಾ ಇನ್ನಾವುದಾದರೂ ಅನುಕೂಲವಾದ ಮಾನದಲ್ಲಿ ಅಳೆಯಬಹುದು. ಪ್ರತಿ 


& 


ಏಂದು ಪದ್ಧತಿಗೂ ಅದರದೇ ಆದ ಒಂದು ASE ತ ಗುರಿಸಾಧನೆ ಇದೆ ; ಆದುದರಿಂದ 
Si ದಾರಿಯುಲ್ರಿ sow ವಿಶೇಷ ಸೌಕರ್ಯಗಳೂ ಇವೆ. ತನ್ನ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು AS 


ಬಿಂದುವಿನ ಸುತ್ತಲೂ ಪರಿಭ್ರಮಿಸುವ ಒಂದು ಸರಳ ರೇಖೆ Wows ಪೂರ್ತ ಪರಿಭ್ರಮಣೆ 


ಉಂಟು ಮಾಡುವ ಕೋನವನ್ನು 360 ಸಷಮಭಾಗಗಳಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸಿ 


ಒಂದೊಂಡು ಇಂಥ ಭಾಗವನ್ನೂ ಒಂದು ಡಿಗ್ರಿಯೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು ಡಿಗ್ರಿ 


ಜಾಮ 
ಮಜಲ್‌ 


60 ಸಮಭಾಗಗಳಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಇಂಥ ಭಾಗವನ್ನೂ ಒಂದು 


(ಕೆ ನನದ) ಮಿವಿಟ್‌ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ ; ಮತ್ತು ಕೊನೆಯದಾಗಿ ಒಂದು ಮಿನಿಟನ್ನು 


20D 


60 ಇಂಗಿ ವ; ರ್ರತಿಯೊಂದು ಇಂಥ ಭಾಗವನ್ನೂ ಒಂದು (ಕೋನದ) 


g ಡಿಗ್ರಿಗಳನ್ನು ೫” ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
Y ಮಿನಿಟುಗಳನ್ನು yo ಐ ಎಂದಂ ಬರೆಯುತೆ a 
2 ಸೆಕಡುಗಳ ನನ್ನು 2” ಎಂದು ಬರೆಯು 


FE 


—_ 
6ನ 
See 


f 
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70° 15’ 44” means 70 degrees, 15 minutes, a 


seconds. 


77 The above system of measuring angles 1s 
termed the seragesinal system. Another more con- 
venient system for measuring angles is the radian 
system. It will be explained in paragraph 10. 


7.8 Two important properties of a Circle— 


Consider two concentric «ircles C, and C, of 
radiir, and 7, respectively. Mark # equal arcs 


SS. @ 68 uns, , A, A, on C,. Produce the 
radu OA,. OA,,. . . . Ox, to intersect the circle Cy in 
the ponts B.. B,,....By. Vien BE 8 


B» B, are equal arcs on the circle C,. From the similar 
triangles OA, A, and OB, B, we have 
#2 


Fig. 7°4 
A, OB . & 
BB, OB, ty 


( 


~ 
: 


, 
1 


10° 15! 44” ಎಂದರೆ 70 ಡಿಗ್ರಿಗಳು, 15 ಮಿನಿಟುಗಳು, 44 ಸೆಕೆಂಡುಗಳು 


ಎಂದರ್ಥ. 

7.1 ಕೋನಗಳನ್ನು ಅಳೆಯುವ ಮೇಲಿನ ಕ್ರೃಷುಪನ್ನು wa os ws 
7} a es 3 

ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದಕ್ಕಿಂತಲೂ ಅನುಕೂಲವಾದ ಇನ್ನೊಂದು ಕ್ರಮದ ಹೆಸರು 


ರೇಡಿಯನ್‌ EO ತಿ. ಅದನ್ನು” ಪಠಿಛ್ಲೇದ 7.10 BE ವಿಷರಿಸಲಾಗುಪುದು. 


7-8 ವೃತ್ತದ ಎರಡು ಮುಖ್ಯ ಗುಣಗಳು 


“12 
ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. CS SxS A, Ay, dy Age... ಸ 4 ಎನ್ನುವ 
ಸಮಾನ ಕಂಸಗಳನ್ನು ಗುರುತಿ. O,, OAR... OA, ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು Cy ವೃತ್ತ 
a) ata KI ಫ್‌ = ಣೆ 
ನ ಹಹ್ಹ, B, ಕಮಗನಸಲ್ಲಿ ಸಂಭಸೂವಂತೆ'ವೃದ್ದಿಸಿ ಆಗ ಶ್ಯ, 
B, B,,, B, B, WSC, ವೃತ್ತ ಕ ಮೇಲಿರುವ ೫ ಸಮಾನ ಕಂಸಗಳಾಗುವುವು. 
ಲ 
OA, 4 ಮತ್ತು OB, B, ಎನ್ನುವ ಸಮರೂಪ ತ್ರಿಭುಜಗಳಿಂದ 


fy. 73 ತ್ರಿಜ್ಯಗಳಿರುವ (" ಮತ್ತು Cl, ಎನ್ನುವ ಎರಡು ಏಕಕೇಂದ್ರೀಯ 


B2 


೪ Kf 


AA, Ud _-  _ ae 
BB BB, 


Similarly, 


“ 6 — 


i B I T, 


AA AAA... +d, | 
. ~ BR TEDT 7 WN 


posit ceo aa. AEN 


perimeter of the polygon BB ...B: 
) 
Let us now choose the successive pointsA,. A..... Aa 


as close to one another as possible. in the limit when 
the number of points tends to infinity the polygon 
A, A, .. . . An becomes the circle C, and the polygon 


B, B,.... Br thecrclerc.. 


Y,- circumference of C, 
"" 7, ~ circumference of C, 


.. circumference of C, ee r, 
circumference of C, « r, 


Hence the ratio of the circumference of a circle to its 
diameter 7s a constant. the same for all circles. This 
constant is denoted by the Greek letter =. 

“The circumference of a circle of radius 7 is 
equal to 7d or 2% where d is the diameter. 


7 15 an irrational number. Its value cannot be 
expressed as a fraction. but approximate values can be 
of: os 4! : 
given. The Greek mathematician Archimedes eave the 
Maik 22 
approximate value = a A more accurate value 


7=8.1416 was given by the Indian mathematician 
oa — . 
Arya Bhata (499 4.1). To eight decimal places 
7=3.14159265 
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: 


ಹೀಗೇ ಮುಂದುವರಿಸಿದರೆ 


3 = ..... _ A, A, a 
B, B, B, B, We «(8 ~~ *~. 
5 NE A, A,+ 4,4, + .,, + oh, a, 
yO BE AE ATE 
5 — — Ay Ag... A, ಬಹುಭುಜದ ಸುತ್ತಳತೆ 
B, By... B, ORB ಸಾತ್ರಳತೆ 


mu 


Ke ಆದಷ್ಟು ಸಮೀಪವಿರುವಂತೆ ಆರಿಸೋಣ. 
೦ತಕ್ಕೆ ಏರಿದಾಗ A, A. .... ಸಿಿಬಹು 


ra 


= 
ows, 


—- PS - pe = ra — “6 
BN, ಒಂದಾದನಂತರ ಇನ್ನೊಂದು ಬರುವ Ay Ag... » A, ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 


ಬಿಂದುಗಳ ಪರಮಾವಧಿ* ಸಂಖ್ಯೆ 
C, ವೃತ್ತವಾಗುವುದು ಮತ್ತು 


> ಮಂ —, — 
Db, 2... B, WHIDIBWD A ವೃತ್ತವಾಗುವುದು. 
2 \ — Cox 
By _C, ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿ 
CC aun ay 
ary 
1, ಲ್ಯವೃತ್ತದಪರಿಧಿ 
ಈ ಕಃ = 2 
ae OF ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿ ಲ್‌; 
~~ 
Ge ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿ ಎ7 
ಅದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿ ಮತ್ತು ವ್ಯಾಸಗಳ ಪ್ರಮಾಣವು ಒಂದು 
ಹಲ AOSD. - ಇದುಆಲ ಹತ ಗಳಿಗೂ ಒಂದೇ CAD. SAS ಸಂಖಬೆಯನು 
5? ಲ Q ಶಿ x 
x ಎನ್ನುವ ಗ್ರೀಕ್‌ ಸಂಕೇತದಿಂದ ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ಆದರಿಂದ 7 ತ್ರಿಜವಿರುವ ಹಂಪ ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿ ad ಅಥವಾ 2 ( ಕೂಸ 
Qe Zz > = 
ವೃತ್ತದ ವ್ಮಾಸ) ಎಂದು ತಿಳಿಯುವುದು. 
= WET ಅಭಾಗಅಜಬ Ae CAD. BO ಬೆಲೆಯನ್ನು ಜಂಷು ಭಿನ್ನ 
Fo ಶಿ 
ಕಲತು ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಲು MY OL: ಆಪರೆ ಸಮೀಪದ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಡ 
[eo ೫ € 
ನಾಜಿ. ಗ್ರಂಕ್‌ ಗಣಿತಜ್ಞ, ಆರ್ಕಿಮಿಡೀಸನು ಯ AZ ಲಬೆಲೆ ೩೭ ಆಗುವುದೆಂದು 
ಹೇಳಿದನು. wroweese reise: ಆರ್ಯಭಟ್ಟ (499 ಕ್ರಿ. 3.) ನೀಡಿದ ಬಲಿ 
La os w 
—_—_— ~ ar ~ ant ~ ona” 
= 3.1416 ಇದು ಇನ್ನಷ್ಟು ಸಮೀಪವಾಗಿದಿ; ದಶಮಾಂಶದ ಎಂಟು AD ANSE 
os 
a ಬೆಲೆ 314159265 ಆಗಿರುವುದು. 


7.9 Inthe adjoining C1 lee 


a4, A, oe equal chords 
It is clear that 


04, dy O Ay Ma. Odes WR equal triangles 


in the cirele. If Abe the length of the altitude of any 
one of them, we have 


79d 
EN IE . d 
A OLS. 
A O AnA,=4 AnA, . 2X 
Adding — 

- 2 AO Ags Ae 
-. Are the polygon. 4d, ....: dn 

= 4 \[perimeter of the polygon 4,4, .... 4s] 


Now increase the number of chords indefinitely, 
In the limit the polygon LL... da coincides with the 
circle C and A becomes the radius r of the same circle. 


: te 5 7 3 
”. Area of the circle, C = > [circumference of the} 
circle, C] 


ಲ, ಮ 
0೩,4, ಇವುಷ 
ಎನ್ನುವುದು ಇ 


ಕೂಡಿಸಿದರೆ 


|) ~ 
ಪರೋದಿಗಿರುವ ಆ ಎನ್ನುವ 


F 4 
COBH ಒಂದು SE Yow 


—_ 
k 

ಸಮಾನ ಜ್ಯಾಗಳು. ಆದುದರೀಪೆ 13. 
__ i. n ಹವಕಾವ ತ್ರಿ; ಭುಜಗಳೆನ್ನು ವುದು ಸ್ತ x ವ 


ಜದ ಲಂಬೋನ್ನ ತಿಯಾಗಿದ ರೆ 


a? 


A OA,A,=3: Ay As: 
A 0A,A3=}3 Ag Az: A 
A OA,A,=3-A, Ax 
SAOAA=} ANZA: 
pe 4, ಬಹುಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಪಲ 
= 3. [A, i ಸುತ್ತಳತೆ] 
ಖ್ಯೆಯನ್ನು ಮಿತಿಯಿಲದಂತೆ ಏರಿಸಿ. ಪರೆಮಾವಧಿ ಸ್ಲಿತಿಯಲ್ಲಿ 


A.A A ams Ca ಲ್ಭ 3, ದೊಂದಿಗೆ ws com A« ಮತ್ತು N ಅದೇ 
Yee: nr 
=| ತ ದ ತ್ರಿಜ್ಯ ೫ ಆಗುವುದು 
r =) 
» ig ವೃತ್ತದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ = 7 [C ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿ] 


7.10 Radian— | 

In the adjoining circle an are AC is taken equal 
to the radius r of the circle. Then the value of the angle 
AOC is called one radian. A radian is the angle subtended 
at the centre of « errele by wn arc whose length as equal to the 
radius of the circle. This definition implies that the radian 
is independent of the size of the circle. 


711 We know that in a circle the ares are pro 
portional to the angle they subtend at the centre and vice 
versa. Hence in the figure no. 7.6 we have 


Fig. 7.6 
L AOC arc AC 2 r 
LAOB ~ arc AB [circumference of the circle]! 
Pa Fe 
ar 
p 2 
lradian = 4 40C = —. 1A40B 
2 ; 
= — ofa right angle 
= constant 


The radian is therefore a constant angle. 
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7-10 ರೇಷಿಯನ್‌ 


ರೋದಿಗಿರುವ ವೃತ್ತದಲ್ಲಿ ಅದರ ತ್ರಿಜ್ಯ ; ಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿರು 
ವಂತೆ 40 ಕಂಸವನ್ನು ಗು ರುಕಿಸಲಾಗಿದೆ. AOC ಕೋನವ ನನ್ನು ಒಂದು ರೇಡಿಯನ್‌ 
ಎಂಹೂ ಕಠೆಯುತೆ, ಫೆ. ಬಲಂ ವೃತ್ತದ ತ್ರಜ್ಯದಷೆ : 'ಉದ್ದ ವಿರುವ ಅದರ 
ಕಂಸವು ಆ ವೃತ ಶ್ರದ ಕೇಂದ್ರದಲ್ಲಿ ರಚಿಸುವ ಕೋನೆವ್ಪ Sc CH ರೇಡಿಯನ್‌. ಈ 
ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯ ಪ್ರಕಾರ ಆದ ಔಣ ಬೆಲೆ ವೃತ್ತದ ಗಾತ್ರ ವನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸಿಲ್ಲ ಎಂದು 
ಶಿಲಯುವುದು. 


711 wee 5 aa Soni pe — mo. ರಚಿಸುವ ತೋನಗಳ 
ನಿಷ್ಟ 3, ವ ಗೆ ತೀ .  ಈವಕಪರಿಂದ 
1& 6ರ ಚಿತ ದಲ್ಲಿ 


1 AOC BOA Alo a a 
7408 ಕಸೆAB [ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿ] 
FO 


. 1 ರೇಡಿಯನ್‌- 7 AOC=2. 14೦8 
Tt 


— ಒಂದು ಸಮಕೋನದ 2 3 ಅಂಶ 
TF 


ಜಂ ಸಿ ರ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಆದುದರಿಂದ ರೆೇಡಿಯನ್‌ ಬದು a 3 ಕೋನವಾ 
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712 A radian is usually written as Ir. Its value 
given by 


Je= o x 90° = 57° 17’ 45” (wpproximately ) 
3 ' 
Again, I = —. 90 
“ge — 10° 


x radians are equal to 180° 


This gives a relation between the sexagesimal and the 
radian (or circular, as it is called) system of measuring: ar 
angle. 


7.13 Length of an are of a Circle— 


Let an arc AP of a circle subtend an angle ¢ 
at the centre. If the length of the arc be /. 


arc AP _ L£AOP 
arc AC =3— Z AOC 


l = F p 
Note that ¢ should be measured in radians. 


Fig.7.7 


146 


1-12 ಒಂದು ರೇಡಿಯನ್‌ನ್ನು ಸಾಮಾನವಾಗಿ 1: ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಶಿದರ ಬೆಲೆ ’ 


2 
I= — X 90°=57°17'45" (ಸ್ಹೂಲವಾಗಿ) 
7 © 
- 2 
ಪುನಃ, 1 = —. Dc 90° 
A 
a“ = 180° 


a GF ಡಿಯನ್‌ಗಳು 180°ಗೆ ADDONS. 


ಈ ಹೇಳಿಕೆ, RA 0S ಮತ್ತು ರೇಡಿಯನ್‌ (ಅಥವಾ ವರ್ತುಳೀಯವೆಂದೂ 
ಹೇಳುವುದಿದೆ) ಮಾನಗಳಿದ ಕೋನವನ್ನು ಅಳತೆ ಪಣವ ವಿಧಾನಗಳಿಗೆ ಪರಸ್ಪರ 
ಸಂಬಂಧ ನೀಡುವುದು. 


1-13 ವೃತ್ತೆ ಕಂಸದಉದ್ದ 
AP ಎನ್ನುವ ಒಂದು ವೃತ್ತಕಂಸ ಕೇಂದ್ರದಲ್ಲಿ ಫ ಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸಲಿ. ಕಂಸದ 


ಲ 


ಉದ 1 ಎಂದಿದೆ, 
ಎ Q 


er 1 146 19 


7:14 Area of a Sector of a Circle—- 


Let the area of the sector AOP (angle 6°) b 
Then, since in a circle the areas of the sectors ar 
proportional to the angles subtended by them at th 


centre, we have 


sector AOP _ 6 
quadrant AOB 7 
a 
Area of sector AOP, S= 20 4 = Ea 6 


Note that @ should be measured in radians. 


KErzevrctses 7.1 


1 Express the following angles as fractions of x= 
(a) 15°, (b) 227 WW’ (0) 4, 14) 75°, ©) O7°s 
(f) 150°, (g) 210°, «h) 300°, (1) 390°, (7) 420 
(k) 442° 30’, (1) 637° 30’. 
2 Convert the following angles into radia 
a=3. 1416)— 
(a) 25° 50’, (b) 37° 30’, (c) 82° 30’, (d) 68° 45 
(e) 157° 30’, (f) 247° 30’. 


3 Convert the following radians into sexagesim 
measure— 


37 7x on dx 7 
(a) r (6) ip’ (c) a (d) aa’ (e) rh 
3a Qn l7z 
(f) 7? (9) Tees (1) KC) 


. 


1-14 ಅವನ್ನು ರೇಡಿಯನ್‌ನಲ್ಲಿಯೇೋ ಅಳತೆಮಾಡಬೇಕು ಎಂಬು 


ಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 
ಒಂದು ವೃ ತ್ಮಖಂಡದ ಕ್ಷೇತ ಫಲ 


ವೃತ್ತ ow AOP (eee ನಟ) ಯ BeSTO 8 ಎಂದಿರಲಿ. ಒಂದು 
ವೃತ್ತ 3° 33 ತ್ರ Soa 


», ಕ್ಷೇತ್ರ ಘಲಗಳು "ಆ ವೃತ್ತ ಖಂಡಗಳು ಕೇ ೦ದ್ರದಲ್ಲಿ 
ಸುವ ಕೆನೇನಗಳ ನ ನಿಷ್ಟ » ಯಲ್ಲೆರುವುದರಿಂದ, 


AOP ವೃತ್ತಖಂಡ © 
AOP BB 


ಅ ವನ್ನು ರೇಡಿಯನ್‌ನಲ್ಲಿಯೇ ಅಳತೆಮಾಡಬೇಕು ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು, 
ಭ್ಯೂಸಗಳು 7:1 

1 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಕೋನಗಳನ್ನು ಯ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಾಗಿ ಬರೆಯಿರಿ 
(a) 15%, (hb) 22° 30’, (e) 45°; ad) 75°, 
(ey I, FC) 150% (@ 210°. Gy 300°. 
(i) 390°, (j) 420°, (k) 442° 30’, (I) 687° 30’, 

Q ಈ ಕೆಳಗಿನ ಕೋನಗಳನ್ನು ರೇಡಿಯನ್‌ಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಿ (; = 3-1416) 
(a) 25° 50, (b) 37° 30’, (c) 82° 30’ 
(d) 68° 45’, (e) 157° 30’, (f) 247° 30’ 

3 ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಡಿಯನ್‌ಗಳನ್ನು SH, oF ಪದ್ಧತಿಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಿ 


3 i 5 

(a) 3 (b) gg (c) 3» 
5 7 fy 

(d) BYU (©) 5? (1) 78 
pe 177 

(2) Tos (h) 45 


4 A pendulum 20 feet long swings through an 
anule 15. Find the length of the arc traced out by its 
extremity. Find also the area of the sector described 


by the pendulum. 


5 The perimeter of a se tor of a circle is equal to 
one-half the circumference of the circle. Find the angle 
of the sector in radians and in degrees. 


6 Find the radius of a globe such that the distance 


measured along its surface between two points on the 
same meridian whose latitudes differ bx 1° 10° may be 
1 inch. 


7 A whe of radius 5 feet rotates 10 times per 
1 second. What is the length of the arc described by 


~ 


a point on its circumference in 5 seconds ? 


8 The three anzles of a triangle are x’, y° and 7 
Prore that 


— 


2+y=180 [ = =| 

9 A train moving on a circular track of radius one 

mile turns through 7 in 11 seconds. What is its speed 
in miles per hour? 

10 What is the area of a sector radius 7 and length 


of the arc 1? 


7.15 Trigonometric Ratios— 

Consider a rectangular co-ordinate system 
Ox. Oy. Take any point P(x, y) in its plane. Let 
OP=r. Let £ OP measured in the positive sense be 6. 
Draw PM perpendicular to the x-axis. PM is called 
the opposite and OW the adjacent side for the angle ©. 
OP 3s the hypotenuse of the right angled triangle OM P. 
The usual signs to the sigments OM (=x) and MP (=y) 
and MP (=y) are assigned. OP the hypotenuse is 
always considered to be positive. The trigonometric 
ratios of 6 are defined as follows : 


148 


| 
: 


4 20 88 ಉದ್ದದ ಒಂದು ಲೋಲಕವು 15° ಯಷ್ಟು ದೂರಕ್ಕೆ ಉಯ್ಯ 
ei ಅದರ ಕೊನೆಯು ರಚಿಸುವ ಕಂಸದ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುನಿಡಿಯಿರಿ. 
ಲೋಲಕವು ರಚಿಸುವ ವೃತ್ತ ಖಂಡದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


H ಒಂದು ಪ್ರತ್ತಖಂಡದ ಸುತ್ತಳತೆಯು ಆ ವೃತ್ತದ ಪರಿಧಿಯ ಅರ್ಧಕ್ಕೆ 


C 


ಲಖಿ 
ಸಾ —_ = Pia 
ಸಪವಾಗಿದೆ. Assos jee: ವಸ್ಸು ರೇಡಿಯನ್‌ ಸವಿಯ ಸಾ ಡಿಗ್ರಿಗಳಲ್ಲಿಯ 


Rnd 


6 ಒಂದು ಗೋಳದ ಮೇಲಿನ ಒಂದೇ ಮಧಾಹ್ನ 
ರುವ ಎರಡು ಬಿಂಡುಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ದೂರ 1 «o 
ಎರಡು : ಬಿಂದುಗಳ ಅಕ್ಷಾಂಶಗಳ ವ್ಯತ್ಯಾ A 1° 10’ ಆಗಿದ್ದರ 
ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

J 3 22s 2B, DOS ಒಂದು ಚಕ್ರವು ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 10 ಸಲ ಆ 
ಅಜರ ' ಪಠಿಧೀಕು ಪೆಕ್‌ಲಿರುವ ಒಂದು ಜಚಿಂಹು 3 meer ಳಲ್ಲಿ ರಚಿಸಿದ ಕಂಸದ 
ಉದ Saxo, 2 

ಎ ಟ 
8 ಒಂಡು ತ್ರಿಕೋನದ ಮೂರು ಕೋನಗಳು ೫°, y” ಮತ್ತು 2°. 


[54 


x+y = 180 1 —— [ಪಂಕ ಸಾಧಿಸಿ, 
9 ಒಂದು ಮೈಲು ತ್ರಿಜ್ಯವಿರುವ ವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಓಡುತ್ತಿರುವ ರೈಲು ಬಂಡಿ 
ಫಿ 
11 ಸೆಕೆಂಡುಗಳಲ್ಲಿ ಇಷು ತಿರುಗಿರುತ ಡೆ. S2o ಬಂಹು sen ಗಂಟೆಗೆಷ್ಟು 
ಊಟ ವಿ 
ಮೈಲ ಯಿ 4 


: ಮತ್ತು ಕಂಸದ ಉದ್ದ | ಇರುವ ಒಂದು ವೃತ್ತಖಂಡದ ಕ್ಷೇತ್ರ 


ಅ 
ie 
of 
Cc 

g 


ಫಘಲವೆಷು, 2 


OX OY ಷನುವ ಲಂಬನರೇಶಕಗಳ ಒಂದು ವ್ಯವಸ್ಥ ಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ 
- ~ ps p AOA 
ಪ್ಲವ ಯಾವುದಾದರೆಣಿದು “Sotto x) 


ಆ : 
ತೆಗೆದುಕೊಳಿ. OP =r ಎಂದಿರಿ. ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ (ಧನಾತ್ಮಕ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ 
XOP ಕೋನದ ಬೆಲೆ 4 ಎಂದಿರಲಿ. PAS, ಒ-ಅಿಕ್ಷಕ್ಕೆ ಅಂಬಬಾಗಿ ಎಳಯಿರಿ. 

ಹಾ ಈ =~ ~z ee 
ಟ ಎಂಬ ತಕ್ರೋವಕೆ »P Mx, Nw ಚೂಜವೆಂದೂ 0ನ್ನು ws, WNC S Oe 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 0pಯು OMP ಸಮಕೋನ ತ್ರಿಕೋನದ 2. OM(=2), 

- —) ಗಸಿ pe 

MP(=9yT (6%) ನಿರ್ದೇಶಕ VAR — MAN 
ಅವುಗಳ ಹಿಂದೆ ಬರೆಯಬೇಕು. OPPs 209 (ಕರ್ಮವು) — a — 
et: ಭಾವಿಸುತ್ತೇವೆ. ಶ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣ ಳನ್ನು ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಿದ 
ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಹೆಸರಿಸುತ್ತೇವೆ, 


Nav 


ಚಿತ) "8 


Opposite side 
iene. 
=sine or simply 

sin ®. 


M 


k 


POGY) 


=sine ಈ ಅಥವಾ ಸುಲಭವಗಿ sin ಈ 
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~ 


OM _ vw _ adjacent side 


OP  r hypotenuse 
=cosine ® or simply cos 

| on Pee 

OW  < . | aaj. sme 
=tangent ® or simply tan @, 


OM _ xz _*adj. side: 


bh y opp. side 
=cotangent ® or simply cot ® 


EE hypotenuse | 
OM 1 adj). side 
=secant ® or simply sec ® 
OP _ r _ hypotenuse 
MP y opp. side 


=cosecant or simply cosec ® 
7.16 From the definition the following properti 
of the trigonometric ratios follow— 
(1) For a given angle @ its trigonomitric rati 

are constant. 


For. take anv other poimt P’ on OP (see fig 
and draw L M’ perpendicular to the x-axis. Th 
from the properties of the similar triangles it is clear th 


WP Mp 
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OM _ 38,8 abu 


= «== COSTING GS Ge NUNES 
OP + ಕರ i 
MP py a. 
il =, =tangent db ಅಥವಾ ಸು ಲಭವಾಗಿ tan ಈ 
OM + &. Gow 
Om + SS. ae - 

Re =cotangent ಅಥವಾ ಸುಲಭವಾಗಿ cot) 
MP yf owe woe 


Beat p ಅಥವಾ ಸುಲಭವಾಗಿ sec b 


= cosecant ಈ ಅಥವಾ ಸುಲಭವಾಗಿ ಆಂsech) 


7.16- ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಿಂಡ ಈ ಕೆಳಗಿನ 


(j) ಒಂದು ಗೊತ್ತಾದ ಕೋನ ಛ ಎಂಬುದರ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣ 
ಗಳು ಸ್ಥಿ Satis. ಏಕ, 0? ಯ DROP’ ಎನ್ನುವ ಬೇರೊಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು 
ತಿಗೆದುಕೊಲಿ. (ಚತ್ರ 1 ನೊ) P' ನ್ನು ಅ eg ಲಂಬವಾಗಿ ಎ Weve. 
ಆಗ ಸಮರೂಪ ತ್ರಿಕೋಣಗಳ ಗುಣಗಳಿಂದ, 


M'P’ MP 


— UH = sin 
OP’ OP 
LC i Pp ಇತಾದಿ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿವೆ. 
OP’ —~ gp ; 
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” y fn 
ry > = — —_ oe — eee eee 
(1) tan 4 ಸ 7 cone 
T 
r 1 cosd 
cot dh = — = —— = = 
y tan 6 sinh 
1 
r Po i 
st = TS 
é 3 T COs dp 
| 
-. yy oe 
cosec bp = ಗ = sin @ 


(iii) OM?+M P?=OP? 
2 +y?= 72 


2 2 
a a MA =} 
r r 
(cos ©)? + (sin Ph)? =1 
It is customary to write (cosh)? as cos? db, (sin @)? 
as sin? and so on. 
-. cos*@ + sin? d=] (7.1) 
Lividing throughout by cos? and sin? in turn. we get 
1 + tan? = sec? © (742) 
cot? © + 1 = cosec? @ (Ty 
_ These three relations are true for all values of @ 
They are therefore called the three fundamental identi- 


ties of trigonometry. If one of them is remembered the 
remaining two can be easily deduced. 


15] 


yr 
sec®dh = = 


r 
cosec pb = — 
y 1 


(iii) OM? + MP? = OP? 
22 “+ y> — 2 


(cos hb)? + (sing)? = 1 
(cos ಈ)? ನ್ನು cos? sem (sine)? ನ್ನು sin? > 


par Awan 


—_ — — K ಹಿ 
ate Sy wwe!) ಸ್ರಿ ಅಕ್ರ ವುಮು ವಾಡಿಕೆ. 


= coed + sinp=1 4 Ti 
cos? ಮತ್ತು sin? ® ಇವುಗಳಿಂದ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಮೇಲಿನ 
ಹಮೀೀಕರಣವನ್ನು ಭಾಗಿಸುವುದರ ಷಮುೂಲಕ 1 -!- mie > = sec? .... 7.2 
cot? +1= cosec’®.... 7.8 


ಔಷ ದೊರೆಯಳವುವ: ಈ Bain ಸಕಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಈ ಮೂರು ಸಂಬಂಧಗಳು 
Berne. ಆದುಂ soot ಅವುಗಳನ್ನು ತ್ರಿಕೊ ಫೂೂಣಮಿತಿಶಾಸ್ತ್ರದ ಮೂರು ಮೂಲ 
ಹಿತ್ಮಸವಿಂಕರಣಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗಿದೆ ಅವುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದನ್ನು ಜ್ಞಾಪಕದಕ್ಷಟ್ಟು 
ಕೊಂಡರೆ ಇುಲಳಿದೆರಡನು we hemo Gem. 


Exercises 7.2 


1 Prove the following identities— 
(1) cos 6 sec 0 tan 0 =1 
(ii) (sec3A—1) cot? Ad =1 
(in) cos Vi dei Vcosec?d -—1 


sec A tand _ 


(iv) cosd cotd 


(v) tan?@—-cot?@ =secr?0—cosec?6 


2 Show that—— 


(i) tan? 1 +cot#a Kick 2 
ee Piller See 
1 —+tan? « cot? | " 
I ೨ se et ¢ 5] ಇವಾ: 7 
(0) ena, Ee cap eo 
1 +secd l-+smO * 


(1) (sec?y +tan?..) (cosec®u +cotte) 
=1+2 seca cosecta 


(iv) (sinacos8+cosa sing)? 
+(cosa coss—sina sin3)?=1 


7 3 a2 ¢ 4 2 ೭ ‘ 4 
Vv) sec? , tan? 3—tan® «sec? 3=tan? 3—tan’ « 


ae F=COSu COS cosy 
y=coSa cos siny 
2=c0Sa sin 8 
i= sin a 
4 x 9 9 
Show that a?+-y?+2?+=1 
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1 ಈ ಕೆಳಗಿನ AS, ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸ 
(i) cos@ sec@ tang = 1 
(ii) (sec? A — 1) cot? A = 1 
(ii) cos d STATI Voom AT 


sec A _ tan A 


(iv) == — 1 
cos A cot A 


(x) tan? @ — cot? 4 = sec? @ — cosec? & 


2 ಇವನ್ನು MoCo ಸಾಧಿಸಿ 


z 1 cot? : 
(i) __ mmo S = sin? a sec? 
1+ tana cot“ a 
Ne Se ae 
1 + sim @ 
— 
600 —Saeee id 
1 + sec 9 
(111) ( sec & + tem) (cosec « + Cot? uy 
— 14+2sec?a cosee?u 
(iv) (sin a cos 3+ cosu sin B)> 
+ (cosacosg — Sina sing)? = 1 


(v) sect, tan’ — tan” sec?3=tan?8 —tan?, 


9 7 —COS a COSS COSY 
y= COs a COSf siny 
2=cos u sing 
t=sin a ಎಂದಾದರೆ | 
2 + y+ 1 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
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4 Show that 
3 (sin © —cos 2)°--6 (sin c+ COS 2) 4 (sin’ x 
--cos® 4) = 13 
5 Show that 
1 _ a 2 1 
cosec A—cot 4 smi smd cosec <td +-cota 
6 Prove that - ° 
sin’ 4—cos*® 4 =(sin? 4—cos* 4) (1—2sin? 4 cos? = 
7 Show that 
1—sin 6 
(1) « sin = sec 0—tan 0 


1+sin 0 
(ii) ‘yf ee _ _tan 
l1—cos9 sec 0—1 


8 Eliminate « from the following equations— 
(i) r=acosutbsina, y=acosa—bsma 
(1) z=acosatbsina, y=@sin «—6 Cos « 
(Mm) z=ctanu, y=c seca 
7.17 Signs of the trigonometric ratios— 
By definition of the trigonometric ratis 


[| 


P(x. ¥) 


4 ಸಾಧಿಸಿಂ_ 


3 (sin x-+-cos 1)# + 6 (sin x+cos x)? 
+4 (sin® x + cos® x) =13 
5 ಸಾಧಿಸಿ 
1 ee 1 

cosec A—cot 4 sin A sin A cosee A-+cot A 
6 ಸಾಥಿ 

sin’.4 — cos8.4 = (sin?4 — cos?.4) (1 —2sin?A cos?d) 
7 ತೋಶಷ್ಯೂ — 


i = 
(1) Won? sin 6 = #60 — tan® 
l— sin @ 
(11) nf tose lteosy tan 
l—cos6 sec d—1 
8 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳಂದ ವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿರಿ- 
(1) w=acosu +hsina, y=acosu —bsin a 
(1) c=acosu +bsinu, y=a@asinu—b cosu 
(111) f=ctanu, y=Cseca 


Wi ತ್ರಿಕೋಃ CeO OS) ಪ j ಮಾಣಗಳ ಚಿಹ್ನೆ ಗಳು 


Jace) ಪ ಪವವಜಣಗಳೆ ಪಾಪೆ Noon 


y 
(2) ಚಿತ್ರ 7°9 (2) 


153 


A Y L 
SID = = @cos = = 


y t4 Mi 
= CO = = 

tan bp 3 y? 

| i, ಥ್ರ 7 

= — Oe = — 

sec db oe y 


In the first figure @ is inthe first quadrant. Here both 
x and y are positive. Therefore allthe trigonometric ratios 
are positive. 


In the second figure @ is in the second quadrant. Here 
x is negative. Therefore cos tau d. cot@hand sec are 
negative. 


In the third figure @ is in the third quadrant. Here 
both x and y are negative. Therefore sin ®. cos 0, sec 0 
and cosec @ are negative. 


In the fourth figure @ is in the fourth quadrant. 
Heie y is negative. Therefore sind, tand, cot and cosec 
@are negative. 
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Rr 
sec $=-—, cosec b= 
¥ 


A 


| nan ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ g ಒಂದನೆೇ ಪಾದದಲ್ಲಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು y ಗಳೆರಡೂ 
ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿವು. ಔದುದರಿಂದ ಹಲ್ಲ ಕಿ ಶ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರ ಶಾಣಗಳೂ ಧನಾತ್ಮಕ 


a 


D g ಎರಡನೇ ಪಾದದಲ್ಲಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ ೫ ಯುಣಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ 
2) & kd 
tan $, cot ¢ ಮತು sec p ಯಣಾತ್ಮ ಕವಾಗಿವೆ. 
ಮೂರನೆಯ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ g ಮೂರನೇ ಪಾದದಲ್ಲಿದೆ ಇಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು y 
ಗಳರಡದೂ ಯನ De SIONS, ಆದುದರಿಂದ sing, C08}, SeCd, ಮತ್ತು 
೦8 gp NFS, ಕವಾಗಿವ. 7 


ನಾಲ್ಕನೆಯ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ 6 ನಾಲ್ಕನೇ ಪಾದದಲ್ಲ ಇಲ್ಲಿ y ಯಹಣಾತ್ನ TONG. 
ಆದುದರಿಂದ sin /, tan ¢, cot p ಮತ್ತು cosec ೪ ಯಣಾತ್ಮಕವಾಗಿವೆ. 
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The adjoining figure gives the summary Of the above 


discussion. 


y 
Fig. 7.10 


The student will easily write down for himself the 
signs o the remaining trigonometric fuctions, wiz cot $: 
secg, cosecp in_ the several quadrants, from their 
definitions. 


Exercises 7.3 


{i If ite = EAGT eg 
én oe Sa ee 


calculate the value of the expression 
7 cos 86 — 6 tan 0 
4 cot 0 + 3 sec 0 
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ಇರದ ಸಾರಾಂಶವನ್ನು ನೀಡುವುದು. 


ಫಿ ™ 
% cay 


3 
we 


ಇಗೆ ಗಿಮುವ್‌ » 
ಇದರೂಂದಿಗಿರುವ ಚಿತ್ರವು ಮೇಲಿನ ಎ 


ಉತ್ಪನ್ನಗಳಾದ cot go, Sec ®, cosec 9, 


pT 
ಣಾ ಉಳಿತಿಳಳಶಂ"9 


ಪಾದಗಳಲ್ಲಿ ಏನೆಂಬುದನ್ನು ಅವುಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 


$೬ 

y 
2 
(@ 
45 
= 
SL 
YU 
o 


| ಗಳಿಂದ ಸುಲ 


1 mo = 5° ll) 


2 pV 


7 cos0— 6tanH maz ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4 cot 6 + 3 sec 4 
bos 


[Here OM « 12. Since it is in the negat ve directicr 
of the z-axis m nus sign should qua’ify It. Therefore 


Y 


37 


2 Hf cos 6 = = and 7 < 6 <— 
vo 


find the values of the remaining trigonometric ratios of @. | 


3 If tan@ = “Sand 7 < 60 < ~ca'culate the value 


5 sin 8 + 6 cos @ - 
7 cot 6 — 8 sec 0 


4 kee 2 Cae 
pt, 
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[ಇಲ್ಲ OM « 12. ಆದ 


ತ, ಆದು ೫೪-ಅಕ್ಷದ ರುಣಾತ್ಮಕ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ 
125 ಹಂದೆ ರುಣಚಿಹ್ನೆ ಬರೆಯಬೇಕು. ಆದುದರಿಂದ 


Y 


_ 12 an ~ - 6 = 37 ಆದರೆ ಂಕೋನದ 
35 = 2 


5 sin @ + 6 cos 0. 
"7 cot @ — 8 sec 6 


2 ee 
4 sn ¢@ = i ae ಅದ 


(7 +o 


an 6 t{@ = —“_+*-_ 
tan 6 + co ony  — FI 
_ m= +- 2mn 
5 Hand = Em 
prove that 
we: m* +2 mn 


Jn + Qn? 
718 Trigonometric Ratios of some we!!-known angies— 
We now proceed to calculate the trigonometric 
values of 0°. 30°, 45°, GOS, 90°. 135 and 180°. In all the 
cases P(x, y) is a point in the Ox, Oy plane such that Z rOP 
in the positive sense is the given angle. OP=r is always 
positive. PM 1s drawn perpendicular to the z-axis. 
(a) To find sin 0°, cos 0°, ete. 
When Z 20P = 0°. P. concides with M and so. 
w= OM = OP sr. ye ME RT 
p 


ge =¥=0. cos 0°= =" =] 
LE Y Tr 
[e) 
tan 0° idl O's 
cos 0 1 
; 
| 
Pay 


Fig: 7.19 


Pp 1. ,2\2 
tan @ + cot bp = an’ 4 — )” ಎಂಬುದನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ 
2pq (p> — 0) 
. PA NER) ' 
5 sin 9 = ae" swe 
m*—-2 mn +2 n? 
tang — Maz ; ಎಂಬುದನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
2 mn 42 n? 
7:18 ಕೆಲವು ಸುಪರಿಚಿತ ಕೋನಗಳ ಪ್ರಿಕೋಣಮಿಶೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳು 


ಸಾಪೀಗ O°, 30°, 48°. 60°. 90°, 135° aos, 180° 
ಇವುಗಳ ತ್ರಿಕೋಣವಾೂತೀಯ ಪ್ರವಾಂಗಳನ ನ್ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಮುಂದುವರಿಯೋಣ 
ನಾ ಸಂದರ್ಭ ಗಳಲ್ಲಿಯೂ P (a x- ೪) ಎನ್ನುವುದು Oz, Oy ಸ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಒಂದು 
Rett ಮತ್ತ sxOPSx ಅಪ ದಕ್ಷಿಣ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ದತ್ತ ಕೋನವಾಗಿರುತ್ತ ದೆ. 
Wp, ಹಾಗಲೂ ಧನಾತ ಕವಾ ಗಿರುತ್ತ 3. PM ನ್ನು 7-228, 
ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಬೇಕು. 
(a) sin 0". cos 0° ಮುಂತಾದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 


ZrLOP =0° ಆದಾಗ Po. ಖಜನಲ್ಲಿ ಇಕ್ಕವಾಗಿರುವುದು. ಆದುದರಿಂದ 
x=OM=OP =r, y= MPS 0 


sin 0° = Y— 0, cos 0° — 1 
ip r 7 
sin 0° 0 
Na 0 See 0 
7 cos 0S 1 
i 
: P(x,Y) 
| 
| ಥಿ 
i 
pe ae 
ಜಿತ) Tae 
y' 


} 


cosec 0° = <= , infinitely great 


(b) To find sin 30°, cos 30°, etc. 


In this case we have 


NS 


MP= Md and OM == \ BT 


sin 30° 


| 
taro = a 


\ 


, cot 30°= 4/3, 


2 
sec 30°—=— , cosec 30°=2 
VS 


(c ‘To find sin 45°, cos 45°, cte. 
In this case, r=y and so 


¥ 


ಚಿತ್ರ 7.14 


2 


sec 30°= — “ cosec 30°=2 
Pa A 3 < ; 


45°, cos 45° ಮುಂತಾದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 


TE) 
ಈ" By. Nee [TO ore 


ಚಿತ್ರ 7.15 


} © 2. 4 
m 45 sf =_3 & —_ 
S 5) p % TG 
4) 1 
cos 45° = = = —— 
r NS 


tan 45° = 1, cot 45° = 1, sec 45° = V2 | 
cosec 45° = V2. 


(d) To find sin (60°, cos 60°. °c 


(4) 


m 
Wig. 7.6 
In this case, x= => 
— V2 
Y pe V/ 2 — 2 pe Se y 
sm 60° = YN cos 60° = et 
r 2 r = 


sin 45° = Y Sl 
YT SR 

cos 45°—7 —_! 
ಗ್‌ 


mas —1, cov =), seck5—= NS 
cosec 45° =4/2 


(d) sin 60°, cos 60°, ಮುಂತಾದಾವನ್ನಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ, 


P(5,y) 


—_— + ee eee 


Y 


A | k 
tan 60° = JO, iGO? = se = 2. 
v3 
_ 2 
Coase 60° = =e 
V3 


(e) To find sin 90°, cos 90°, etc. 
In this case, OP coimcides with the y-axis. Ther. ‘ore 


Al coincides with 0. 
bv WP=-%7— 0 2 

sin 90° = I =1 : 

aa = ==>» | 

‘ | r r 

tan 90° = infinitely great cot 90° = 0, : 

sec 90° = 2: infinitely great,cosee 90° = 1 | 


(7) To Und sm 135°. eop 195°. ove In tis case | 
namerically 
OM = M P ee Hp VE 
But OM is negative. 


| 
; : 
| 


Fig. 7.17 


tan 60°= V3, cot 60°= = sec 60°=2, 
v3 
cosec 60° = 
: ” sin 90°, cos 90° ಮುಂತಾದುವನ್ನು ಕುಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 
| ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ೧ Pಯಹು OY- ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಐಕ್ಕವಾಗುವುದು. ಆದುದರಿಂದ 
WM, ೧5ರ ಬಕ ವಾಗುವುದು. 
» OM =x — 0, MP=y=O0P=r 


sin 90° = =, oo == ==. 9 
| r YT = 
tan 90° = _ , ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ, cot 90°=0, 
1 
sec 90° = ae ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ, cosec 90° =1 


) sin 135°, cos 135° ಮುಂತಾದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. ಈ 
ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ 011, UP ಗಳು ನಿಜಬೆಲೆಯಲ್ಲಿ ಸಮಾನವಾಗಿವೆ. ಎ: ೫ = y 
ದರೆ OM ಯಣಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ. 


— 


g 


P (=) 


DS 


| NU 
| 
\ 


uw’ 


ಚಿತ್ರ 7.17 
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OM? + MP = Or" 
> + go y” - yy” = 
py = 2y” = 7 


7 T 
Me — + —= 
V2 4 ¥ 2 
sin 135° = §e be , cos 135 =? ae MS 
‘7 2 T / 2 
tan 135° = — 1. cot pgs — 1 
sec 135° = — 2 cosec 188° = “8 


(y) To find sin 180°, con 180°, etc. 
In this case OP coincides with Oz’ t 
tion of the z-axis. 


Therefore PM = 0 
° p= — 7 (OM is negative) 


he negative direcs: 


. OM? 4+ VW P2—op2 
typ ty — 72 


i fi cf 
v= — SS — —- 
\ vs J K V2 
sin io = y ಮ hl, cos 35° ee i i 
yr v2 7 Tr 2 
tan 135° — —l, cot loo: — — Us 
sec 135° = — Vo, cosec 135° = /2 


(g) sin 180°, cos 180° ಮುಂತಾದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 


ಡ್ನ 
ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ೧ Pಯು OX'SY (ಇ-ಅಕ್ಷದ ಯಣಾತ್ಮಕ ದಿಶೆ) ಐಕ್ಕ 
ವಾಗುವುದು. ಆದುದರಿಂದ?) - 0 :. ೫ = — ೯ (OM ಖುಣಾತ್ಮಕ) 
= 


ಚಿತ್ರ 7.18 
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sin 180° = / = 0, © cos 180° =~ = 1 
r 


r 
tan 180° = 0, cot 180° = = , Infinitely great 
sec 180° = — 1, cosec 180° = 5° , Infinitely great 

7.19 A summary of the previous results 1s given here- | 
below. 
Trig. 0 0 0 0 | 0 0 0 
Lugo 0 30 45 60 90 135 180 | 
| 
1 V3 | 1 | 
sin 0 J | ಸ್ಕಾ > | 1 oF 0 ) 
ae i | ar . I 
cos 9 | Vo 5 — Va —] 
] ವ 
tan 0 | ] V3 oo —1] 0 
i 


Exercises 7.4 


1 Calculate the values of the trigonometric ratios of the 
following angles :— : 
((1) 120°, (u) 150°, (11) 210°, (iv) 225°, (v) 240°, 
(vi) 270°, (vii) 300°, (viii) 315°, (ix) 330°, (x) 360°, 
(xi) 980°, (xi) 1390°, 
3 (ಮ) SY 


MD 180° = 0 


cos 180° — 


| 


3 81S 


tan 180° = 0, cot 180° = i , ಅಪರ್ಯಾಪ 
0 —_ 


sec 180° = — 1, cosec 180°= 7, ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ 


7.19 ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳ ಸಾರಾಂಶವನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಕೆಳಗೆ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 7.4 
1} ಈ ಕೆಳಗಿನ ಕೋನಗಳ ತಿ ಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ ಪ್ರಮಾಣಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ 


(i) 120°, (ii) 150°, (iii) 210°, (iv) 225°, 
(v) 240°, (vi) 270°, (vii) 300°, (viii) 315°, 
(ix) 330°, (x) 360, (xi) 930°, (x11) 1380°, 

=) © (xv, (xv) 11 2; (xvi) 9. 
(xiii) 5 7; (xiv) 5 (xv) 6 (xvi) 5 
(xvii) 21 “ (xviii) | 135 
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2 Evaluate 
(i) 2 sin 30° cos 30° cot 60° 


vy J 9 7 9 7 2 T 
= 2— + sec? — — Scot" — 
(11) ಇ cosec 3 + = ಷ 


(iii) cos 60° —tan® 45° +? tan? 30° 
--cos? 30° ve 30° 
as 


(iv) sin — + cos — tan ° 7 


(v) sin Em cos 225°—tan 330° 


(vi) sin — ae cos _ — sec a 


3 Find zx from the equation 
cot? 30° sec 60° tan 45° 


% @i 30° cos? LSE 
cosec? 45° cosec 30° 


4 Verify the formula 


, 2 tan A 
a 2 
hg 1+tan? A 
tan 2A = — 2 tan A when 
1—tan? A 


(a) A=60°, (b) A=120°, (c) A=300° 


7.20 Use of Tables— 

While solving problems in trigonometry we often 
come across trigonometric ratios such as sin 35°14’, 
cos 47°11’, tan 80°13’, ete. In all standard books called 
‘“ Mathematical Tables ” pages with the following headings 
can easily be located—Natural Sines, Natural Cosines, ete, 
and Logarithmic Sines, logarithmic Cosines, etc. 

From the natural sines page we get, 


sin 35° 14'=0.5764 
0.0005 add 


0.5769 
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} 


2 BS ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
(1) 2 sin 30° cos 30° cot 60° 


3 
(in) cos 60° — tan? 45° + 3 tan? 30° 
+ cos? 30° — sin 30° 


(1) } cosec? + sec? A = cot? 3 


(iv) sin = + cos Fj + tan = 

(v) sin 120° + cos 225° — tan 330° 

(vi) sin aT cos = — sec = 

3 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ yao, ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 

ee — cot? 30° sec 60° tan 45° 
cosec? 45° cosee 30° 


4 (a) A=60° (b) A=120°, (c) A=300° ಆದಾಗ ಈ 
ಕೆಳಗಿನ ಸೂತ್ರಗಳು ಸರಿಯಾಗಿವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ- - 


’ 2 tan A 
WA _ ae 
= 1 + tan? A 
2 tan A 
Wii SAE o_o 
, 1 —tan?A 


7:20 ಟೇಬಲ್‌ನ ಉಪಯೋಗ 
ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಾಗ 8in35° 14’, cos 47° 11” 
tan 80° 13’ ಮುಂತಾದ ಪಿ ಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳು, ಆಗಾಗ 
ಇದಿರಾಗುವುವು. Mathematical Tables ಎಂದು ಹೆಸರಿರುವ ಎಲ್ಲ 
ಉತ್ತಮ ಪುಸ್ತಕಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಕೆಳಗಿನ Bed SENET ಪುಟಗಳನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ 
ಗುರುತಿಸಬಹುದು Natural Sines, Natural Cosines, 39,0. 
Logarithmic Sines, Logarithmic Cosines, ಇತ್ಯಾದಿ. 
Natural Sines ಪುಟದಿಂದ ನಮಗೆ ದೊರೆಯುವ ವಿವರ, 

sin 35° 14’=0-5764 

0.0005 ಕೂಡಿಸಿರಿ. 


—— 


0.5769 
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sin 35°12’ is first observed and then from the mean 
difference column for 2’ th: corresponding value 0.0005 1 
added. 

From the Natural Cosines page we get, 


cos 47° 11’'=0 6807 
0.0011 subtract 


0.6796 


cos 47°6' is first observed and then from the mean 
difference column for 5’ the corresponding value 0.0011 1s 
subtracted. 
Similarly from the Natural Tangents page we get, 
tan 80° 13'=5.7894 
From the Logarithmic Sines. Logarthmic Cosines and 
Logarithmic Tangents paces we get, 
log sin 35° 14’'= T.7611 means 
—1-+0.7611 
log cos 47° 11’= T. 8323 means 
—1-+0.8323 


log tan 80° 13’=0.7634 


121 We meet yet another type of problems. Given. 
the value of a trigonometric ratio, to find the angle. | 

Ex : sin 0=0.7345, find 6 

From the Natural Sines page it is easy to see om the 
value of the angle satisfying the above relation is 47° 16’ 

Ex : ‘cos 06=0.3639, find 6. 

From the Natural Cosines page (mean difference to be | 
subtracted) we get 6=68° 40’ 

_ Similarly when log sin 6= T.7085 from the Logarithmic 

Sine page we can easily get, 06=30° 45’. If log cos 02=1-3061 | 


from the a Cosines page (mean difference to be 
subtracted) @==78° 19’. 


ane? 
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ಮೊದಲು ಇ ° , | | 
ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 2'ನ ಬೆಲೆ 0. hd ld pe ed mean differences 
Natural Cosines ಪುಟದಿಂದ ನಮಗೆ ದೊರೆಯುವ ವಿವರ, 
cos 47° 11’—0-6807 
0-0011 ಕಳೆಯಿರಿ 


0-6796 


ಮೊದಲು cos 47° 6' ಇದರ ewe ಬರೆದು mean diference 8 
ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 5'ನ ಬೆಲೆ 0.001 1ಯನ್ನು ಇದರಿಂದ ಕಳೆಯಬೇಕು. 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ Natural Tangents ಪುಟದಿಂದ, 
tan 80° 13’=5-7894 ಎಂದು ತಿಳಿಯುತೆೇವೆ. 
__ Logarithmic Sines. Logarithmic Cosines ಮತ್ತು Loga- 
rithmic Tangents ಪುಟಗಳಿಂದ 
log sin 35° 14’= 7.7611 ಅಂದರೆ 
—1--0.7611 
log cos 47° 11'= T -8323 ಅಂದರೆ 
—1+0-8323 
log tan 80° 13’=0-7634 ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 


7-21 ಇನ್ನೂ ಒಂದು ವಿಧದ DBs ನಮಗೆ ಇದಿರಾಗುವುದು : ತ್ರಿಕೋಣ 
ಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಆ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಂ 
ಸಾಧ್ಯವೇ ? 

ಉದಾಹರಣೆ: sin 6-0-7345. 6 ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

Natural Sines ಪುಟದಿಂದ ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೊಂದುವ ಕೋನದ 
(6 ದ) ಬೆಲೆ 47° 16’ ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 

ಉದಾಹರಣೆ: cos 6-0-3639, 6ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

Natural Cosines S®ದಿಂದ (mean differenceನ್ನು ಕಳೆಯ 
ಬೇಕು) ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೊಂದುವ ಕೋನದ (ಟದ) ಬೆಲೆ 68° 40' ಎಂದು 
ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ, 

ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ log sin 06= T7085 ಎಂದಿದ್ದಾಗ Logarithmic 
Sines ಪಟದಿಂದ g=30° 45" 
ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. log cos 6= 7.3061 Sa Logarithmic 
Cosines ಪುಟದಿಂದ (Mean differences: ಕಳೆಯಬೇಕು) g—78°19’ 
ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 
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Example 
Simplify : sin 33° 15’ x cos 42° 19 
tan 27° 39 
Let the given expression be equal to x. 
log z=log sin 33° 15’ +log cos 42° 19° 
—log tan 27° 39’ 


1.7390 _ 1.7192 
1.8689 


1.6079 
1.7192 


1.8887 
0.7739 


8 
l 


Exercises 7.5 


1 Calculate the values of 
(i) sins6s° 37 
(1) cos 43° 54’ 
(ni) tan 33° 33’ 
(iv) sin 43° 13’ 
2 Simplify 
00s” 86°13’ casas” 4a’ 
sin 49° 15’ sin 54° 56 
3 Determine given (i) sin 6=0.7237 
(1) cos 0=0.6941, 
(ll) tan @= 1.7107 
(iv) cot 0=0.8146, 
(v) tan 6=0. 6666 
(vi) cos 6=0.4444 
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ಉದಾಹರಣೆ 


ಸುಲಭರೂಪಕೆ . Sin 33°15’ Xx cos 42°10 
"i - tan 27°39" 
ದತ್ತ ಉತ್ಪನ್ನವು x ಎಂದಾಗಿರಲಿ. 
log x =log sin 33°15’ +-log cos 42°19’ 
Bog tan 27° 39’ 
= T. 7390 
T . 8689 


ue 
_——————— 


T- 10 
ISD 


T . 8887 
LEN TTD 


(cl 
fa 


— TWD 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 7-5 


1 ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
QP sin 63°37, (11) cos 43°54’ 
(11) tan 33°33’, (iv) sin 43°13’ 


cos 36°13’ cos 43°43" 
sin 49°15’ sin 54°56 
3 ಕೆಳಗಿನ ಸಂದರ್ಭಗಳಿಗನುಗುಣವಾಗಿ, g ಬೆಲೆಯನ್ನು ಪಡೆಯಿರಿ 
(1) sin 0—0°7237 (11) cos 0=—0°6941 
(iii) tan @=1°7107 (iv) cot 0:=0°8146 
(v) tan 4=0°6666 (vi) cos 004444 
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CHAPTER 8 


Rightangled Triangle 
8.1. Solution of the Rightangled Triangle— 


The three sides and the three angles of a triangl 
are together called its six elements. Given three element 
of a triangle, which are not all angles, the remaining ele 
ments can be calculated (without measuring them) by th 
help of these elements and the use of trigonometric ratios 
This process is called “‘the solution of the triangle”. 


In the case of a right angled triangle one element 1 
known (=90°) and a simple relation exists between th 
sides and the hypotenuse. Further the ratios of pairs © 
its sides can be expressed as trigonometric ratios of th 
angles of the triangle 


A B+ BC? = AC? 


AB ox: Ke 

7 a sin C = cos A 

’’ WR 2 

z= sin A = cosC 

A 

B ¢ 


ಅಧ್ಯಾಯ 
ಲಂಬಹೋನೆ ತ್ರ ಕೋಣ 


8:1 ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಿಕೆ- 


; ಒಂದು ತ್ರಿಕೋಣದ ಮೂರು ಭುಜಗಳೂ ಮೂರು ಕೋನಗಳೂ ಅದರ ಆರು 
ಮೂಲಾಂಶಗಳು. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಮೂರು ಮೂಲಾಂಶಗಳು ದತ್ತವಾದಾಗ (ಅವೆಲ್ಲವೂ 
ಕೋನಗಳಾಗಿರಬಾರದು) ಉಳಿದವುಗಳನ್ನು ಅಳತೆ ಮಾಡದೆ ದತ್ತ ಮೂಲಾಂಶಗಳ 
ಮತ್ತು ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹಂದು. ಈ 
ಕ್ರಮವನ್ನು "" ತ್ರಿಕೋಣದಬಿಡಿಸುವಿಕೆ '” ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಒಂದು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಮೂಲಾಂಶ ಗೊತ್ತಿದೆ ( = 90°). 
ಮತ್ತು ಅದರ ಭುಜಗಳಿಗೂ td de, ಒಂದು ಸಂಬಂಧವಿದೆ. ಅಲ್ಲದೇ ಅದರ ಎರಡು 
ಭುಜಗಳ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯನ್ನು ಆ ತ್ರಿಕೋಣದ ಕೋನಗಳ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಸೂಚಿಸಬಹುದು. 


bs Ap | Se = AC? 


AB = ae — cos A 
AC 

BC — sin A = cosC 
A 


As a simple illustration let us solve the trians 
Ao) with 1 pw’, BC—2Z, 4M 


It is clear that 2C=30°. 


AC x 2 4 

= 30 << os AC —= —— 
ae sec iz TE 
AB 1 2 
—_ =F 30° a AB _—_- 
=~ ಸ್‌ V3 


Exercises 8.) 


Solve the following triangles :— 
()e=3. bet, LAU 
(2) LZ /B=8Ts wa dT 
(3) 2 A=35°, 2 B=90°, c=3 
(4) 2C0=90°, a=5,c=7 
(6) 2 BOW, b=12, ER 


8.2 Heights and Distances 


In many simple cases the calculation of the height and 


distance of an object leads to the solution of a right angled 
triangle. 


Consider an object Pat a height h above the horizontal 
line through the observer ‘0’. The angle JOP is called 
the angle of elevation of P as seen from ‘O°’. If a horizontal 


P 
N 
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ಸುಲಭ ಉದಾಹರಣೆಯಾಗಿ /) B=90", BO =2, /4 = GO° RW 


ಪಂತಹ ಒಂದು ತಿ ಕೋಣವನ್ನು 2 ಬಿಡಿಸೋಣ ma 

FC — 30° ಎಸ ಓವುದು ಸ್ಥ ಷ್ಟವಾಗಿದೆ. 
AC 2 

=> 230% — |. = —_ 
BC V9 a3 
AB 
= =| tan 30 she A “a 
BC 43 V3 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 8:1 
ಈ ಕಳಗಿನ ತ್ರಿಕೋಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ 
(1) a= O= 4. pA 
©) ZAR oO. LB =I «= 
©) MES. PBEM, c= 3 
(4) 10C=90, a=5, c=T7 
(5) sB=90.. b=12, a= 
8-2 ಎತ್ತರ ಹುತ್ತು ಡಕಾರ 
ಕ ರ್ನಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ವಸ್ತುವಿನ ಎತ್ತರ ಮತ್ತು ದೂರವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯುವ ಪ್ರಶ್ನೆ ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೊ ಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸ ಸುವುದರ ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿದೆ. 
0 ಎಂಬ ವೀಕ್ಷಕನ ಕ್ಷಿತಿ ತಿಜರೇ ಖೆ (OM) ಗಿಂತ h ಎತ್ತರದಲ್ಲಿರುವ P ಎಂಬ 


ವಸ್ತುವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. MOP ಕೋನವನ್ನು ನಿಂದ ಕಾಣುವಂತೆ Pos 
ಉನ್ನ ತಕೋ ನವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆ ವೆ. Pಯಿಂದ PN ಎನ್ನು ವ ಕ್ಷಿತಿಜರೇಖೆಯನ್ನೆ tate! 
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line PN is drawn through P. angle NPO is called the 
angle of depression of ‘O’ as seen from P. Therefore the 
angle made by the line joining the observer to the object 
with the horizontal is called the angle of elevation or 
depression according as the object is above or below the 


horizontal line. 


8.3 A simple illustration. 

A vertical flagstaff stands on a horizonta! plane. From 
a point distant 100 feet from its foot the angle of elevation 
of its top is found to be 60°. Find the height of the flagstaff. 


Let AB be the flagstaff, height h. Let C be the observer 
on the horizontal plane through B. Then in the right 
angled triangle ABC, ACB=60°. 


_ = tan6é0x=V3 ..h=BC¥3=100/5feet. 
A 
h 
P Fig. 8.3 


foo 


Exercises 8.2 


1 A person standing on the bank of a river observes 
that the angle subtended by a tree on the opposite bank 
is 60°. When he retires 40 feet directly from the bank 
he finds the angle to be 30°. Find the height of the tree 
and the breadth of the river. 


2 The angles of elevation of the summit of a hill from 
the top and bottom of a tower are 30° and 60°. If the 
height of the tower is 100 feet find the height of the hill. 
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ದೊರೆಯುವ N PO ಕೋನವನ್ನು Pಯಿಂದ ಕಾಣುವಂತೆ OAS ಅವನತಕೋನವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆದುದರಿಂದ ವೀಕ್ಷಕನನ್ನು ಒಂದು ವಸ್ತುವಿಗೆ ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಯು 
ಕ್ಲಿತಿಜರೇ ಖೆಯೊಂದಿಗೆ ರಚಿಸುವ ಕೋನವನ್ನು, ವಸ್ತುವು 'ಕ್ಷಿತಿಜರೇಖೆಗಿಂತ ಎತ್ತರದಲ್ಲಿ 
ದ್ದ ರೆ ಉನ್ನತಕೋನವೆಂದೂ, ತಗ್ಗಿ ನಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಅಿವನತಕೆನೀನವೆಂದೂ ಕರೆಯುತೆ Zea. 


8.3 ಒಂದು ಸುಲಭ ಉದಾಹರಣೆ 


ಒಂದು ನೇರವಾದ ಧ್ವ ಜಸ್ತಂಭ ಸಮತಟ್ಟಾದ ನೆಲದ ಮೇಲೆ ನಿಂತಿದೆ. 
ಅದರ ಬುಡದಿಂದ ನೆಲದ ಮೆಳೆಲೆ 100 ಅಡಿ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
ಧ್ವ ಜಸ್ತಂಭದ ಶಿಖರದ ಉನ್ನತಕೋನವು 60°. ಧ್ವ ಜಸ ಭದ ಎತ್ತರ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


AB ಯು ಧ್ವ ಜಸ್ತಂಭವಾಗಿರಲಿ. ಎತ್ತರ h ಎಂದಿರಲಿ. 0ಯು ಧ್ವ ಜಸ್ತಂಭದ 
ಬುಡ B ಇರುವ ಸಮತಲದ ಮೇಲಿರುವ ವೀಕ್ಷಕನಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ABC ಲಂಬ 
ed ತ್ರಿಕೋಣದಲ್ಲಿ / ABC=60°. 


a 


ಚಿತ್ರ 8.3 


tou 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 8.2 


1 ಒಂದು ಹೊಳೆಯ ದಂಡೆಯ ಮೇಲೆ ನಿಂತಿರುವ ಒಬ್ಬ ಮನುಷ್ಯ ಇದಿರು 
ನಂಡೆಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಮರ ಅವನಲ್ಲಿ 60° ಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸುವುದಾಗಿ 
ಕಾಣುತ್ತಾನೆ. ಅವನು 40 ಅಡಿ ಹಿಂದೆ ನಡೆದು ನೋಡಿದಾಗ ಆ ಕೋನ 30° ಎಂದು 
ಕಂಡನು. ಹಾಗಾದರೆ ಮರದ ಎತ್ತರ ಮತ್ತು ಹೊಳೆಯ ಅಗಲ ಎಷ್ಟು? 


೨ ಒಂದು ಗೋಪುರದ ಬುಡದಿಂದ ಮತ್ತು ಶಿಖರದಿಂದ, ಒಂದು ಬೆಟ್ಟದ 
ಖರದ ಉನ್ನತ ಕೋನಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ. 30°, 60°. ಆ ಗೋಪುರದ ಎತ್ತೆರ 
00 ಅಡಿಗಳಾದರೆ ಬೆಟ್ಟದ ಎತ್ತರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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4 From the foot of a post the elevation of the top 0 
a clock tower is 45°, and from the top of the post, whiel 
is 30 feet high the elevation is 30°. Find the height anc 
distance of the clock tower. | 

5 A tower casts a shadow 200 fect long when the 
sun’s altitude is 30°. Find the height of the tower. 

6 From the top of a light house 200 feet high the 
angles of depression of the top of the mast of a ship anc 
its reflection in water are found to be 45° and 60 
respectively. What is the height of the mast ? 


7 At the foot of a mountain the elevation of it 
summit is found to be 45°. After ascending one mil@ 
towards the mountain up a slope of 30° incl nation the 
elevation is found to be 60°. Find the height of tha 
mountain. 


8 From the top of a hill the angles of depression 06 
two consecutive mile-stones on a level straight roac 
running through the foot of the hill are found to be 30% 
and 60° respectively. Find the height of the hill. | 


9 The horizontal distance between two towers is 10 
feet. Ifthe angle of depression of the top of one towe 
from the top of the other whose height is 150 feet is 30° 
what is the height of the former tower ? 


10 There are two posts of equal heights on either 
sides of a road such that the line joining their feet is 
perpendicular to the road. An observer stands on this 
line and observes the angles of elevation of the top points 
of the posts to be 30° and 60°. Find the height of the 
posts and the position of the observer. 


8.4 Related angles 


7, 


| 
For a given angle ¢, angles be +, ~+¢ and 27+, 


are called related or allied angles. We shall now see how 
the trigonometric ratios of these related angles can be 
expressed in terms of those of ¢. 
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4 30 ಅಡಿ ಎತ್ತರವಿರುವ ಒಂದು ಕಂಬದ ಬುಡದಿಂದ ಮತ್ತು ಅದರ ಶಿಖರ 
ದಿಂದ ಗಡಿಯಾರ ಗೋಪ್ಪರವೊಂದರ ಶಿಖರದ ಉನ್ನತ ಕೋನಗಳು ಕ aan 45° 


MDD, 30° ಆಗಿ ಕಾಣುತ್ತವೆ, ಗಡಿಯಾರ ಗೋಪುರದ ಎತ್ತರ ಮತ್ತು ದೂರಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


J 5 ಸೂರ್ಯನ ಉನ್ನಶಿಯು 30° ಆದಾಗ ಒಂದು ಗೋಪುರವು 200 ಅಡಿ 
'ಉದ್ದದ ನೆರಳನ್ನು" ಜಾಂ ಚುವುದು. ಆ ಗೋಪುರದ ಎತ್ತರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


6 200 ಅಡಿ ಎತ್ತರದ ಒಂದು ದೀಪಸ ಿಂಭದ ಶಿಖರದಿಂದ ನೋಡಿದಾಗ 
ಒಂದು ಹಡಗಿನ ಕೂವೆ ಮರದ ಶಿಖರದ ಮತ್ತು ಅದರ ನೀರಿನಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿಫಲಿತ ಬಿಂದಂ 
ವಿನ ಅವನತ ಕೋನಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 45° ಮತ್ತು 60° ಆಗಿವೆ. 3 ಕೂವೆ ಮರದ 
'ಎತ್ತರವೆಷ್ಟು ? 


T ಒಂದು ಬೆಟ್ಟದ ಬುಡದಿಂದ ಅದರ ಶಿಖರದ ಉನ್ನತಕೋನ 45° ಆಗಿ 
ನಾಜುವುದು. ಶಿಖರದೆದೆಗೆ 30° ಓಟ (ಏರು) ಇರುವ ದಾರಿಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಮೈ ಲು 
ನಡೆದ ಮೇಲೆ ಉನ್ನತಕೋನ 60° ಆಗಿ ಕಾಣುವುದು. ಬೆಟ್ಟದ ae ರವನ್ನು ಕುಡ" 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


8 ಒಂದು ಬೆಟ್ಟದ ಶಿಖರದಿಂದ ನೋಡಿದಾಗ ಅದರ ಬುಡದಿಂದ ಸಾಗುವ 
ನು wees ಮೇಖಿರುವ ಎರಡು ಕ್ರಮಾನುಗತ ಮೈ ಲು ಕಲ್ಲುಗಳ ಅವನತ 
ನಗಳು 30° Sot. 60° ಆಗಿ ಕಾಣುವುವು. "330° ಎತ್ತರವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


9 ಎರಡು lg ps wy ಕ್ಲಿತಿಜದೂರ) 100 ಅಡಿಗಳು. 


ವನತ ಕೋನವು 30° = ಹಯ ಗೋಪುರದ ಎತ್ತರವೆಷ್ಟು ? 


10 ಒಂಡು ರಸ್ತೆಯ ಎರಡು ಬದಿಗಳ್ಲೂ ಒಂದೇ ಎತ್ತರದ ಎರಡು ಕಂಬ 

=. ಅಷುಗಳ ಬುಡಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆ ರಸ್ತೇಯ ಬದಿಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 
ಈ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಒಬ ನು ನಿಂತು ನೋಡಿದಾಗ ಕಂಬಗಳ ಶಿಖರಗಳ ಉನ್ನತ ಕೋನ 
ಗಳು 30° _ 6Q? ಆಗಿ ಕಂಡರೆ ಕಂಬಗಳ ಎತ್ತರ ಮತ್ತು ವೀಕ್ಷಕನ ಸ್ಥಾನವನ್ನು 
ಹಿಡಿಯಿ 


ಹರ 


(\ 
“ 


8.4 ಸಂತ ಕೊ ವಗಳು 


Wp OW ದತ ಕೋನಕ್ಕೆ — (> 5 ak p> ps 3 [7 ಮತು, 2 + p ಇವುಗಳು 
ಸಂಬಂಧಿತ ಕೋನಗಳು PN, ಈ ಸಂಬಂಧಿತ ಕೋ? ವಗಳ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ ್ರ ಹಕಾಣ 
pve ~~ ms ಕೋವದ i 8h ಕೀ ಇತಂ ಪ್ರ ಮಾಣಗಳಾಗಿ ಬರೆಯುಷುಡು ಹೇಗೆಂದು 
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In all the following discussions OP bounds the angle 
measured in the positive sense. P is the point (z, y) 8 
QP=r which is always positive. OP bounds the rela 7 
OP’ is taken equal to OP (=r). P’ is the pob 
PM and PM’ are drawn perpendiculars to t 

y x-axis. Care shou 
’ be taken to assig 
| proper signs to @ 
segments. [For f 
sake of completene 
a full discussion 
given here cove 
all possible val 
of ¢. The stude 


angle. 


(a’,y’)- 


R (x,y) 


fine himself to 
simplest case, whe 
? is a positive acu 


gonometric ratios 
—¢ with those of 4g 


Here M'’ coincid 
with AM because t 
AsOMP and OM 
are congruent 1 
construction. 


Pl 


ಇನ್ನು ಮುಂದಿನ ವಿವರಣೆಗಳಲ್ಲಿ OP ರೇಖೆಯು ಥಿ ಕೋನವನ್ನು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ 
ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ರಚಿಸುವುದು. Pಯು (a, y) ಬಂದು ಮತ್ತು OP — ಆಗಿರುವರು. 
y ಸದಾ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವುದು. OP’ ರೇಖೆಯ ಸಂಬಂಧಿತ ಕೋನವನ್ನು 
ರಚಿಸುವುದು. OP's, 
OPN (=r) ಸಮಾನವಾಗಿ 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳ ಲಾಗಿದೆ. ನ 
ಬಿಂದುವು (z, y') ಆಗಿದೆ. 
PM ಮತ್ತು ನP'ಬ'ನ್ನು 
೩-ಅಿಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬಗಳಾಗಿ ಎಳೆ 
ಯಲಾಗಿದೆ. OG, €ಶಕಗಳಲಿಗೆ 
ಸೂಕ್ತ ಜಿಹೆ 3 ಗಳನ್ನು ಜಾಗ 
ರೂಕ ಠೆಯಿಂದ ನೀಡಬೇಕು. 
[ಪೂರ್ಣಚಿತ್ರವನ್ನು ಕೊಡುವ 
ಉದೆ ್ಲೇಶದಿಂದ ಇಲ್ಲಿ p ಯ್ಯ 
ಎಲ್ಲ “ಜಿಲೆಗಳಿಗೂ ಅನ್ವ ಯಿಸು 
ವಂತಹ ವಾದವನ್ನು ನಂಡಿಸ 
ಲಾಗಿದೆ. ಆದರೆ ವಿದ್ಯಾ 
ರ್ಥಿಯು ಯ್ಯ ಅತಿಸುಲಭ 
ಬೆಲೆಯಾದ ಧನಲಘು ಕೋನ 
ವನ್ನು ಮಾತ್ರ ಪರಿಶೀಲಿಸಿದರೆ 
ಸಾಕು]. 

(2) — ಫಯ ತ್ರಿಕೋಣ 
ಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳನ್ನು 
p ಯ್ಯ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ 
ಪ್ರಮಾಣಗಳಾಗಿ ಬರೆಯು 
ವುದು. 


A? OMP ಮತ್ತು 
OM'P! ರಚನೆಯಿಂದ AG, 
ಸಮವಾಗಿರುವುದರಿಂದ M 
ಮತ್ತು ಹ'ಗಳು ಐಕ್ಕವಾಗು 


“.MP'=MP (ಪರಿ 
ಮಾಣದಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ) 
i) aos Y, x’ = 


ira 


~ 


a 
=) 
| 
ಈ 
I 
S 
«ld 
{ 
: 
B 
>. 


3 
cos (—¢) == = = = 608 ¢ 
tan (—¢)= ie = Ks — tan ¢ 


"sec (—?)= secg 
" cosec (> ¢)= —Ccosec ¢ 


(b) To connect trigonometric ratios of 5 ——-g with 
those of ¢. 
1 sat 
a | (ry ) 
& tf A | ad 
4 ಇ 
Wa” 
4 | © ot | 
§ ‘ a = Ro cS = _——¥ 
ae al ) 
iN, ea 
AW 
Nu | 
i XT A 1 
BU ee 
A 3 ಳು T 
~~ 
os, 
| SJ 
| ಹ 
) ಚಿತ್ರ 8°5 


[In the 2nd figure let s=90°+ x. 
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. 2 3 
sin (— ¢) : : sin @ 
cos (—¢) ವಸ್‌ COS ಛ 
ton (MES — oe 
an | : tan ¢ 
“cot (—¢)= — cot ¢ sec (—¢) = sec $ 


cosec (—¢) = — cosec ¢ 
(b) | ಯ್ಯ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳನ್ನು” p ಯ್ಯ ತ್ರಿಕೋಣ 
ಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳಾಗಿ ಬರೆಯುವುದು. 


Y 


ಚಿತ್ರ 8:5 


[ಎರಡನೆಯ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ g= Lz0P=90°-+ x ಎಂದಿರಲಿ. 
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OP’ is drawn such that Z M’OP’ (—ve sense) is x. 
Then / OP’ (-+-ve sense) = 90°—¢. 
Because 1 z0P’ (+-ve)= 360°— x 
=360°—-(¢— 90°) 
= 360° +(90°—¢) | 
360° being equivalent to one complete revolution 


omitted. The same argument can be extended to the 
remaining figures also.] 


all the figures, 
LOMP= 2 OM P’=90° 
1 POM=L OPM 
z OP= OP’ =r | 
”. The triangles OM P and OM’ P’ are congruent, 
: on Ne f in magnitude and directior 
z=y’, y= x" 


. sin (90°—¢)= 2 = = =cos¢ 


cos (90°—g) = ~ = 1 sin ¢ 


r 
tan (90°) = 4, = ke cot ¢ 
Y 


cot (90°—¢)=tan ¢ 
sec (90°—g)=cosec ¢ 
cosec (90°—g)=sec ¢ 


(c) To connect trigonometric ratios of "4 + with those 
of ¢. 
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LW’O'P= x  (ಯುಣಾತ್ಮ ಕ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ) ಆಗುವಂತೆ 
OP’ ನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ, 


ಆಗ /20P’ (4೪6 ದಿತೆ 90-4 


ಏಕೆಂದರೆ, /0P' (+ve ದಿಶ್ರೆ೭360°- x 
= 360°_(¢—90°) 
= 360° +(90°—g) 


60° ಒಂದು ಪೂರ್ತ ಪರಿಭ ಶಿ ಮಣೆಯಾಗುವುದರಿಂದ ಅದನ್ನು ಬಿಟ್ಟುಬಿಡಬಹುದು. 
ಇಬೇ ವಾದವನ್ನು WED ಚಿತ್ರಗಳಿಗೂ ಅನ ್ವಿಯಿಸಬಹುದು]. 


ಎಲ್ಲ ಚಿತೈಗಳಲ್ಲಿಯೂ, 
POMP POMP’ —00 
ZPOM= /OP’M' 


OP=OP’=r 
OM P ಮತ್ತು OM'P’ ತ್ರಿಕೋಣಗಳು AC, ಸಮ. 
.. OM — M’P’) 


: A ; ಪರಿಮಾಣ ಮತ್ತು ದಿಶೆಗಳೆರಡರಲ್ಲಿಯೂ 


ನಲ್ಲ, y= a 


2 
ELE 
sin (9 ¢) = ¢ 
ON (AE. sin ¢ 
r r 
ee: = y = # = cot 
tan (90°—¢) wy p 
cot (90°—¢) = tan ¢ 
sec (90°—¢) = cosec ¢ 
cosec (90°—¢) = sec ¢ 
(os = aie pe ¢ ಯ್ಯ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳನ್ನು ¢ ಯ್ಯ 


Ms ಪ್ರಮಾಣಗಳಾಗಿ ಬರೆಯುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಾಗಿ, 3 ನೆಯ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ, 
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P (ey). 


(3) 


For example in the 3rd figure 
let ¢= Z2xOP=180+ x, say 
OP’ is drawn such that 
L OP (+ve)=270° + x =90O+(180+K)=90 + 
Theretore OP’ bounds the angle 90°+¢. It is true ing 
every figure]. 


In all the figures, 
LOMP= 2 OM P'=90° 
1 POM= LOPWE 
OP= Tar 


“. The triangies OMP and OM'P’ are congruent. 
. OM= WP’ in magnitude und direction. 


M P=OM’ in magnitude only 


oy 
y= 
sin (90° +g) = = <= COS ¢ 
cos (90° + ) See = — tee — a 
೪) | 
tan (90° +9) = 3 = = = = — cot¢ 


cot (90° +¢)=—tan ¢ 
sec (90° +¢)= —cosec ¢ 
cosec (90° -+¢)=sec ¢ 
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$= ZfOP=180°+ x, ಎಂದಿರಲಿ. 


OP’ (4 ve ದಿಶೆ = 2704 x ಆಗುವಂತೆ OP’ ನ್ನು 
j ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 


Z@OP’ = 270° 4- x =90°-|- (180° + x)=90° +¢ 
jects OP’, (90° +¢) ವನ್ನು ರಚಿಸುತ್ತದೆ. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ಇದು 
] 


ಎಲ್ಲ ಚಿತ್ರಗಳಲ್ಲಿಯೂ, 

LOM /OMP°=90° 

LPO (OPM 

OP=6F =r 

“OMP, OM’'P’ ತಿಕೋಣಗಳು ಸರ್ವ ಸಮ. 

“OM =M'P' ಪರಿಮಾಣ ಮತ್ತು ದಿಶೆಗಳಲ್ಲಿ. 
MP=0OM' ಪರಿಮಾಣದಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ. 

a 
y= —x 


[4 


sin (90°+ ¢)= 3 = = — COS 


x’ —Y 


= —sin ¢ 
r yr 


cos (90°+¢)= 


x 
tan (90°+9¢) = G= = —cot ¢ 


cot (90°-+¢) = —tan ? 
sec (90° +¢) = — C0866 ¢ 
cosec (90° +4) =see ? 
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(d) To connect trigonometric ratios of ~+¢ 


those of ¢. 


y 


(d) «+5, ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳನ್ನು ಛಯ್ಯ ತ್ರಿಕೋಣ 
ಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳಾಗಿ ಬರೆಯುವುದು. 


Y 


P(x'y') 


P@Y) 


ಬಳಿ, Ry 
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instance, = ZLOP=270°-+- xX, sa 
ob ag et yr that ; 2 #0P’=90°+«. TH 
Z20P' =90° +p~— 270 = — 360° +(180° +4). — 360° bein 
one revolution (in the negative sense) can be omitted. The 
fore OP’ bounds 180° +4]. | 
In all the figures, POP’ is a straight line. 
1 OMP'= ,OMP=8e 
7 WOP' = 1 MOP 
OP'=OP=r. 
-. The triangles OM’ P’ and OMP are congruen 
4 M=0OM , 
4 Fy ; 5 


nitude only. 


“yp 
j= 
+, sin (180° +¢)= a ಮಾ 4 = 2 
cos (180°--¢) = -, = — = = — COSs¢ 
tan (180° +¢)= = = — = J = tang 


cot (180°+¢) cotg 
sec (180° +-¢) = — sec 
cosec (180°+-¢)=— cosecg. 
(e) The trigonometric ratios of the angles 2%" +'¢™% 
more generally the angles 2n7 + ¢ where n is any intege 
positive or negative are the same as those of the angles + 
This 1s because 2n~ is equivalent to n full revolution 
oP! 
Thus sin (2n 7+ 4)=sin ¢ 
cos (2n 7+ ¢)= cos ¢, etc 
sin (2n7—¢)=sin (—g)=—sin ¢ 
cos (2n «—)= cos (—¢)=—Cos ¢, etc. 
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[ಉದಾಪರಣೆಗಾಗಿ, 4ನೆಯ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ, g= /xOP=270°+x, 
ಎಂದಿರಲಿ. /0P' 90° 4 » ಆಗಿರುವಂತೆ OP’ ಯನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಆಗ 
1 vOP' =90° + 4—270° =— 360° + (180° +9). — 360° ಒಂದು 
ಪರಿಭ್ರಮಣೆ (ಪ್ರದಕ್ಷಿಣದಿಶೆಯಲ್ಲಿ) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದನ್ನು ಬಿಟ್ಟುಬಿಡಬಹುದು. 
ಆಮದರಿಂದ OP’ (180° 4) ವನ್ನು ರಚಿಸುತ್ತದೆ]. 

ಎಲ್ಲ ಚಿತ್ರಗಳಲ್ಲಿಯೂ, 
ZOM'P'— LOMP=90° 
Lier’ — MOP 


OP’—OP=r 

-. OM'P’ ಮತ್ತು OM Pತ್ರಿಕೋಣಗಳು ಸರ್ವಸಮ. 

_ OM’ =O0M 5 a 

ಸ ಸರಿಮಾಣದಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ. 

M'P’=MP be ಮ 
=r 
y=—Y 
sin (180°-+¢) = fo_t=— sin ¢ 


tan (180° + ¢)= a = —— ¢ 
cot (180° + ¢) = cot ¢ 

sec (180°+¢) = — Sec ¢ 

cosec (180°--¢) = — cosec ¢ 


(ec) 2r+¢ ಕೋನಗಳ ಅಥವಾ ಇನ್ನೂ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 21 th 
ವುದು ಗ ಅಥವಾ ಧನ ಪೂರ್ಲಾಂಕ್ರ) ಕೋಣಗಳ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ 
(ಈ ಅ ನಗಳ ಹಿಮಿಶೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳಿಗೆ ಸಮ 
= ಮಾಣಗಳು 44 ಕೋನಗಳ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣ ಸಮ. 
~ ಕೋನವು OP ಯ n ಪೂರ ಪರಿಭ್ರಮಣೆಗಳಿಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
T ಕ R 
ಮೇಲಿನ ಹೇಳಿಕೆ ನಿಜವಾಗುವುದು. 
- gin (2n7+¢) = 8M ¢ 
cos (2nn + $) = cos p, ಇತ್ಕಾದಿ 
gin (2nn—@) =— sim (—¢) = — ¢ 
eos (Jen — 9) Cos (-—¢) = cos ¢, ಇತ್ಯಾದಿ. 
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8.5 The above results are summarised as below. 


: | 
trigono 
“ T T 
“metric =) _ = 5) A a—O a +0 
Tatio 
sin |—sin @ cos 0 | cos 0 jsin 6 —sin6 | 
Equa 
cos | cos@ | sin@ —sin 6 | —cos 6 |—cos@ __|trigon 
metri 
tan tan 0| cot 0 —eoto]|—tamnd] tan? iratiel 
of ang 
cot | —cot@ , ten 0 —tan@| —cotg| cot0 |+ @ 
sec sec 0 cosec 0 | —coseed; —sec 0 |—secé | 
cosec|—cosec 6] sec 6 sec 0 cosee 6 | coset 
| 
8:3 Exercises | 
1. Express in the simplest fom :— | 
(a) cosec 225°, (6) sec 225° ; 
(c) tan 240°, (d) cot 240° 
(e) sin (—300°); (f) tan (—450°) ; 
1) cot ie h Tr ; 
(g) co | ) (h) sala 2) 


, (42> : “ps 

(1) sve (32) ;  (j) cot (3) 
3% | 2 

(A:) tan (180° +A) sin (90° +A) see (90°— A). 


2. Show that :— 
sin (180°-——-A) cot (90°—A) cos (360°-—4) 


SS 


tan (I80°-+-4) tan (90°--A) snd ~ 
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kh, ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳ ಸಾರಾಂಶವನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


sin | —sin @ cos 0 cos 0 sin@ gin 0 


cos cos 0 sin 0 —sin 8 | —cos 6 | —cos @ 
+ 60ಕೋಣ 

ಗಳ ತ್ರಿಕೋಣ 
ಮಿತೀಯ 
ಪ ರಶ್ರಮಾಣ 
ಗಳಿಗೆ ಸಮ 


tan | —tan6 cot 0 —cot 9| —tané@| tan? 
cot | —coté@ tan 6 —tan@ | —cot @ Gat 0 
Sec sec 0 cosec 0 | —cosec 6| —sec@ | —sec 6 


ec |—cosec 6| sec @ sec @ cosec 0 |—cosec 6 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 8.3 


J 
(a) cosec 225°; (0) sec 225°: (c¢) tan 240°: 


(d) cot 240° 
(ce) sin (—300°); (f) tan (—-450°); 


(9) c6(— 3). (h) cosec (—~-), 
(i) sec (37). ot (5% 


(k) tan (180° + 4) sin (90°-+A) sec (90°—A) 
sin (180°—A) cot(90°—A) cos (360°— A) 


SE —_——_—_ > =smn A 
tan (180° +A) tan(90°+A) sm a 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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PART Ii 


g When «a= a find the numerical value of 


sin?g—cos*a4 +2 tan a—sec?a 
4 Prove that— 
cot A + tan (180° +A) + tan (90° +A) 
+-tan (360°—A)=0. 
5 Ina triangle ABC prove that— 
‘ sin A=sin (B+C) 
cos A=—cos (B+C) 


sin A _ cos B+ 
2 2 

tan A _ cot B+C 
2 2 


6 If 1A4=18° prove that cos 2A=sin 34 
7 Simply :— 
sin (—120°) cos 240° tan 450° sec 300°. 


8-6 Periodicity of Trigonometric Functions.— 


In the last chapter we have seen that 
sin (2nx7 +9) =sin( +6), 
cos (2n7 +6)=cos( + 0), etc. 

The values of the trigonometric functions are thus see 
to repeat when the angle (+6) 1isincreased by 2nz or an 
multiple of 2x. For this reason we say the trigonometri 
functions are periodic. In the case of sin@, cos0, see 
and cosec 6 the period is 27; but for tané and cof 
the period is 7 as tan(~+6)=tané and cot (7-4-6) =cot 

The changes in the values of the trigonometric funt 
tions can be conveniently represented by a graph. He 
the z-axis measures the angles—so it is called 
@—axis. The y--axis measures the values of the trie¢ 
nometric function. ‘ 

By a reference to the Tables (Natural Sines, Natu 
Cosines, etc.) the values of all trigonometric fauna 
can be determined. These are tabulated as shown below. 


= 


1189 


3 a— Un ಎಂದಿದರೆ 
4 a) 


sin?a—cos2u+-2 tan «w—sectg ಇದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
4 cotd-+tan(180° + A) +-tan(90° +4) 
+ tan(360°—A) =0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
5 ABC ಎಂಬ ತ್ರಿಕೋಣದಲ್ಲಿ ಸಾಧಿಸಿರಿ 
sind =sin (B+0) 
cos A =—cos (B-+C) 
BEC 


sin a COS - — 
ys 


A 2k 


tai cot 
2 


6 ade = i ಆದರೆ cos eo sia ಎಂದು AAO, 
ae ) cos 240° tan 450° sec 300° 


8-6 ತ್ರಿಕೋಣಮಿಶೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಅವಧಿನಿಯಮ 


ines Mla iam 


ಹಿಂದಿನ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ 
sin (Qn. x+60)=sin (+6) 
cos (2n + +6)=cos (+96) 
ಎಂದು ಮುಂತಾಗಿ ನೋಡಿದ್ದೇವೆ. 
ಹೀಗೆ ಕೋನದ (46) ಬೆಲೆಯನ್ನು 2೫% ಅಥವಾ 22,089 ಜಣವುದಾದ 
ರೊಂದು ಗಣಕದಿಂದ ಹೆಚ್ಚಿಸಿದಾಗ 3 ಶ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಬೆಲೆಗಳು ಪುನರಾ 
ವರ್ತನೆಗೊಳು ವವು ಎಂಡು ಅರಿತಿದ್ದೇವೆ. ಈ ಕಾರಣಶಿಂದ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ 
Ws, BN ಅವಧಿಂ ಯಿರುವಂಥವು (ಅವಧಿಯುತು ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. sin 60 
cos 0, sec 6 ಮುತ್ತ cosec 6 ಇವುಗಳ ಅವಧಿ 2x; ಆದರೆ tan 6 ಮತ್ತು 
cot 6ಗಳ ಅವಧಿ xz. ಏಕೆಂದರೆ tan (7-+84)=tan 6; ಮತ್ತು. 
cot (x +6)=cot 6: 
ತ್ರಿ ಕೋಣವಿತೀಯ ಉತ್ಪನ a Ne ಬೆಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಆಗುವ ವ್ಯ ತ್ಯಾಸಗಳನ್ನು ಸುಲಭ 
ವಾಗಿ ಗಾ Sa ಮೂಲಕ ಸೂಚಿಸೆಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿ 4 _ ಅಕ್ಷವು' ಕೋನಗಳನ್ನು ಅಳೆ 
ಯುವುದು ಆದುದರಿಂದ ಅದನ್ನುಂ — ಅಕ್ಷ 'ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತ ಆವೆ, y - ಅಕ್ಷವು 
ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನದ ಚಿಲೆಯನ್ನು ಅಳೆಯುವುದು. 
"ಟ್ರೀಬಲ್ಸ್‌'ನ್ನು ನೋಡಿ (Natural Sines, Natural Cosines 
ಇತ್ಯಾದಿ) ಎಲ್ಲಾ ತ್ರಿತೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನೂ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 
ಅವುಗಳನ್ನು ಈ ಕಳಗೆ ಕಾಣಿಸಿದಂತೆ ಪಟ್ಟಿ ಮಾಡಲಾಗಿದೆ. 
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(i) y = siné 
90° | 120° 


Gas”) U5” 30° | 45° 60° 135° | 150°: |18 


0.8660, 1 |0.8660|0.7071 |0. 5000 


0.5000 [0.7071 


0.2558 


y=0 


It may be noted that— 
(a) sin 120°=sin60°, sin 330° = —sin30°, etc. | 
(b) The maximum value of sind is +1 and the 
minimum value is—1. 


(c) There is no break in the values of sin. 


The graph of y = sin is as shown below. 


Fig. 8.8 
It may be noted from the graph that (a) the sine 
function is positive when 61s between 0 and 180° ; and it 
is negative when @ is between 180° and 360° ; and 
(6) the curve repeats itself after every 360° and so 
the period of sin@ is 360° or 2x. 


(i) y = cos 0 
é= 0 | 15° | 30° | 4° 7 GO” TET Me 150° @ 
Le 1 |0.9659 10.8660 }0.707110.5000| 0 ee 0.8660 


It may be noted that— 


a (a) the maximum value of cos@ is +1 and the 
minimum value is —1: 


(6) there is no break in the values of cose ; 
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(1) y=sin 0 


en eee 
210° 240° | 270° 300° 330°! 360° 


— 0.5000 | — 0.8660 —1 — 0.8660 |— 0.5000 0 


ಈ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು 
(ಈ san 120° = sin 60°, sin 330° = sin 30°, ಇತ್ಯಾದಿ 
(6) sin 6 ದ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ +] ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಕ ಬೆಲೆ -]. 
(c) sin 9 ದ ಬೆಲೆಗಳಲ್ಲಿ ವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ (ತುಂಡಾಗುವಿಕೆ) ಇಲ್ಲ. 
೪=s1n 6 ಇದರ ಗ್ರಾಫನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಲಾಗಿದೆ. (ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಭಾಗದ 
ಚಿತ್ರ 8.8) 
ಗ್ರಾಫ್‌ನಿಂದ ತಿಳಿಯಬಹುದಾದ ಅಂಶಗಳು_- 


(a) 0% 0° ಮತ್ತು 180° ಮಧ್ಯೆ ಇರುವಾಗ gine ಉತ್ಪನ್ನವು ಧನಾ 
ತ | BHATIA ; ಮತ್ತು 6ವು 180° ಮತ್ತು 360° ಮಧ್ಯೆ ಇರುವಾಗ ಯಣಾತ್ಮಕ 
ವೆಗಿರುವುದು. 


(b) sine ನ ವಕ ರೇಖೆಯು ಪ್ರತಿ 860° ಆದನಂತರ ಪುನರಾವರ್ತನೆ 
ಗೊಳ್ಳು ತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ sin 6 ದ ಅವಧಿ 360° ಅಥವಾ ಫ್ಲೋ. 


t 


(1) y= cos 0 
180° | 210° 2೫ರ 270° 300° 330° 360° 
—]1 0.860 ©. FOF 0 ; 0.5000 | 0.8660 1 
Cosine-Graph 
R; Rs E ಗ R. g ಕ್‌ Sey, ಎಷ 
—— Ss f- apa 


. 
=. Pp 
ಕ 


ಈ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಗಷೂಸಿಸಚೆಕಕು — 
(a) cos 6 ದ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ 4] ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ 1; 
(b) cos 06 ದ seins ಳಲ್ಲಿ NWS, ಇಲ್ಲ; 
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(c) the function is positive between —90° and 90°, 
and 270° and 450° ; and negative between 90° and BN, 

(d) the curve repeats itself after every 360° and 
so its period is 360° or 27°. [See fig. 8°9 Kannada] 


(iil) y = tané. 

Before we tabulate vhe values of tan@ for different 

values of @ we shall note the following facts about the 
function— 

(a) It has no finite maximum or minimum value. 

(b) In the vicinity of 90° and 270° tang suddenly 
shoots to infinitely large values. 

(c) As 6 approaches 90° from below tané takes 
positively large values ; at 9 = 90° tané is infinite. 

(d) when 6 is slightly greater than 90°, tan6 is 
negative and its magnitude is large. As @ increases the 
value of tan@ increases from negatively large values to 0 
and so on. 

(e) thus at 62=90° and 270° there is a break in the 
graph of y = tané 

(f) the period of tané 1s 7°. 


? ' 
[) 

pi [] 
¢ Fe . 
| "WW 
] . 
0 


Fig. 8.10 
0 | 15° | 30° | 45°] 60° B9° | 90° 91° | 120° 
y= | 0 | 0°2679 0574 l 7a 0129) oo [5729 von 
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135 


— 


— 


(Cc) cos ವು —90° ಮತು, 90° ಮಧೆ ಮತ್ತು 270° ಮತು 450 
pd — pa pe ್ಲಿ pf) ಜಂ 
ಮಧ್ಯೆ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿಯೂ, 99 ಮತ್ತು 270° ಮಧ್ಯೆ ಖುಣಾತ್ಮಕಪವಾಗಿಯೂ ಇದೆ. 


(d) cos 6 ದ ವಕ್ರರೇಖೆಯು ಪ್ರತಿ 360° ಆದನಂತರ ಪುನರಾವರನೆ 
ಗೊಳು ತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ cos 6 ದ ಅವಧಿ 360° ಅಥವಾ 2. 


(iH) y=tan 6 
_ 8 ಕೋನದ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ tan 6 ದ ಬೇರೆ ಜೇರೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಪಟ್ಟಿ 
ಮಾಡುವುದರ ಮೊದಲು tan 6 ವನ್ನು ಕುರಿತ ಕೆಳಗಿನ ಸಂಗತಿಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 
(a) ಅದಕ್ಕೆ ಪರ್ಯಾಪ್ತ ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಪರ್ಯಾಪ್ತ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯಿಲ್ಲ. 


(b) 90° ಹುತ್ತು 270° ಯ ಸಾಮೀಪ್ಯದಲ್ಲಿ tan 6 ವು ಫಕ್ಕನೆ ಅಪ 
ರ್ಯಾಪ್ತ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಏರುವುದು. 

(c) ಕಡಿಮೆ ಬೆಲೆಗಳಿಂದ ೧ ವು 90° ಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸಿದಂತೆ tan 6 ವು 
ಥನ ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಹೊಂದುವುದು; e=90° ಆದಾಗ tan ವು 


ಲ್ಪ ಹೆಚ್ಚು ಬೆಲೆ ಪಡೆದಾಗ tan 6 ವು ಯಣಾತ್ಮಕ 
A : 5 ಅತಿ ಹೆಚ್ಚಾಗಿರಂವುದು. 6 ವು ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆ 
tan 6 ಪು 90209 SHO? DT, ಬೆಬೆಗಳಿಂದ 0 ಯವರೆಗೆ ಏರಿ ಮತ್ತೂ ಮುಂದುವರಿಯು 


CC. 
a 
a 
£2, 24 
fe 
GQ 


(ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಭಾಗದ ಚಿತ್ರ 8.10) 


(f) tan 6 ದ ಅವಧಿ 


6 —| me -= 910° | 225° | 269° | 270° | 271° | 360° 
| - 
| 
0 hubs 10000 57.29| ow —57.29| 0 


— 


y= [ort 
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Exercises 8.4 


1 Draw the graphs of 


(a) cot@; (b) sec ; (c) cosec 6 when 6 changes 
from 0° to 360°. 


2 Calcuate the periods of 


(a) sin 20; (b) sin3g; (c) sinn®; (d) tan 26; 
(e) tan 30; (f) tan né. 


3 From the graph of y = cos@, find the values of 0 
satisfying y = 0.7000. 


8.7 Orthogonal Projection : 


Let AB and CD be two straight lines inclined 
at an angle u to one another. Draw AL, BM perpendi- 
culars to CD. Then LM is cailed the orthogonal 
projection (or simply the projection) of AB on CD. We 
observe that 


mie. 8.11 


LM = AB cos‘a: 


Therefore the projection of a given segment of a line 
on nother given line is the product of the length of the 
scxment and the cosene of the angle between the lines 
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| 
i 


ಅಭ್ಯಾ ಸಗಳು 8-4 


1 6ವು0”ಯಿಂದ 360° ಯವರೆಗೆ ಬದಲಾಗುವಾಗ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಗಳ ಗ್ರಾಫು ಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ 


(4) cote; (b) seco; (c cosecg 


2 ಇವುಗಳ ಅವಧಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


(2) sin 26: (5) sin3 8: (c) sn 0: 
(d) tan 2e; (©) tan 30; (f) tan n 9 


> ya cos ಇಷರ ಗ್ರಾಫನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ 6ದ ಯಾವ ಚಿಟೆಗಳಿಗೆ 
y = 0:7000 ಆಗುವುದೆಂದು ಕಂಡುಬಡಿಯುರಿ. 


8-7 ಲಂಬವಿಕ್ಷೇಪ 


AB ಮತ್ತು CD ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಪರಸ ರ g ಕೋನವನ್ನು 0830 
ಮಾಡುವ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. AL, BMನ್ನು CDA ಲಂಬವಾಗಿ” ಎಳೆ 
ಯಿರಿ. ಆಗ ೭ನ್ನು ಗಯ ಮೇಲೆ 48ಯ ಲಂಬವಿಕ್ಷೇಪ (ಅಥವಾ ಸುಲಭವಾಗಿ 

ವಿಕ್ಷೇಪ ಎಂದು) ಕರೆಯುತ್ತೇವ LM - AB cosa ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸು 
ತ್ತೇವೆ. 


ಚಿತ್ರ 8.11 


ಆದುದರಿಂದ ಒಂದು ದತ್ತರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಇನ್ನೊಂದು ದತ್ತ ರೇಖಾಖಂಡದ 
 ವಿಕ್ಷೇಪವು ಆ ರೇಖಾಖಂಡದ ಉದ್ದ ಮತ್ತು ಅವೆರಡು" Add Bre ನಡುವಿನ 
ಕೋನದ cosine ಇವುಗಳ ಗುಣಿಲಬ್ಬ ಕ್ರೈ ಸಮವಾಗಿದೆ. 
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Fig. 8.13 


8.8 Consider the broken line ABCDE. The 
projections of its segments AB. BC, CD, DE on a given 
line l are LM, MN. NP and PQ respectively. 
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ಈ 
ಚಿತ್ರ 8.13 


| 8:8 ABODE ಎಂಬ ತುಂಡಾದ ರೇಖೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಅಹರ Ea 
ಗಳಾದ AB, BC, CD, DE ಇವುಗಳ ವಿಕ್ಷೇಪಗಳು (1 ಎಂಬ ದತ್ತರೇಖೆಯ ಮಲೆ 
ಕ್ರಮವಾಗಿ LM, MN, NP ಮತ್ತು PQ ಆಗಿವೆ. 
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Now LZM+MN+NP+PQ = IQ (fig 8.12) 
LM+MN+NP+PQ=(I1M+MN-+NP)—@Q 

= LP—QP = 10, (fig 8.13). 

But the projection of the line AE on 1 is also equal to L 
Therefore the projection of any straight line on an 
given straight line is equal to the algebraic (paying du 


attention to the signs of the projections) sum of th 
projections of the seements of the same broken line. 
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wn LM + MN + NP + PQ = LQ (283) 8.12) 
LM + MN + NP + PQ 


= (LM+MN+4NP)—QP=LP—QP=LQ 
(ಚಿತ್ರ 8.13) 


ಆದರೆ Janes 4 ಔಯ ವಿಕ್ಷೇಪವೂ LO ಆಗಿದೆ. 
ಆದುದರಿಂದ ಯಾವುದಾದರೊಂದು ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಇನ್ನೊಂದು 


ದತ್ತಸರಳರೇಖೆಯ ವಿಕ್ಷೇಪವು ಅದೇ ಸರಳರೇಖೆಯ ತುಂಡಾದ ರೇಖೆಯ ಖಂಡಗಳ 
ವಿಕ್ಷೇಪಗಳ (ವಿಕ್ಷೇಪಗಳ ದಿಶೆಗಳಿಗೆ ಗಮನವೀಯಬೇಕು) ಬೈಜಿಕ ಮೊತ್ತಕ್ಕೆ ಸಮವಾಗಿದೆ. 
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CHAPTER 9 


9.1 Compound Angles— 

If A and B are two given angles A+B and 
A — Bare called compound angles. There are certain 
relationships c connecting the trigonometric ratios of these 
compound angles with those of A and B. | 


9.2 We shall now prove— 
sin (A--B) = sin 4 cos B+cosA sinB 
cos (d+ B) = cos4 cosB — sinA sinB 


tan A + tan B 


tan (A Dic a 
o 1 —-tan 4 tan B 

Let a revolving straight line start from OX, revolve 
about O in the positive ‘direction through an angle A 
and assume the position OL. Let it further revolve 
through an angie B and assume the position OM. 


N a PM 


Fig. 9.1 


4 KO =, 
ZL LOM=B so that 
L XOM=A+B 
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ಅಧ್ಯಾಯ 9 


ಸಂಯುಕ್ತ ಹೋನಗಳು 
9.1 ಸಂಯುಕ್ತ ಕೋನಗಳು 


4 ಮತ್ತು B ಎಂಬುವು ಎರಡು ದತ್ತ ಕೋನಗಳಾದರೆ 44 ಮತ್ತು 
A—B ಇವುಗಳನ್ನು ಸಂಯುಕ್ತ ಕೋನಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸಂಯುಕ್ತ 
ಕೋನಗಳ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳನ್ನು 4 ಮತ್ತು B ಇವುಗಳ ಪ್ರಮಾಣಗಳಿಗೆ 
ಹೊಂದಿಸುವ ಸಂಬಂಧಗಳಿವೆ. 


9.2 ನಾವೀಗ ಕೆಳಗಿನ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸೋಣ. 
sin (A+B) = sin A cos B+ cos A sin B 
cos (A+B) = cos 4 cos B— sin A sn B 
tan A + tan B 
tan (AFB) = 7 tan A tan B 
ಒಂದು ಪರಿಭ್ರಮಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಯು OX ನಿಂದ ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿ, 0 ವಿನ 
ಸುತ್ತಲೂ ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ 4 ಕೋನವನ್ನು ಪರಿಭ್ರಮಿಸಿ OL DW Ad ನಕ್ಕೆ 


1:08, ಅದು ಅಲ್ಲಿಂದ ಮುಂದಕ್ಕೆ B ಕೋನವನ್ನು ಪೆರಿಭ್ರಮಿಸಿ OM ಎಂಬ 
ಸ್ಥಾನಕ್ಕೆ ಬರಲಿ. 


Take any point P on OM. Draw PQ perpendiculaz 
to OL. Draw ON parallel to QP. 


Now, projection o/ UP on OY = Algebraic sum of the 
projections of the segments of the broken line OQP. 


-- OP cos (90°— A— B)=OQ cos (90°— A) +QP cos A. 
- OP sin (A+B)=OP cos Bsin A+OP sin B cosA 
" sin(4+B)=sin A cos B+cos A sin B 


Again, projection of OP on OX= Algebraic sum of the 
projections of the segments of the broken line OP. 


- OP cos (A+B)=O0Q cos A—QP cos (90°— A) 
=-OP cos Bcos A—OP sin B sin A 
. cos (A+B)=cos A cos B—sin A sin B 


sin A cos B-+cosAsinB 


cos A cos B—sinAsinB 


tan (4A + B)= 


sin A cos B-+-cosAsinB 
cos A cos B 
cos A cos B—sin A sin B 
cos A cos B 


tan A+tan B 


— ee ————— 


l1— tan A tan B 


9.3. The following deductions may be noted. First 
we rewrite the three formulae :— 


sin (4+ B) = snd cos 8 + cos Asin B (1) 
cos (A+) = cos A cos B -- sin A sin B (2) 
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OMS ಮೇಲೆ P ಎಖ ಯಾವುದಾದರೊಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. 


PQ ವನ್ನು OLR ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. ON ನ್ನು OP ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವೂ A 
ಎಳೆಯಿರಿ. 


ಈಗ, OY ಮೇಲೆ OP ಯ ವಿಕ್ಷೇ = 0೪P ತುಂಡಾದ ರೇಖೆಯ ಖಂಡ 
ಗಳ DIAN ಬ್ರ ಜಿಕ ಮೊತ್ತ, 
". OP cos (90°-—A —B)=00 cos (90°—A4) +QP cos A 
" OP sin (4+B)=OP cos B sin 4+ OP sin B cos A 
sin (A + B) = sin AcosB + cos A sin B 


ಪುನಃ. OX ಮೇಲೆ OP ಯ ವಿಕ್ಷೇಪ — 0೧P ತುಂಡಾದ ರೇಖೆಯ ಖಂಡ 
ಗಳ ವಿಕ್ಷೇಪಗಳ ಬೈಜಿಕ ಮೊತ್ತ. 


OP cos (A+B) = OQ cos A—QP cos (90°—A) 
= OP cos B cos A — OP sin B sin A 


cos (A+B) = cos A cos B — sin A sin B 


sin A cos B + cos A sin B 


t RS ge a ial: 8 
= et 2) cos A cos B — sin 4 sin B 


sin A cos B+cos A sin B 
cos Acos B 

cos A cos B—sin A sin B 
cos A cos B 


— tan A-+tan B 
~~ j—taa 4 tan B 


9.3 ಈ ಕೆಳಗೆ ತೋರಿಸಿರುವ ಉಪಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಬೇಕು, 


ಮೊದಲು ನಾವು ಮೂರು ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಪುನಃ ಬರೆಯೋಣ. 


sin (4+B)=sin A cos B+cos A sin B (1) 
cos (4+ B)=cos Acos B—sin A sin B (2) 
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PART II 


_ tan A-+tan B 
ಹಾ) = l- -tanAtanB (3) 


Change “B™” to “= 


sin (4—B) = sin A cos (—2L) + eos A sin(—B) 
= sin A cos B—cos A sin B (4) 


cos (A=-B) = cos A cos (—B)-— sin A sin (—B) 
= cos A cos B + sin A sin B  @& 
tan A+tan (—B 
ce —P) — palin =z) 
| tan A—tan B 
1+tan A tan B (6) 
In (1), (2) and (3) put B= A 


sin 2A = sinAcosA—+cosA sin A 
= 2sin A cos A (7) 


cos 2A = cos A cos A — sin A sin A 
= cos* A —sin* A 
= ]1—2sin’? A (8) 
= 2cos’ A — 1 (8) 


tan A + tan A 
1—tan A tan A 
2 tan A 
— 1—tan? A (9) 


In (1), (2) and (3) put B = 24 


tan2 A = 


sin 3A = sin A cos2A + cos 4 sin 24 
= sin A (1—2 sin’ A) + 2 sin A cos? A 
= sin A—2 sin? A + 2 sin A (1—sin? 4) 
= $3 sin A—4 sin’ A (10) 
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tan A+tan B 
Mm (ME ee NN 
77” 1—tan A tan B / (3) 
‘B’ ಯನ್ನು «— BR ಬದಲಾಯಿಸಿ. 


sin (A—B)=sin A cos (—B)-+cos A sin (—B) 


=sin A cos B—cos A sin B (4) 
cos (A — B) =cos A cos (— B)—sin A sin (—B) 
=cos A cos B-+sin A sin B - (5) 


tan (A—B) _ tan 4+tan (—8B) 
1—tan A tan (—B) 


_ tan A—tan B 


Se 6 
1-+tan 2 tan B ce} 
(1), @ ಮತ್ತು (3) ರಲ್ಲಿ B=A DEBE ಬರೆಯಿರಿ; 
ein 2A=sin A cos A+ cos A sin A 
==2 sin A cos A | (7) 
cos 2A=cos A cos A—sin A sin A 
= cos? A—sin? A | (8) 
—]—2 sin? A (8) 
=2 cos? A—1 (8) 
°° tan A+tan A 
ae 1—tan A tan A 
_ 2tan A (9) 


= 1—ten? A 

(1), (2), (8) ಈ B=2A ge: WOO. 

sin 34 sin A cos 2A +cosd sin 2A 
=gin A (1—2 sin? A)-+Cos A 2 sin A cos A 
in 4--2 sin A442 sin A (1—sin*A) 
—3 sin A—4 sin?A (10) 
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cos 3 A = cos2 A cos A—Sin 2A sin A 
— (2cos? A—1) cos A—2 sin? A cos 4 
— 2 cos? .4—cos A—2 cos A (1—cos? A) 


= 4cos? A—3 cosA. (11 


(1) + (4) and (1) — (4) give 

sin (A 4+-B) 4- sin (A—B) = sin A cos B + cos A sin B 
+ sin A cos B—cos A sin B =2sin A cos B (12) 

sin (4 + B)—sin (A— B) = 2 cos A sin B (13) 


(2) + (5) and (2)—(5) give 
cos (A+B) -- cos (4-- B) =cos A cos B--sin A sin B 


+ cos.1 cosB + sin A sin B = 2 Cos A cos B (14 
cos (A B)—cos (A— B)=—2 sin 4 sin B 
-. cos (A— B)—cos (A+B) = 2 sin A sin B (15 


In formulae (12) to (15) we put A+B=C, A—B= [ 
so that 


PRE pele? 
2 2 : 
an C + smn D = Sem ore oak m= (16! 
sin C — sin D => 2 COs Cie sin | (17 
2 2 : 
cost + com D = & Cee — cos — (18 
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cos 34 = cos 2A cos Asin 24 sin A 
=(2 cos’ A--1) cos A—2 sin?A cos 4 
=2 cos’ A —2 cos dA —2(1—cos? 4) cos A 
=4 cos’ A—3 cos A (11) 
(1) + (4) ಮತ್ತು (1) - (4) ಇವುಗಳಿಂದ 
sin (A+ B)--sin (A—B)=sin A cos B+cosA sin B 
+sin A cos B—cos A sinB 
=2 sm A cos B | (12) 
sin (A--B)— sin (A—B) =2 cos A sin B (13) 
(2) + (6) ಮತ್ತು (2) — (5) ಇವುಗಳಿಂದ 
cos (A+B) -+-cos (A—B) =cos A cos B—sin A sin. B 
+cos A cos B+sin Asn B 
=vees A cos 5 (14) 
cos (A+B) — cos(A—B) =—2sinAsinB (15) 
- cos(A—- B) — cos(A+B) =2sndAsnB (15) 
(12) ರಿಂದ (15)ರ ವರೆಗಿನ ಸೂತ್ರಗಳ A+B=C, A—B=D 
ಎಂದು ಬರೆದರೆ 
= = Pe —— ಎಂದಾಗುವುದು, 


cos (16) 


nae = er SEP Cae 
೫ p 

bap CN ve 

a ( ) 

C+D Cp A 


cos C + cos D = ~S 


sin © =m D = 2 cos 
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cos C — cos D=—2 sin 


C+D an C—D 
2 ae 


= 2sin 


ot Sain ea (19) 


2 


Formulae (16) to (19) are called the sum and product 
formulae as they express the sum (or difference) of two 
trigonometric functions as products of trigonometric 
functions. 


Exercises 9.1 


— ae 


1 Prove independently (from the figure) : 
sin (A—B) = sind cosB — cosA sinB 
cos (A—B) = cosA cosB + sind sinB 

| tan A—tan B 
tan (ASB) = —_ 2 = 

wai 1+tan A tan B 


2 Prove the following identities :— 


ees 2 tan A 
ON 
(ರಾ 1+tan? A 
(ii) cos 24 = TNA 
1+tan? A 


(iii) tan 24 = 2 tan A 
1—tan’? A 


(iv) tan 3 A = 3 tan 4-3 tan3 4 
1—3 tan? A 


sin 2A 
ye 
(೪) Troe 
: sin? A 
Vin = SS ee G 
( l—cos 2 A cot A 
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eh iy) = em, Co! 2, OD 


2 Z 
= 2m ae sin a (19) 


(16) ರಿಂದ ( 19)ರವರೆಗಿನ್ನ ಸೂತ್ರಗಳು ಎರಡು ತಿ ಿಕೋಣಮಿತೀಯ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತ ಅಥವಾ ವ್ಯತ್ಕಾಸವನ್ನು ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ Meow 
ವನ್ನಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು ಎಂದು ಸೂಚಿಸುವುದರಿಂದ ಅವುಗಳನ್ನು ಮೊತ್ತ ಮತ್ತು. 
ಗುಣಲಬ್ಬ ಸೂತ್ರಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸಗಳು 9.1 

1 ಸ್ವತಂತ್ರವಾಗಿ ಸಾಧಿಸಿರಿ (ಚಿತ್ರದ ಸಹಾಯದಿಂದ) 
A—B)=sin A cos B—cos A sin B 
cos (A —B)=cos A cos B+sin A sin B 
tan A—tan B 
1+tan A tan B 
೨ ಕೆಳಗಿನ ನಿತ್ಯಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ- 

2 tan A 

tan” A 

1—tan? 4 

1-stan? A 
ನ _ Qtan A 
(iii) tan 2A= a9 


3 tan A— 3 tan® A 
1 —3 tan? 4 


ton (A — By = 


(i) sin 24= 


(ii) cos 2A= 


(iv) tan 34 = 
sin 2A 
== eS A 
(v) 1-+cos 2A pi 


: sin 2A 
eee == cot A 
(vi) 1—cos 2A 
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2 cot A 
(vill) (sin 3 + Cos 5) = 1+sin A 
(ix) ( sin ot —COS 5) = 1— sin A 
abl 4 cot® A — 3 cot A 


3 cot? A—I 


cos’ A — cos 3 A 


sin’ A +sn3 A _ 


cS cos A = ¢ sin A 

(aii) de ಗ 

3 Prove that K 
(ssn. 15° == cms = 
(li) sin 75° = cos 15° = or : 


(Mm) tanl5° = 2— V3 
(iv) tan 75° = 2+ 4/3 


4 Prove that :-— 


(i) 2 ೦085 = VE ENT 


(i) 2 cos 11° Ww’ = VOL 42a 


(iti) cosec 10° — M3 sec 10° = 4 
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3 


(ix) (sin Ge cos — y = 1—sin A 
cot’A — 3 cot A 
3 cot?7A—1 

cos’; A—cos 3A sin?A +-sin3A 

(x1) —$£_—__—- + ————_ = 3 
cos A sin A 
sn 3A  cos3A _ 9 
sin A cos A 


sin 3 A + sin® A 
= cot A 
cos? A—cos3A 


(W)-cot 34 = 


(x11) 


(xiii) 


5 BOON 


(i) sin 15°=cos 75° = 


ii) sin 75°=cos 15° = = 
(11) S81 E> 
(iii) tan 15 =2—y/ 3 
(iv) tan 75°=2+ V3 

4. ಸಾಧಿಸಿರಿ 


(i) 2 cos = = V2+/2 


(11) 2 cos iv = TFN 2472 


(111) cosec 10°—vV/3 sec 10° = 4 
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(iv) sin 18° = 


(v) cos 36° = v5+1 


(vi) sin 18° + sin 30° = sin 54° 
(vii) cos (30°+A) cos (30°—A) — 
sin (30°-+.A) sin (30°—A) = $ 
(viii) sin (60°— A) cos (30°+4) 
+ cos (60°— A) sin (30°+A)=1 


Hint for problem number 4 (v): 


et 36% 

580" 

3 2=180—22 
cos 3x=cos (180°—2x) = — cos 2x 
4 cos? x—cos z = — 2cos*zx +1 


”. 4y3+2y2—3y—1=0 where y=cos x 
y+!) (ee =2y—1) = 

y= — lorcosz = — lorg = 180° 
which is not the case. 

.. 4y? — 2y—1 = 0 
24 V4416 _14£V5 
ಮ್‌  — 
36° is an acute angle. 
*, cos 36° is positive. 


Po 


mM 


y= 


\ YE — = Butig = 36° 
" cos 36° = Yoo! 
4 
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V5—] 
4 


(av) Sines? -- 


j= 
(v) COBO = ಬ: 


(v1) sin 18° + sin 30° = sin 54° 


(vil) cos (30° +A) cos (300— 4) — sin (30°4+ A) 
sin (30°—A) ==} 


(vii1) sin (60°—A) cos (30°+ A) 
+ cos (60°—A) sin(30°--4) = 1 
ಅಭ್ಯಾಸ 4 (೪) ಇದಕ್ಕೆ ಸೂಚನೆ 
360 == ಎಂದಿರಲಿ 


5a = 180 
32= 180°—2x 
cos 3x =cos (180°—2z) = — cos 2% 
4 cos*z—3 cos x = — 2 cos*z+1 


4y312y2>—3y—1=0 “WQy=cose 
(441) (4y2—2y—1) =0 
y=—1 ಅಥವಾ cos 1=--1, ಅಥವಾ ೫-180. ಇದು ಇಲ್ಲಿ 


@ 
Rat 
ett 

GL 


4y°—2y—1=0 
ETT 


— 


—————— 


aS 


360 ಯು ಲಘುಕೋನವಮಂಗಿದೆ. 
cos 360 ಯು ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿದೆ. 


M5 
Yy=cosr = — 
ಆದರೆ 7 = 36° 
5 +1 
88360 = = 


cot 6—l 
(x) 4 (cos? 10° + sin? 20°) = 3 (cos 10° + sin 20°; 


‘ot 6 
(x) cot (F—8 | & 


5 Prove that 
(i) sin (A+ 8) sin (A—B) = sin?A — sin? B 
= cos? B — cos? A 
(ii) cos (A+B) cos (A—-B) = cos?.4 — sin? B 


= cos? B — sin’A 


(i) cos6A — sin®A = cos 2A (1—sin?2A) 
(iv) tan 34 — tan 2A —tandA = tan 3A tan 24 tan A 
] 1 » 

NM cet 4A 4 
(v) tan 3d +1 cot 3A —cot A ‘ 


(vi) (2 cos A + 1) (2cos A — 1) = 2cos 24 + 1 


6 Prove the following identities by using the sum and 
rroduct formu! ae— : 


(i) sin (a+ By) + sm (u—S—y) + sin (1+ 6—y) 
+ sin (a—B+y) = 4 sina cos cosy 
LHS = 2 sina cos (6+y) 4 2 sin « cos (f—y) 
= 2 sin u [cos (8+y) + cos {(8—y) ] 
=: 2sin a 2 cos B cosy 


= 4sIn a cos B cos y = RHS 


(11) cos (« +8) sin («—@) + cos (6 +y) sin (8—y) 
3 cos (y +-8) sin (y-—d)+ cos (8 +a) sin (6—a!=O 
LHS = } (sin 2 «—sin 26) + } (sin 23—sin 2y) — 
-- 3 (sin 2y—sin 23) 4- § (sin 28--sin 2a) =0=RHS | 
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(ix) cot (7-6) = Wiel 
. cot 6—1 


(v) 4 (cos? 10°+-sin3 20°) = 3 (aa 10°-+sin 20°) 
5 ಸಾಧಿಸರಿ 
(i) sin (A+B) sin (A— B)=sin? A—sin? B 
= cos? B—cos? A 


(11) cos (4+ B) cos (A—B) =cos? A—-sin? B 
=cos? B—sin? A 


(111) cos® A—sin® A=cos 24 (1—sin® 24) 
(iv) tan 34—tan 2A —tan A=tan3A tan 2A tan A 
al 
MoE - Suna 
(vi) (2 cos A+1) ‘2 cos A —1)=(2 cos 24--1) 
6 ಮೊತ್ತ ಮತ್ತು ಗುಣಲಬ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಕೆಳಗಿನ ನಿತ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿ | 
(i) sin (+847) + sin (u—B— y)+s1n (a+ —Y) 
+sin (a—S+y) = 4 sin a cos 6 cos Y 
ಎಡಭಾಗ — 2 sin . cos (8+y)+2 sin u cos (B—Y) 
= 2sina[ cos (8+Y7) + cos (8—Y)] 


2 sin a 2 cos 8 Cos ¥ 


= 4 sin acos 5 cos Y=ಬಲಭಾಗ 
(ii) cos (a+f) sin (a—6)+cos (B+y) am (g—y) 
+ cos (y+6) sin (y—s) + cos (d+4) 
sin (6—a)=9 
ಎಡಭಾಗ = } (sin 2u—sin 28) +4 (in 26— sm 27) 
+ 3 (sin 2y—sin 26) +} (sin 26—sin 2u) 
= ಬಲಭಾಗ 
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(ii) cos’ (B—y) + cos’ (y—u) + cos? (a—f) 
— ] + 20s «—f) cos (B—y) cos (y—a) 

LHS= 1 — sim (8 —y)+cos? (y—u)-+eos? (u—B) 
+ [cos? (y—u) — sin? (8—y)] + cos? (a—B)} 
1 + cos (B—u) cos (2y—B—-a) 4+ cos? u—-B) 
— 1 + cos (u—f) [eos (2y—B—a) + cos (u—B)] 
— 1 - cos (a—j) 2 cos (y—B) cos (yu) 
— 1 + 2cos (u—) cos (8—y) cos y—a) 
= Hilo 


| 
nd 


| 


(iv) If 4+B+C= 180° prove that 
cot A cot B+cot Bcot C +cot C cot A=1 


A+B+C= 180. 
A + B= 180°—C 


tan (A+B) = tan (180° —C) = tan C 
tan A + tan B 
ee = eC 
1 —‘tan A tan B -— 


tan A +- tan B + tan C = tan A tan SB tan C 
Dividibe throughout by tan 4 tan Btan C 


cot A cot B + cot Beot C + cot C cot d=1 


(v) IfA + B+4+C = x prove that 


cos A --- cos & + cos Vane cos a-—A cos 7—B ಹ w—G 
2 2 9 4 4 4 
LHS =, 9 cos SLR + cos 7—(4--B) 
4 4 5) 
4p = 2 
== 2 eet abe ty 0 “a + sin A—B 
4 4 5) 
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(iit) cos? (8—y}) -+ cos? (y—u) + cos? (a—8) 
=1-+2 cos (u—) cos (8—y) cos (y—«u) 
ಎಡಭಾಗ = 1 -- sin? (B—y) + cos’ (y—a) + cos? (a—f) 
=1 + | cos? (y—u«) — sin? (8B—y) | + cos’? (u—f) 
=1 + cos’ (u— B)-+cos (8—a) cos (2y— 8—u) 
=1- cos (u— 3) {cos (u—§) +cos(2y— B—z) ; 
=1-+ cos («— 3) 2cos (y— 8) cos (y—u) 
=1-+ 2cos (a—f) cos (8—y) cos (y—a) 
= ಬಲಭಾಗ, 


(iv) A + B+C=180° ಆಗಿದ್ದರ ಸಾಧಿಸಿರ 
cot A cot B + cot B cot C +cot C cot A=1. 
A+B eC — 180° 
A+B 180°—C 
tan (A+B) =tan (180°—C) =—tan C 
tan A-+tan B 
1—tan A tan B 


tan A+ tan B+ tan C=tan A tan B tan C 
Kan A tan B tan C ಯುಂದ ಬಾಗಿಸಲಾಗಿ 


cot A cot B+cot B cot C+ cot C-eet A=1 


=—tan C 


(v) A+ B+0=: ಆಗಿದ್ದ ರೆ ಸಾಧಿಸಿರಿ— 
A 7—B a—C 


A C — 
Bos — + and ces == 4 cos cos aa lillies 
NM 2 2 4 4 4 


ಎಡಭೂಗ= 2 cos ——— # Ea” co Ae cos i 


A so AB 3 ಹ 


= 2cos —— 
4 
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(vi) tan 20° tan 40° tan 60° tan 80°=3 


sin 20° sin 40° sin 80° - 
LHS = cos 20° cos 40° cos 80° © 

a: (2 sin 20° sin 80°) sin 40° 
= ‘3- (3 cos 20° cos80°) cos 40° 


- (cos 60°—cos 100°) sin 40° 
" (cos 100° cos 60°) cos 40° 


— [sin 40° — | 
43. ವ + eos 80° sin 40 
— cos 40° cos 80° + 


¥ 3 [sin 40°-+sin 120°—sin 40°] 
cos 40°— (cos 120° —+-cos 40°) 


154% =i 


A+B = 
— cos 4 4 4 Gem 28 oe 

4 
ar—C | ‘in 4 sin | 

4 
‘= | cos + og = (4 =] 
ae . 2cos™—4 se 
4 4 

& cos TB mee” _ ಬಲಭಾಗ 


(vi) tan 20° tan 40° tan 60° tan 80°=3 


ಎಡ ಭಾಗ = 


PART I 


sin 20° sin 40° sin 80° 
‘cos 20° cos 40° cos 80° 


3 


4 3. (2 sin 20° sin 80°) sin 40° 
(2 cos 20° cos 80°) cos 40° 


43. (cos 60°—cos 100°) sin 40° 
(cos 100° —+-cos 60°) cos 40° 


¥3 (4-+cos 80°) sin 40° 
(— cos 80°-+4) cos 40° 
/3 [sin 40°—+-2 sin 40° cos 80°] 
cos 40° —2 cos 40° cos 80° 


4 3 [sin 40°-++sin 120°—sin 40°] 
cos 40°—(cos 120°+cos 40°) 


/ 


5 
py) 


= 8 = ಬಲಭಾಗ 


toll ee 
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25 


7. Prove the following identities by using the sum a 
product fornuiae.— 
(i) cos « + cos 8 + cosy + os (a +8 +7) 


= 2 eis = 


(ii) sin («—~-8) + sin (3—y) + sin (y—u) 


Gul. & Srvc 8 
= — 4s8n—- sn ಗ್‌ sin 5) 


(iN) cos? (u—8) + cos? (3—y) + cos? (y—u) 
= 1 + 2cos (u—8) cos (8—y) cos (y—u) 


R sin (a+) — sin 48 a—3B 
OY) (a +6) + cos 48 ಸಿತಿ 


(v) cos (2 +a )- cos (7 —)= — V2. sin a 
(vi) cos 12° + cos 60° + cos 84°-=cos 24° + cos 48 


(vil) cos 20° cos 40° cos 60° cos 80° = 1 


(vii) cos’ (45°—a) + cos? (15°+a) —— cos? (15°—ua) = 
(ix) tan 6° tan 42° tan 66° tan 78°=1 


8. Inthe triangle ABC prove that— 
(1) sin 2.4-+sin 2B — sin 2C=4 cos cos B sin © 
(11) cos2A +-cos2 B—cos2C = 1—4 sind sinB cos0 


(1) smA+sinB+sinC=4 cos "_ cos — cos es 
2 2 
(iv) sin? 4-+sin? B—sin? (=2 sin 4 sin B cosC 
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7 ಮೊತ್ತ ಮತ್ತು ಗುಣಲಬ್ದ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ 

ನಿತ್ಯ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ-- ; | 
(1) cos a+cos 8+cos y+cos (a+8+Y) 

=4 cos 28 C08 _ cos ya 


2 


(11) sin (a— 8) + sin (8@—y) —+sin (y—a) 
UP in on 
2 2 2 
(111) cos? (u— 8) + cos? (8—y) + cos? (y—a) 
= 1+ 2 cos (a—8) cos (8—y) cos (¥—u) 


.. sin (a+) — sn 48 _ a— 38 
eo cos (a +6) + cos 46 tan ( 5 


(v) cos (Gta ) — cos G =a) = =e sin « 


(vi) cos 12°-+cos 60° +-cos 84°=cos 24° +-cos 48° 
J 

16 

(vill) cos? (45°—u) + cos? (15° +-a)—cos? (15°—«a)=4 


(ix) tan 6° tan 42° tan 66° tan 78°=1 


= —4 sin 


(vii) cos 20° cos 40° cos 60° cos 80° = 


8 ABCs ಶ್ರಿಕೋಣದಲ್ಲಿ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
(i) sin 24 +sin 2B—sin 20 =4 cos A cos B sin C 
(ii) cos 2A +cos 2B —cos 20 =1—4 sin A sin Bcos C 


le 2 e 
(iii) sin A+sin B-+8m C=4 cos 5 ೮05 5 008 = 


(iv) sin? A+sin? B—sin? C=2 sin A sin B cos C 
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B C A B.C 


(v) dino +-sin?_—sin?- =1—2 cos— cos — sin — 
Zz 2 2 2 2 2 


(vi) sin (B+2C) + sin (C+2A) + sin (A+2B) 


we BC... Co AB 
=4 sin sin) —__ 2 = 
2 2 2 
1 + cos A—cos B+ cosC _ B C 
(Mp 1+ cos A + cosB—cosC ks 2 - 2 


ತ 
a IG > tan > cot A 
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OG A | 
2 ko 2 . x 9 El a = a 
(v) sin 5 -+sin 5 sin : 1 2cos- ೦05 5 sin 5 


(vi) sin (B+2C)-+sin (C-+2A)-+sin (A +2B) 
B—C .. C—A ... A—B 
= a sin 


=4 sin in 
bs 2 


‘© 1 + cos A — cos B + cosC Rp. GC 
= Wh — cot — 
-— Tid ote NT 


ee. tan A — 
C= SHANA — 2> cot A 
veal = tan B tan C 
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CHAPTER 10 
Simple Equations 


10.1 To solve equations involving trigonometric 
functions c-rtain working rules are now suggested. 


Solve the equation— 


(a) sin 6+sin 7 0=sin 4 0 
..2sin 46 cos 3 6—sin 4 6=0 
“sn 4 6 [2 cos 3 gaB—1]=0 


“sin 4 0=0 | 2 coe 8 O= 1 
0೭0 cos 3 0=i=cos 60° 
”. 360=60° 
Or 0=n x ged 


(6) /3 cos 6+sin 9= 4/2 | 
Divide throughout by 


V WFO =2 


V3 1 1 
OL SIN 

ಫ್‌ TZ yom 
Now sin 60°= = cos 60° =5 


ಸ 


sin 60° cos 6 + cos 60° sin 6 = - 


sin (60° + 6) = > = sin 45° 


* 160° + @ — 45° 
0 15° 


197 


ಅಧ್ಯಾಯೆ 10 
ಸುಲಭೆ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


10.1 ಸುಲಭ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿರುವ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವ ಕೆಲವು 
ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಸೂಚಿಸುತ್ತೆ ex. 


ಕೆಳಗಿನ ಸ A ಮೀಕರಣವನ್ನು WR 


(a) sin 6+-sin 70 =sin 40 
2 sin 40 cos 36—sin 46=0 
sin 46 [ 2 cos 30 — 1] = 


~ | 2 cos 30 =] 
. sin 46 =0 | cos 30=1 —=cos 60° 
pe 
VN ”. 30=60° 
ಅಥವಾ 0೭೧% . 6 =20° 


(b) /3 cos @ + sin @ = V2 
V (Vv 3)2 + 1)? = 2 ಇದರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ. 


v3 sin 0 /2 1 
“> copie SL 
cos@ + 5 5 WE; 
eae 
ಈಗ, sin 60° = ail 8 » cos 60 ಜ್‌ 


| & 1 ; 
”. sin 60° cos 0 + cos 60° sind = ve = sin 45° 
-, sin (60° + 0) = sin 45° 
ae 4 6 = 45° 
| 15e 
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(c) 2 cos? x + 3 V3 sin z—5=0 
2 (1—sin? x) + 3 V3 sin c—5=0 
2 sin? z—3/3 sin x + 3=0 
2 sin? x—2/3 sinc — /3 sin x + 3=0 
2 sin x [sin z—¥ 3! —v 3 [sin 2— 4/3] =0 
(2 sin x — 3) (sin z—V/3) =0 


V3 sin wea Ss ae 
Bu —_— 1 Therefore this solution 1s 
wea” ; inadmissible as sn x } 1 


(d) tan 6 + sec 2 0=1 
. 
tan 0 as <1} 
eT cos 2 0 
1 + tan? 6 
tan @ + UU 
ಗಾ 
tan @ (1—tan’ 6) + (1+tan? 6) — (1— tan’? 8) 
tan 0—- tan? 6 + 1 + tan? 0— 1 + tan? 9 
tan? 06 — 2 tan? 0 — tan 0 =0 
tan @[tan’ 0—2 tan 6—1] = 0 
| tan’ 0—2tan0—1=0 
tan 0 =—0 | 


0=0 or nr 


I 
H- 
=. 
bol 


Exercise 10:1 
Solve the following equations— 
1 cos 0 + cos 26 + cos 30 = 0 
2 sin 26 — cos 260 — sin 6 + cos @ = 0 
3 cos (30 +) cos (30—u) + cos (58+) cos (50—«) 
=COS 2 


198 


(c) 2 cos? x + 3V3 sin z—5=0 
2 (1—sin’z) + 3V3 sin 2—5=0 
2 sin? x—3V 3 sin x +3=0 
2 sin? a—2V3 sin a—V3 sin 2+3=0 
2 sin z (sin z—V3)— V3 (snz—V3) = 0 
(2sinmnz—V 3) (sina—V 3)=0 


sing=— Ka sin De J yt 
> sin 2}>1 ಆದುದರಿಂದ ಈ ಉತ್ತರ 
c= 60" = ಸಾಧುವಲ್ಲ. 


(d) tan 6 J 1 
1 


tan 6 OO 
Ry cos 29 
1 +tan” 6 
tan 6 SM iin 
a 1—tan? 0 


tan 6 (1—tan? 6)-+1 4+ tan? 0—(1—tan*@)=0 
*. tan’ @—2 tan’ 6—tan 0=0 
-. tan 6 (tan? 6—2 tan 6—1) =0 


tan? g—2 tan d—1=0 
tan @—O0 


2 
ಅಥವಾ 0—nr | ~S V2 


ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ 


1 cos6-+cos 260--cos 36 =0 
2 sm 26—cos20—sind + cos) = 0 


3 cos (30--a) COS (30—a) + cos (50 +) cos (50—xz) 
= cos 2a 
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4 singd+cos? =v 

5 V3sin 0 — cos 6= V2 

6 cos 20 = cos? 

7 2sin tan 6 +1 = tan 6 + 2 sin 0 
8 5tan@+ 6cot 6 = Il 

9 sec? 6 + tan* 6 = 3 tan 6 

10 3s8in 0 = 4 cos? 6 

11 6sin? 6B— ll sind +4= 0 

12 3sin? 6 + 5 sin 6 = 2 

13 cos 3 6 — cos 46 = cos 5 6 — cos6e 
14 V3sec? a = (V3 +1) tar 6 + (V3 — 1) 


10.2 Some Properties of Triangles 


There is a definite relationship between the sides and 
angles of a triangle. Indeed, this is the basic concept 
behind Trigonometry. 


Before we go to enunciate and prove some of the 
formulae let us acquaint ourselves with some of the 
standard symbols used in the succeed ny arguments. 


10.3 The six elements of the triangle ABC will be 
denoted as follows :— 
ZL BAC=A, (/CBA=B ACs 
Side BC (Opp. te Ae, CA=b. AB=e 
Circumcentre of the A ABC—S 
Circumradius of the AABC=R 
Semiperimeter of the A ABC, 
wad ke 
— =. 


Area of the AABC=A 
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4 sinO+cosO= /2 

5 3 sin @Q—cosd= V2 

6 cos 26=cos?0 

7 2sin 6 tan 64+1=ten 642 sin 4 
8 5 tan 6+6 cot 6-= 

9 sec?0—+tan?0—3 tan 0 
10 3 sin 6=4 cos?6 

11 ‘ 6 sin?6@—11 sin 04+-4=0 
12 :3 sin?6+5 sin 0=2 
13 cos 3 6—cos 4 @=cos 5 6—cos 6 @ 
14 V3 sec*®9=(V3--1) tan 064 V3—1 


10.2 ತ್ರಿಕೋಣಗಳ ಕೆಲವು ಗುಣಗಳು 
ಒಂದು ತ್ರಿಕೋಣದ ಭುಜಗಳಿಗೂ, ಕೋನಗಳಿಗೂ ಸ್ಪಷ್ಟವಾದ ಸಂಬಂಧ 
ಪೊಂದಿದೆ. ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿ. ಇದೇ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿಯ ಹಿನ್ನೆಲೆಯಲ್ಲಿರುವ ಮೂಲ 


ಈ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬರೆದು ಸಾಧಿಸುವ ಮೊದಲು ಕೆಲವು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಸಂಕೇತಗಳನ್ನು 
ನಾಪು ಪರಿಚಯಿಸಿಕೊಂಡು ಮುಂದುವರಿಯುವುದು ಉತ್ತಮ. ಮುಂದೆ ಬರುವ ವಿವರಣೆ 
ಯಲ್ಲಿ ಇವುಗಳನ್ನು ಬಳಸುತ್ತೇವೆ. 


at 3 ಒಂದು ತ್ರಿಕೋಣದ ಆರು ಮೂಲಾಂಶಗಳನ್ನು ಈ ಕೆಳಗೆ ಕಾಣಿಸಿದಂತೆ 


LBAC=A, L(CBA=B, wl 
ಭುಜ BC (A ಯ ಎದುರು) = 
CA=b, AB=c 
ಕ ಗಣದ ಪರಿಕೇಂದ್ರ- 8 
ತ್ರಿಕೋಣದ ಪರಿತ್ರಿಜ್ಯ= RK 
SA=SB=SC= R 
ತಲತೆ-- ame @ y 


& 2 ಣದ CTF AD : 
Z 


10.4 Sine Rule 
In any AABC show that 


= aoe Bee 
sin 4 sin B sin C 
‘ A 
\ fn. 
B Cc 
C 


In fig. (1) Z Ais acute, 

in fig. (2) Z Ais 90° and 

in fig. (3) Z Ais Obtuse. 

Join BS and proince it to vect the circumference (2) 
JonCD 


LODB= dau (1) 
4 CDB=180°—A in fig. (3) 
Further BD=2R, ¢ BCD=90° 
"In figures (1) and (3) from the A BCD. 
BC 


BD > sm Z BDC=sin 4 .. [sin (180°-- A) =sin 
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= ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
sinb sinC 2k ಸಾಧಿಸಿರಿ 
A 
D 
c 
B 


| 
ಒಂದನೆಯ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ / A ಲಘುಕೋನ 
ಎರಡನೆಯ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ / A ಸಮಕೋನ 
ಮೂರನೆಯ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ / A ಆಧಿಕ ಕೋನ 
Bನನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ ಪರಿವೃತ್ತವನ್ನು D ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಒಳೇದಿಸುವಂತೆ ಅ 
ೈದ್ಧಿಸಿ. CD ಯನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ. 


LCDB=A (®% 1) 
1 CDB=180°— 4A (*% 3) 
eo, BD=2R, LBCD=90 
> ಸಂದನೇಕು wee, 


ಮೂರನೆಯ ಚಿತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ತ್ರಿಕೋಣ ACD ಯಂದ 


= sin 1 BDC=sin A [*. sin (180°— A) = sin A) 
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"sna 


' a 
In fhe (2) : = 
sin {4 sm 90° I 


a 
*. In all the cases — = 9R 
sin 


Smmilarly 
sin sin ( 

a b ‘© 
ae ee | 
“sand sin B sin? = 

To prove that ---~ 

a=6 cos C+c cos B 

b=c cos A-+a cos C 

c=a cos B-+b cos A 

Draw AD perpendicular to BC . 
A 


D LB = 90° = , ’ 48 Eke 
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sm .4 
kode © to ~— 2h 
‘sind sin 90° 1 
ಎಲ್ಲ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿಯೂ 5 OR 
sinA 
ಅದೇರೀತಿ _? | i. 6 
Re = y R, wes. p 2 R 
sinB sin 
a p Cc 
sinA sinB sind 


| a=b cos C-+c cos B 
b=b cos A+a cos C 
c=a cos B+h cos A, ಎಂದು ಸಾಧಿಸುವಕ 
ADB, BCR ಲಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. 


ಚಿತ್ರ (1) a=BC=BD-+-DC 


. 4 


=) 


je p 


A 
B Cc 
Oo ine9o° 
2 
1 B=90° 
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BD BO 
= GA 
BA aaa CA 
= ccos B+6 cos C 
Fig (2) a = BC = ay CA = bcos Cte cos 90° 
=c cos B+6 cos C (eas 90° =0) 
DO ma DB 
Fig (3) a= BC= DC— DB= 37 AC — AB AB 
= bcos C—ccosZ ABD 
= b cos C—c cos(180°—B) 
= bcosC+c cos B 
Thus in all the cases 
a=b cos C+c cos B 
Similarly the other two formulae can also be proved. 


10.5 Cosine Rule 


a=b cos C-+c cos B (1) 
b=c cos A-+a cos C (2) 
c=a cos B+b cos A (3) 


Multiply (2) by 6. (3) by cand (1) by a; add the 


iirst two and subtract the last. 
b?-+c?—a?=b[c cos d+a cos C] +c [a cos B 
+ bcos A] —a[b cos C+e cos B] 
= bc cos A-+ba cos C+ca cos B+cbh cos A—ab 
cos C—accosC 
=9 bc cos A 


೪ 2 2 2 72 
“=P + © = Me cos A ., cos A= b+ e—a? 


Fl 2 be 
Similarly, 


4 8 2 
b=¢-+a?—2eacos B cos B= kee? 


92 ca 


ees” 4-1 — %ab cow C cos C = A 


These results together are called the cosine rule. 
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2 ab 


1 
[ 


_ Dp DC 
= pay PA Taq CA 


=c cos B+b cos C 
ಚಿತ 3 — BC °o 
» (2) a BC = OD = bcosC + ccos 90 
=¢ccosB + bcosC (°° cos 900) 
ಚಕ್ರ (3) a=B0=n0—pp= © 4c DB 
y(t) a AG AC TB AB 
=b cos C—c cos 1 ABD 
=b cos C—c cos (180°—B) 
=6 cos C+-c cos B 
ಹೀಗೆ ಎಲ್ಲ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿಯೂ 


a=b cos C-++c cos B 
ಇದೇ ರೀತಿ ಉಳಿದೆರಡು ಸೂತ ಶ್ರಗಳನ್ನೂ ಸಾಧಿಸಬಹುದು, 


10.5 ಕೊಸೈನ್‌ ನಿಯಮ 


a=bcosC + ccosB (1) 
: b=ccos A + acosC (2) 
: c=acosB+bcosA (3) 


' (2) %, b ಯಿಂದ, (3) ನ್ನು ¢ ಯಿಂದ ಮತ್ತು (1)ನ್ನು ೩ ಯಿಂದ Moed20; 
ಇದಲಿನೆರಡನ್ನು ಕೂಡಿಸಿ ಕೊನೆಯದನ್ನು ಕಳೆಯರಿ. 
೫ -+c?— a? =b [c cos A+a cos C] +c[acos B+b cos A] 
—a [bcos c+c cos B] 
=6e cos A+-ba cos C+ca cos B+¢cb cos A 
—ab cos C—ac cos B=2 bc cos A 
a? =b? +c?—2bc cos A 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ, 
6? =c?-+-a2—2 ca cos B 
c2 =a?+-52—2 ab cos C 
ಈ ಮೂರು ಫಲಿತಾಂಶಗಳಿಗೆ ಒಟಾಗಿ SOK nF ನಿಯಮವೆಂದು ಹೆಸರು. 
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An independent geometrical proof is given 


below. 
VN ‘ 


8 aml 


Fig. (1) 40% 4B BO" 2BC. BD 
BD 

BA 
BA 
=c’?+a?—2ca.cos B 


ix 3 


Fig. (2) ACV =AB’+ BC 
b?=c’+a*—2ca cos B (*. cos B=cos 90°=0) 


INN (3) 


Fig. 10.4 


P= +a —2.a. 


Fig. 3) AC?2= AB’? + BC +2BC. DB 
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wee ಪ 13,08 ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಉಪಪತ್ತಿಯನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 


_ 


4 


(1) 


: atute D 


1B ಲಘುಕೋನ 


AC?=AB?+BC?—2 BC. BD 
D 
—c24a2—2ac cos B 


A 


(2) 


9 (B «90° 


AC*= A B’+BC? 
pc +a?—2ca cos B 
("cos B=cos 90° =0) 


a4 


(3) 
D ? (a 
ಚಿತ್ರ 10.4 
LB ಆಧಿಕಕೋನ 
AC2= AB?+ BC?+2 BC - DB 
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b= ct +a? +2a. 3 AB 


—@?+@2+2ac cos 2 DBA 
—¢+a?+2ac cos (180°.— B) 
—¢?+a2%—2ca cos B. 


Thus in all the cases. 
b2--c?-+-a2—2ac cos B 


Similarly the remaining two formulae can be established 
Exercise 10.2 


1 Prove that A= 3 besin d=} ca sin B=j ab sind 
Hence by making use of the sinc rule or otherwis 
show thatabe = 4 RA 


2 From the cosine rule by writing cos A = 2 cos? -_ 


-_ 


a i ~ 
and 1 — 2 sin’ 5 separately obtain the following formulae 
‘ 


A = 
a) om = M/E (s — @) 
2 V be 


| Re ZZ 
b a ./ (ses — @) 
( Kin \V a 


A_ OES 
twa = 
(c) tan 5 V 768 


3 Prove the following results in a triangle 4ABC— 


° B—C _b—e A 
(a) sin ee | 
Be A A | 
b) t = Rd 
(b) tan I = 


(c) 6? sin 2C + c sin 2B = 2be sin A 


(d) (6 +c) cos A + (c + a) cos B + 
(a+ b)eosC=a+tbo+e 
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b?—¢2 21904 DB 
+a°+2a 4B AB 

=c?+a?+2 ac cos 1 DBA 
=c?+a?+2 ac cos (180°—B) 
=c+a*?—2 ac cos B 

ಹೀಗೆ ಎಲ್ಲ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿಯೂ 
b2=c?+a2—2cacos B 

ಇದೇ ರೀತಿ ಉಳಿದೆರಡು ಸೂತ್ರಗಳನ್ನೂ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸ 10.2 


os 


» A=) SNA co simB=—} ab sin C oem 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಇದರಿಂದ, ಸೈನ್‌ನಿಯಮವನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡು ಅಥವಾ ಪ್ರತ್ಮೇಕವಾಗಿ, 
abc=4R A ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


4 

(b) sin = = Ay (s—b) (s—c) 
ಈ 
2 


. (a) sin — = _ cos = 
B—C b—c A 

= = = COD 

(5) tan 5 ia 0 


(c) 6? sin 20 +c? sin 2B=2bc sin A 


(d) (6+c) cos A+(c+a@) cos B+(a+b) cos C 
= a+b+c 
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a sin (B —C) i? sin (Ciera 
wn Slane ' me + aes 
Gain(A— B) _ 4 
sin A+ sin B 


(f) ®+0+ce=2 (be cos A+ca cos B+-ab cos C) 
(g) a5 cos (B—C) +1 cos (C—A) + cos(A— B)=3 4 


(h) (b—a) cos C+e (cos B—cos A) 


= csin A-B cosec A+B 
2 2 
tan 43 
0 
a—b A—B 
an 3 


ry « c—a 
e 2 ee a 
(1) -sin : > 
(ii) — = tan 4 
(1) | sin 2 + vos 5) —- UE 
2 2 Cc 
A a 
VY ey eee 
(VA p= 


5 Given (a+b-+c) (b+e—a) = 3be, find 4 


6 If C=60° show that 


Sofi oa 
ate ‘bic ~ a+tb+e 
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(e) a’ sin (B—C) 


sin (C—4) , 2 sin (4—B) _ 
sin B+-sin C 


sin C+sin Ad sin A+sin B 
(f) a+b?+¢? =2 (be cos A+ca cos B+ab cos C) 
(g) a® cos (B—C) + cos (C—A)+¢ cos (A—B)= 


0 


3abc 
(h) (6—a) cos C-+-c (cos B—cos A) 
De, A 
=csin cosec 4 saad 
tan A+B 
(೧ = : 
a—b tan A—B 


dd 


4 ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಶಿಯೊಂದಂ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿಯೂ / (= 90° ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 


(1 sin? > = a 
(ii) a = tan — 
(iii) ( sin 5 + cos 5)= ane 
(iv) tan = ್‌ i: ್‌ 


We EEG Gc) bc Seem, 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


6 CO = 60° ಆದಾಗ 


1 ee ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


a+ fer + c a+b+e 


A 
7 Ifa,b,careit A.P. prove that cot 5 cot 


cot : are also in A.P. 
[a, b, c are in A.P. 
(a '|-b+e—a). (a--b+ce—-b). (a+b +c—c) 
arein A.P. 
-. bc, e+a, a+b are in A.P. 
sin B+ en C,sm C + sin A. om A + sin BS 


are ‘n A.P. 
} Y a) | —_ 
sin = COs ena sin a cos po. A 
2 2 b 2 
sin a: cos = are in A.P. 


A B C 


‘A “i 7 
cos | ce coe — + amie. 
¢) ) 9 2 2 
are in A.P. 


Dividing throughout by sin 4 sin a sin 
omitting cot 4 cot Fs cot C from each 


B 


cot . cove, cot C are in A.P. 


C 


— @nd 
2 


py 


on 


$B fhe m AP. prove that cos A cot 


B Cc ' 
cos B cot 5 - cos C Ret = are also in 4. P. 


_ 


9 If a.b.e¢ ave in HP. prove that sin? Kin 


> ) 


. ( - 
sin? 5 are alsoin H.P 
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> Hm - Fire - [1 
7 als b. € IBIS Somes ಅ: On 2 Seri cot ; cot £, cot 5 


ಸಹ ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು MHL 
fa. b. c ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿವೆ. 


ree + Oca a@2+b+c—B, a+b bee 
ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿವೆ. 


- b+ «. ca, ab ಸ್‌ಪಾಂತರ — 

. sim B+ sinC. sinC + sin 4, sin A +snB 
ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿವೆ. 

a cm Be A a ಸ. A+B 


” ee 2 i,  % 


sin 


cos 
2 
C ' ¢ 

COs 5| Coe — CUS + sin — sin —], 

ಸಪತಾಂತರ ಶೆ ್ರೀಢಿಯಲ್ಲಿವೆ. 

[5-0] 

sin A, ~ = C ಇಪಕೂಪ ನಗಿಸಿ Sees. ಪ್ರತೀಕದ 
Ss sin sin ; ೨ 


\ 
ಆವರಣದಿಂದಲೂ cot 5 cot ವ cot — ೦ ಫ ನ್ನು ಕಳೆಯಲಾಗಿ 


cot —. cot Bb, cot C ಸವಾ 
2 Z 


< I> 
g a, b. Cc ಸವಹಾಾತಠ ಶ್ರೇಢಿಯ 


p ‘cot ಸಹ ಸಹನಾಂತರ ಪ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು 
cos B cot p> cos 0 cot — ಸಹ ಸಷತಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯ ೦ 


fe ೪ 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


9 o,b.c ಹರಾತ್ತೆಕ Be woy' 
7 0; 5 


oes ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


Say 
& 

© 
ct 
3 


10 Prove that | 
= ae 
(a) cot A + cot B + cotC on 
(65) Sasin (B-—-C) = 0 
(c) (a2—6? +c?) tan B = (a? +b?—c?) tan C 


(d) A= 2 (cot B + cot C) 


10.6 Solution of Triangles 


We have already seen how a right-angled triangle 
can be solved under certain given conditions. We shall 
now proceed to explain how env triangle can be solved 
when any three of its elements (not all of which are angles) 
are given. In the succeeding discussion we confine our- 
selves to simple cases. 


(a) Given three sides. to solve the triangle. 
In simple numercial cases invloving small integers the 
cosine rule can be conveniently applied. 
a=4 
Consider the case when a =4, 6 = 5,¢ = G. 
a? = b?+-c2—.2bc cos A 
16=25+36—2.30.cos A 
= > 
60 4 
A =41° 25’ (natural cosines page) 
6? = c* +-42—2ca cos B 
25 =36+16—2.24.cos B 
_— = 


*. B=55° 46’ 
*. C=180°—(A+B) =82° 49° 
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10: AGRO . 
ve 
(qa) cot 4+ cot B+cot C = a 
cy a 
(6) > a sin (B—C) = 
(c) (a’—b?+c*) tan B = (a? + 6? —c?) tan C 
(4) 2 (cot B+cot C) 
10.6 ತ್ರಿಕೋಣಗಳ ಬಿಡಿಸುವಿಕೆ 
ಲವು ದತ್ತ ಸಂಗತಿಗಳಿರುವಾಗ ಒಂದು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣವನ್ನು 
ಹೇಗೆ ಬಿಡಿಸಬಹುದು ಎಂಬುದನ್ನು ನಾವು ಈಗಾಗಲೇ ಅರಿತಿದ್ದೇವೆ. ಒಂದು ತ್ರಿಕೋ 
ಣದ ಯಾವುದೇ ಮೂರು (ಅವೆಲ್ಲವೂ ಕೋನಗಳಾಗಿರಬಾರದು) ಮೂಲಾಂಶಗಳು ದತ್ತ 
ವಾದಾಗ ಆ ತ್ರಿಕೋಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದು ಹೇಗೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಈಗ ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಮುಂದೆ ಬರುವ ವಿವರಣೆಯಲ್ಲಿ ಸುಲಭ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ ಪರಿಶೀಲಿಸಲಾಗು 
(a) ಮೂರು ಭುಜಗಳು ದತ್ತವಾದಾಗ ತ್ರಿಕೋಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದು. 


ಕಿರಿಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿರುವ ಸುಲಭ ಉದಾದರಣೆಗಳಲ್ಲಿ BOAT ನಿಯಮವನ್ನು 
ಸುಲಭವಾಗಿ ಪ 3 ಯೋಗಿಸಬಹುದು. 
Wud, b=5, c— 6 ಆಗಿರುವ ಉದಾಹರಣೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 
a? —b* +c?—2be cos A 
16=25-+36--2°30 cos A 


A=41° 25’ (natural cosines ಪಟ) 
b? = c* a 2ca cos B 
25 = 36+16—2°24. cos B 


27 9 - 
= = —. =0°Seeo 

= 48.16 

B=55° 46’ 


O=180°— (Ad +B) =82° 49 
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(b) Given two sides aus the included angle, to sol 
the triangle. 


a—=6,c=7, 2 B=60° 
b2=a?+e—2ac cos L 
—36+49—84 cos 60° 
=§6--49—42 4 


b= /43 
a bs ae 
sin Asin B sin © 
6 _ 43 


““sinA sin 60° 
sin A= 6.sin 60° 


Vv 43 
-, log sin A=log 6— $ log 43 +log xin 60° 
0:80 (Ne 9375 
= ಭಷ , 8989 
ಜಗ A=52 2a’ 
a 180° — ( B4-A) 
— 67° 36’ 


(c) Given one side and two angles. to solve the 


triangle 
aT, B=40°, C= 60°. 


A=180—(B+C)=80° 


a b ee: 
a A sine “Simm 
he me! iz c 
sin 80° ~— sin 40 sin 60° 
_— 7sin 40° 
i sin 80° 
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(ಗ) ಎರಡು ಭುಜಗಳೂ ಅವು ಒಳೆಗೊಂಡಿರುವ sees: ದತ ವಾದಾ 
ತ್ರಿಕೋರಣಾವನ್ನು ಬಿಡಿಸು ವುದು. ನವೂ ದತ್ತಿ ಗ 
=>, c—7, 2 60° 
, 2=g*+c?—2ac cos B 
= 36 +49—84 cos 60° 


b= 43 
_@ _ b C 
sin A sin B sin C 
6 A 43 
sin A sin 60° 
| 6 sin 60 
sin A= a 


log sin A = log 6—2 log 43 + log sin 60° 
_ 07782 —- —_ 4 7. 9875 


= 7.8989 
ADD 
C= 180° — (B+A) = 67°36 


(c) ಒಂದು ಭುಜವೂ ಎರಡೂ ಕೋನಗಳೂ ದತ್ತವಾದಾಗ ತಿ ಕೋಣವನ್ನು 


ಬಿಡಿಸುವುದು. 
a=, B=40°; C=60° 
A=180° — (B+C) = 80° 


i —i Co 
aA. simp FP sin © 
| . a C 
sin 80 RRA | sin60 
_7 sin 40° 
™ gin 80° 


Hint for problem number 13 
a= 26, b= 23 Ara” 


a 0... 
snd sinB sin@ 
26 _ 23 
" sin 40° sin B 


° 23 < ‘ o 
-.sin B= — gin 40 
o 26° 


‘og sinB = log 23 + log sin 40°—log 26—1 .4156 
——] .3617 
47.8081 


- B=34° 39 or 180°-—34° 39'=148° 21’ 
since sinB=sin (180°—B) 


Bar WW, B,=145° 21 
A, A=40° 

“§C=1007 or C=no admissible value. 
26 Cc i Cc 


sina sinlos°2l sin 74°39" 
*, log c=log 26 +log sin 74° 39’—log sin 40° 
—1.4150 —T.8081 
-+T .9842 
1.3992 
T 8081 
1. Oat 
039 
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13ನೆಯ ಅಭ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಸೂಚನೆ 


a&=26, b=23, A—40° 


a _ b ‘ 
sin A sin B sin © 
26 23 


“Smad sin B 


23. 
sin B=*3 sin 40° 
26 
log sin B=log 23 +log sin 40°—log 26—1.4150 
= 1.3617 
+ + .8081 


1.1698 
1.4150 


T .7548 
’- B=34° 39’ ಅಥವಾ 180°—34° 39’ = 145° 21’ 
sin B=sin (180°— B) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


BAI, B,=145° 21’ 
A=40°, | A—40° 
*, C==105° 21’ C = ಹೊಂದುವ ಬೆಲೆ ಇಲ್ಲ 
26 c ies Cc 


sin 40° sin 105° 21’ sin 74° 39’ 
". log c=log 26+-log sin 74° 39’ —log sin 40° 


— 7.8081 
+ T.9842 T 
1.3992 
T .8081 
1.5911 
e=39 
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Hint for problem number 1+ 


a=47, c=13, C=15° 


a 7b a ee 
snd  snB snC 
47 13 


Le. Rt. neil = es 
sin A sin 15 as 


log sin A=log 47-+-log sin 15°—log 13 


= 16721 — 1.1139 
T .4130 


1.0851 
L. 138 


T WZ 


A= 69° 22’ or 180°-—69° 22’= 110° 38’ 


A092 A= 1038 
C=15° 00 C=15° 00 
Bie 08° 38 , 3, ES 2 
47 7 b, _ ae 
sin 69° 27 sin 95° 38’ sin 15° 
$y has a = | sin 84° 22’ 
sin 15 coy On IO 
log b,=log 13-+-log sin 84°22’—lo: sin 15° 
= 1588 —T .4130 
+T.9978 
LRT 
+ 4130 
1.6987 
iA b= 49.97 
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14ನೆಯ ಅಭಾ AE sows 
a=47, C=13, C==16° 


OE OO 
sin A sin B sin 0 
si le = gy 
wey Nu SiS sm A = Sin 15 
log sm A = log 47 + log sin 15° —log 13 
ನ 1 672.1 
+ 7.4130 11159 
1.0851 
1.1139 
7.9712 
A= 69" 22’ ಅಥವಾ 180°—69° 22’—110° 38’ 
A, =69° 22’ 4,=110° 38’ 
C=15° 00’ C=15° 00’ 
B,=95° 38’ “ B,=54° 22’ 
OOOO Ie 
sin 69° 22’ sin 95° 38’ sin 15° 
p, = 18 sin 95°38’ _ _ 13 gin 84° 99! 
sin 15 sin 15 
log b,= log 13 +-log sin 84° 22’—log sin 15° 
=1.1139 
47.9978 — 7 .4130 
1.1L 
T -4130 
1.6987 
b, =49.97 


———— 
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b, _, “is 
sin 54° 22’ sin 15° 
log b,=log 13+ log sin 54° 22’—log sin 15° 
=] ie 
4-7 .9100 T .4130 
1.0239 


T .4120 
1.6109 
ph = OO 


The second worked out example is the ‘‘ambiguous case” 
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b, = oI3 
sin 54° 22’ sin 15° 
log b,=log 13+log sin 54° 22’—log sin 15° 


7] 1138 
+ T.9100 — T .4130 


— 


1.0239 
T .4130 


1.6109 ad 
b, =61.09 


ಎರಡನೆಯ ಅಭ್ಯಾಸವು ಸಂದಿಗ್ದ ಪರಿಸ್ಥಿತಿ”'ಗೆ ಒಂದು ಉದಾಹರಣೆ, 
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ANSWERS 


Exercises 4-1 Pages 50-51 


1 A=(2,5) B=(—4, —6) C= 4, —7) D=(—6, 4) 
E=(5, —2). 


2 (i) I (ii) IM (ii) I (iv) IV IV (wi) ID 
(vii) I (viii) IT. 


3 (t) y-axis (2) c—axis (1) Origin. 


4 Origin and points on the axes do not belong to an 
quadrant. 


Exercises 4°2 Pages 54-56 
1 (2) | 2,—z| (21) | YY; | 
2 ONE (13 (WAVES 


Wa , 
(iv) a (&—t)Y Gb) +4 (0) 2a sin —?. 
; = 
2 
12 P=(0, 4) or P=(8, 4). 


=i. — 14 
i (2, 2) or ( 77° 72) 


14 2, %+Y, Y2=0- 
in (3, 7 
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bo 


aN 


Exercises 4:3 Pages 62-64 


(i) (4, 3) (11) (4,3) (100) (6, —7) (ww) ez =) 
WN ee) (a 
a(2 a) wo 5 (GF 


2 
3 
1 5 > (73 ), (5 = ) 


2’ a ¥ 
(i) (152) @) (1, 1) Git (ec, ®. 
Ratios are = “aie = ee] 

3 5 

Points are (7 0 ) (2 , 0 ) 

5 4 
34/5 
9 
5,437, V52 
(4,2) 
B = (—7, 4) 
P = (2, —4), @ = (14, 26) 
A =(-3,8), B = (12, —2) 
C = (10, 11) 
A = (—l4, —10) 


Ma WN = 


Exercises 4.4. Page 66 


Wz = +4 (iil) y = +4 
oy"? —10x —8y +32 = 

ma 0 

3x” + 3y? —20r— 22y + 47 =0. 


Exercises 5.1 Pages 72—73 


ನ 
jm o 
—— 
QO! hem 


(ii) —1 (ijl (iv) ; (v) 2 


(1) a=—1, (i) a=—T7, (ili) a=—5 


(Errata: Change (0, a) to (a, 0) in the pbm) 
5 WE (iia, 


Slopes of the sides: —2, a _ 
2 5 

Slopes of the medians : — — 14, . 
25 
10° 

Exercises 5.2 Pages 76—77 
= > —I AE 
(1) 9 (11) a 4 (in) —21, 7 
AB\CD, BC\ AD 
¥ | De ee, 
(a) (3. =). (b) (3, 4) 
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Exercises 5.3 Page 79-80 


1 If 6 is the angle, then 
(i) tan 60 = WOKS 
1— 24/3 
(11) tan @=3 


eve pT 
(111) 5 


2 If8isthe angle, then 


1) tan 6= —, 
(1) tan a 
(11) tan 6=3 

ie 1 
(111) tan 6= 3 


(iv) tan 0= Ed 


35 
Tuten “== 
(v) a 


3 The tangents of the angles are 
. 2 oa 
(1 yD 
1f§ 3°86 

ee 1 ] 

(Ip 13 ? 3 


(iii) 042, — (a+2), ao 


a7 


Exercises 5.4 Pages 83-84 


1 (i)a+y+1=0 (ii) y=3 (ili) y= 
eS iy ae mY (ili) y=8 


B2 (1) 4e—-y—42=0 (11) 37-+4y—26=0 

i) 2a—3y+16=0 (iv) y=6 (v) c=3. 

3 y=—2,7=1. 

54 V3n—-y+2—V3=0. 

5 (i) a—y+1=0 (ii) +y—3=09, (in) y=2 


Wo ()et+2y=15; y=; 5a—2y +1=0. 
i) c—Sy-+15=0; lla+2y—43=0, 132—l4y—15=0. 


(iii) c+2y+3=0, 22—y—12=0, 20—y =0. 


Exercises 5°5 Pages 90—91 


(i) y=5a—2 (ii) y=—4e+10 (WEE 
(iv) y=—8z (v) y=102—5 (vi) y=0. 
2 (i) 32-+2y=6 (i) z-+y-+1=0 (iii) 40—y +8 =0 
(iv) e+y=a (v) x cos a+y sin a= 
(vi) y=me+l. 
, @ aty=V2 (11) A Si je= —6 (111) 2—Y+4=0 
(iv) w+ 3y+12=0 (v) /3e2-y—10=0 
(vi) V3 a+y+10=0. 


pd 


3 
a+2y=3. (See Errata) 
pi] +4 =0. 


w+ 5y=10 (See Errata) a 
(i) 5a—4y=41 (ii) 2 —4Yy=17 (iii) z+ y=8. 


ಅ 0 ಎಂ 


218 


Exercises 5.6 Pages 94— 96 


1 (i) y=-$a@4+2; “}; 2,%; MWy=15e—18 
(ii) y= —3a +2; —3; 2,3; 9y=3r—2. 
(ii) y= 3x; 3; 0,0; 3y-+-52—0. 

(iv) y= —32-+4; —8; 7,4; 9% — 3a: --4. 
(v) y=122—6; 12; --6, }; 2a4+24y=1. 
(vi) y= = LX 3 ; + ; — —T; y=2a +14. 


2 The line (1) is parallel to the ‘ame (iii) and the 
(11) is weep to the line (iv) 


೧ NS (BY 
(iii) 0, (0, 0) (iv) VE. (5 


ao ’\145 ’ 145 
aa —7 —14 
vie, (= y= 
(vi) a a 


5 (i) = (ii) 6V3 (iii) 3. 

7 (1) ax+by+k=0 k is the parameter. 
(11) be —ay+k=0 k is the parameter. 
(111) 2 Cos a-+y SM «=p als the parameter. 
(iv) y=m (x -a) mis the parameter. 
“(v) y=rtana+hb bisthe parameter. 
(v1) 7 + — =1 kis the parameter. 

8 (1) z+2y=9 (1) 44—3y+8=0. 

9 4%—Ty=58; T%+4y=—4. 
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Wa 


Exercises 5.7 Pages 99-100 


OW 7 (iii ve iv) 2va (wv) Je 
21 
(1) 2/2 HE = (uu) mare 


The points he on different sides of the line. 


18 25 
pS 


us 6 
Ne ’ 1a 


Exercises 5°8 Pages 103 


OE 

1 — el jana. 3 

i) (Fog); tame 

(i) (9, =) stan o= iy 

ie. pe 3-+1 

(111) © et) = —2 
ae /3—1 


a—1y +1 | 2 4 
y= mar—5 where m satisfies 80 m?+216 m+143=0- 
(Two lines exist) 


Vv 194 


> 
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ಅ 


Wa 


bo 


Exercises 5.9 Page 106 


(i) 1390—8y—7=0 ; law—lIg4pai=8 
(ii) 32—3y—65=0; r+y—5 =0 : 
(iii) 2—y—1=0; (1— V3) gt (I—vV 3)yt5+v 
(iv) g—y=0; w+y4-2=0. 
(v) 4a—6y—5=0; 40 t+ 4y+5=0. 
(i) z=Y 
(ii) z+y=2 (See Errata) 
(i) 54+6y—9=0; 477+4+24y—17=0; 7% —6y —2 
(ii) y= —1; 244+3y+16=0; 24a—22y—9=0. 
Exercises 5.10 Page 108 
(i) (W5£2V O)r + (V5 F V2)¥ — 7 V5 =9. 
(ii) (5 VBE V a9) 2+ (BV 2+ V89) YF SV 0-0 
(ili) (WILD) e+ (—V6+2) y+ 2V2F1=0 
(iv) V5 4 V8) 2+ (42V8—V5) y+3V8=0 
(v) (2543741) c+ (204407 4]) y+25+5 V4) 
Ja—Ty—3=0; #+y—9=0. 
a=6; y=2. Radii are (1— 4/3) and (3). 
Exercises 5.12 Pages 112-113 


(1) 9 sq. units (11) 12 sq. units (111) 10 sq. un 


(i) ಮ sq. units 


(11) ca sq. units. 


(ii § © =m) (mm) (mm) 
m,2 m," Mm? 
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Exercises 6:1 Page 120 
1 (i) #4 y— 224 —4y—4=0; (11) &* + y?—27=0 
(ii) #?#+¢°+ 24+ 16y+40=0 ; 
(iv) 224 2y?—62-+ 10y—15=0. 
2 (1) (— 4, — 2), Vv 19 (11) (0, 0), 5 
(iii) (—3, -3), VE. 


4 2924 942 62a—52y +117=0. 
5 g¢—4y+7=—0. 
6 a+y2—2r—8y—8 =0 or 2? +y?—24+ By—8 = 0. 
7 w+y?—S8xr+l4y+15=0. 

Exercises 6.2 Pages 125-126 
1 (i) e+y—2=0. (1) 84—-y=0. (ill) 7e-+y—6=0. 
2 (i) z= + 4,4 == yee. 


(ii) c—y—4=0; aty+1=0. 
(iii) c+2V72y—2=0; —-2v2y¥—2= 0: 
g—1=0, 242=0. 
3 () 3a—4y—5=0 ; 3a—4y +5=0. 
(ii) 5e—y+2V13=9; 5a—y—2 V13=9. 
(ili) y=0; y=2. 
(iv, y=0; 4y=32. 
# 1) K= +481 Points of contact are 


. 5 5 +: UN 
EEN) 


Ca * Van) 
N37 37 


5 8a—2y4+26=0; 3a2—2y—26=0. 
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6 (i) 2e+4+2y—4r7S8y +9=0 
(11) 4x?-++-4y?— 202 —20y +25 =0. 


ab 


(iii) (c—kh)?+(y—h)P =k? where k= Va 1b? (a-+b—1 


Exercises 6.3 Page 128 


1 Points are respectively inside, on and outside th 
given circle. 


3 7 
4 (3, 4) and (—2,—1) 
5 attyt2=0. 
Exercises 6.4 Page 130 
2 2 +y?—4¢—6y +26 =0 ; 2?+y?— 10c—12y+26= 


a2 4-42 —Qy—1=0 
4 32°+3y?4 47r—28y=0 


SU) 


Exercises 6.5 Pages 134-135 
1 (i) e—-2y+6--0 (ii) 20y—9=0 
(111) (a—b) a, i a)y =0. 
2 (0) 0,1), @i)(-2,—-1), (ai) (-¥, ~¥) 


Exercises 7.1 (Pages a 


1 (a) i. (0) 5° 
a 57 gy =. «@ he. . he 85 
(9) . (A) Was DW 5° & sqm (0 = 
2 (a) 0.4506. = (b) 0.6542. (c) 1.44. (d) 1.199. 
(ec) 2.183 (f) 3.430. 
3 (@) 185°. 4b) 38°. (©) 38° 20'. (d) 37°30’ (e) 36 
(f) ಗನ (9) 18°57'35”. (h) 2 55° ( ) (e) 


7 = or 
AZ WF. (pS. 
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4 5.236 ft., 52.36 sq.ft. 5 1.1416 radians, 65°24'10" 


6 49.12 inches. 7 94.248 ft., 9 39.984 m.p.h. ae 


Exercises 7.2 (Pages 152—153) 
® 2 =— 2 ee 
8 (i) ar ae (x = cat. (ii) a2 +y2 = a+b. 
(iii) 22—y?+c?=0. 
Exercises 7.3 (Pages 155—157) 


1) 28. , (2sino=— 3, tone = 32.8 
10023 35 za 

= —; sce A= ——-, cot 6 = 3 i 
_ 32.8 12 32.8 (3) —1.4 


Exercises 7.4 (Pages 163—164) 


(i (1) Guy fy) Fw) () (vii) Wi (ix) 
—120 150 210 225 9240 20 300 MG 330 
No a = TE — —l ——_— — 
=e Ll NS 
0 = 6 Ja J 2 7 
2. 2 v2 2 2 ೪2 2 
—1 1 = 7 pe 
Se : —2 —2 a 
— 3 2 _9— = -—-l. —— — 2 —2 
60= 75 pe 48 NE V3 
. = = 2 
° - we wv . v3 
ay = ಷ್‌ 1 — ಷ 
EE 1 —~) kl NS 
er 71 224 28 


(xiii) (xiv) (xv) (xvi) xvi 
Sr Ts Mr Sr Ar 
& KER 9 4 


(x) (xi) “Ga 
6=360 930 1380 
—V/3 


. a = 4 Ey 1 . 
sin 06= Q =e 5 MH | on) NE 
WA J . Fey ee 
coz O= 1 ra | J2 5) = Vo 
1 ~ —l 
tan 6= 0 ಇ N3 1 WE 
— 9 = 2 
cosecd= @ —2 i —/2 = —2 1 V2 
~~ _- = ಘಿ. V2 
sec 6 = ve — Ja i 
6 v3 a - 4/3 O 1 
= © —— —_— —_— = 
tan 3 V3 NE 
i pe 15% 5—J/6 .. 
2 1) 3, (11) 2, (11) 0, (av SN 
2 (i) 2, (ii) 2, (ii) 0, (iv) (7) ae (vi 
(3) c=6. 


Exercieses 75 (Page 166) 


1 (i) 0°8958, (ii) 0°7206, (iii) 0-6632, (iv) 0-6847 
2 0°9406. 
3 (i) 46° 21’, (11) 46° 3’, (ili) 59° 41’, (iv) 50° 50’, 
(v) 33° 41’, (vi) 63° 35’. 
Exercises 8.1 (Page 168) 


(1) Triangle does not exist. 

(2) C=52° 57’. b=2.832. c=3.752. 

(3) C=55°. a=2.1. b=3.662. 

(4) A=45° 36’. _ B=— 44° 25’. Wel. 
©) A=24° 87. C= 28’. ei 
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Exercises 8.2 (Pages 169—170) 


(1) 2043 ft., 20 ft. (2) 150 ft. (ಕನಡ ಭಾಗದಲ್ಲಿ ಬುಡ, ಶಿಖರ, 
ಪದಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡಿ ಓದಬೇಕು.) (4) 70.9 ft., 70.9 ft. 


(5) = 3 ft. (6) 58.58 f% (7) 1.36 mile or 6969.6 ft. 


(8) 0.8665 mile. (9) 92.26 ft. (10) 4 a where a is the 
distance between the feet of the posts). The position of 
the observer divides the line joining the feet of the posts 
in the ratio 1 : 3. 
Exercises 8.3 (Pages 178—179) 
1 (a) —cosee 45°. (b) —sec 45°. (c) tan 60° 
(d) cot 60°. (e) sin 60°, (f)—tan 90°, (9) —cots 
(h) cosec 5, (2) sec = (3) cot ot (k) 1. 
B®) —4. (7)—+. 
Exercises 8.4 (Page 182) 
2 2 7 
2 (a) a, (b) 7 fo) = , (4) 5 () (Ff) F & 
3 4ರ, 31426. 
Exercises 10.1 (Pages 198—199) 


9 a 7 Sar 
(1) 5,7. (2) ame, 7: OH, ©) 7 
n Tw 78 Tv ° , a 26°34° 
(6) 3 () a+r (8) 7, 50°12 (9) 7 
T_ 


, n T 
(10) 48°52° (11) 7. (12) 19°28’ (13) 5° mn. (14) FF 
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Exercises 10.2 (Pages 204—207) 
(07 ANY. 


Exercises 10.3 (Pages 209) 


(1) c=7.4, A=61°6’ B=81°54’. 

(2) c=2.12. A=41°50 B=93°10. 

(3) b=9.23. B=87°14' C=32°46' 

(4) c=7.8 A=26°22. B=33°38’ 

(5) 4=48°12' B=58°24’. C=73°24' 

(6) 4=28°57’ B=46°34’ C=104°29 

(7) 4=57°54' B=75°32’. C=46°34’ 

(8) 4=109°28’ B=38°48’ C=31°44’ 

(9) C=°. 6=36.46. c=58.298 

(10) 4=40°. a=30, b=45.96 

(11) C=73° b=49.95 c=54.11 

(12) A4=70. a=31.23 b=31.78 

(13) B=34°39' C=105°21 c=39 

(14) Ale does nct exist. 

(I5) (i) B=15°36’ C=151°24’ c=76.61 
(ii) B=164°24' C=2°36’ c=7.26 

(16) B=144°27’ C=16°33’ b=71.45. 
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INDE X— ಅನುಬಂಧ 


Abscissa ಕೋಟಿ 
Algebraic sum Wೈಜಿಕ ಮೊತ್ತ 
Allied angles ಸಂಬಂಧಿತ ಕೋನಗಳು 
Ambiguous case ಸಂದಿಗ್ದ ಪರಿಸ್ಥಿತಿ 
Analytic geometry ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ 
Angle ಕೋನ 
— alternate ಪರ್ಯಾಯ 
—complementary ಸಮಕೋನಪೂರಕ 
— corresponding ಸಹಗಾಮಿ 
— supplementary ಸರಳಕೋನಪೂರಕ 
—between lines ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ 
— generated by ಜನಿಸುವ 
—right Sow 
measurement of ಕೋನಮಾನ 
Angular bisectors ಕೋನಾರ್ಧಕಗಳು 
Appolonius’ circle ಅಪೊಲೋನಿಯಸ್‌ ವೃತ್ತ 
Area of a triangle ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ 
Axioms ಸ್ವತೆಸ್ಸಿದ್ದಾಂತಗಳು 
Betweenness S030 
Broken line ತುಂಡಾದ ರೇಖ 
Cartesian Coordinates ಕರ್ಟೀಸಿಯನ್‌ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
Change of origin ಮಲ ಬಿಂದುವಿನ ಪಲ್ಲಟಿ 
Circle ವೈತ್ತೆ 
—circumference of 20% 
—area of ಕ್ಷೇತ್ರ ಫಲ 


228 


=. via, 


—arc of ಕಂಸ 

— section of ಖಂಡ 
Coaxal circles ಏಕಾಕ್ಷ (ಸಹಮಖೂಲಾಕ್ಷಿ) ವೃತ್ತಗಳು 
Collinearity ಏಕರೇಖಸ್ಮ, ಏಕ ರೇಖಾಗತ 
Concurrence ಏಕಬಿಂದುಸ್ವ, ಏಕಬಿಂದುಸಂಪಾತ 
Compound angles ಸಂಯುಕ್ತ ಕೋನಗಳು 
Cosine rule $04 ನ್‌ ನಿಯಮ 
Degree Bಗಿ 
Directed distance ನಿರ್ದೇಶಿತ ದೂರ 
Distance formula ದೂರದ ಸೂತ್ರ 
Distance measurement ದೂರದ ಅಳತೆ 


Distanee of a point from a line, ರೇಖೆಯೊಂದರಿಂದ 


ಬಿಂದುವಿಗಿರುವ ದೂರ 

Equation, of a locus, ಬಿಂದು ಪಥದ ಸಮೀಕರಣ 
—of a line, ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 
—of point-slope form, ಬಿಂದು ಓಟ ರೂಪ 
of two-point form, ಎರಡು ಬಿಂದು ರೂಪ 
—parametric form, ಚರಾಂಕ (ಪ್ರಾಚಲ) ರೂಪ 
— standard form, ಸುಲಭ ರೂಪ 
—slope-intercept form, ಓಟ-ವಿಚ್ಛಿನ್ನ ರೂಪ 


— intercept form, ವಿಚ್ಛಿನ್ನತಾ ರೂಪ (ರೇಖಾಂತರ ರೂಪ) K 


—normal form, ಲಂಬ ರೂಪ 
Equation of the circle, ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 


— standard form, ಸುಲಭರೂಪ 
—general form, (ಸಾಮಾನ್ಯ) ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ರೂಪ 
Equation of the tangent, ಸ್ಪರ್ಶಕದ (ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ) 
ಸಮೀಕರಣ 
Expression, ಉತ್ತನ್ನೆ 
Function, ಉತ್ಪನ್ನ 
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114 


114 
115 


120 
155 


General equation of the first degree, ಏಕ ಪ್ರಮಾಣದ 


ಸಾರ್ರತ್ರಿಕ ಸಮೀಕರಣ | ne 91 
Graphs, nಗ್ರಾಫುಗಳು .... 180, 181 
Heights and distances, ಎತ್ತರ ವೂತ್ತು ದೂರ oe | 168 
Identity, ನಿತ್ಯಸಮೀಕರಣ ey 151 
Inclination, ಇಳಿವು (ಬಾಗು) a 69 
Intersection, ಛೇದನ | ಹ 100 
Length of the tangent, ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಉದ್ದ i, 127 
Line, ರೇಖೆ - 1 
—segment, ರೇಖಾಖಂಡ, ರೇಖಾಭಾಗ a 1 
Locus, ಬಿಂದುಪಥ ho 65 
Mean proportional, ಮಧ್ಯಾನುಪಾತಿ | ae 17, 87 
Meridian, ಮಧ್ಯಾಹ್ನ ರೇಖೆ i 148 
Negative direction, ಯಣದಿಶೆ me 
Ordered pair ಕ್ರಮಾನುಗತ ಜೊತೆಗಳು ka 49 
Ordinate ಭುಜ (y ನಿರ್ದೇಶಕ) A 47 
Orthogonal projection oಬವಿಕ್ಷೇಪ Pe 128 
Orthogonal circles Cows,3,N¥ ಸ್ನ 128 
Parallel lines ಸಮಾನಾಂತರ ರೇಖೆಗಳು ». 11 
Pendulum ಲೋಲಕ ee 148 
Periodicity ಅವಧಿನಿಯಮ pe 179 
Planes ಸಮತಲಗಳು a 5 
Point ಬಿಂದು i: 1 
Polygon ಬಹುಭುಜ i 10 
Properties of triangles ತ್ರಿಕೋಣದ ಗುಣಗಳು a 199 
Postulates ಸ್ವೀಕೃತ ಭಾವನೆಗಳು 3 
. Proportion ಅನುಪಾತ is 
— Continued ಸರಾನುಪಾತ 17 
48 


Quadrant ಪಾದ 
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Radical axis ಮೂಲಾಕ್ಷ tees 133 


Radical centre Sonos ಕೇಂದ್ರ a 133 
Ratio ಪ್ರಮಾಣ At 16 
Radian ರೇಡಿಯನ್‌ NU 3... 142, 145 
Ray ಕಿರಣ wees 1 
Rectangular coordinates ಅಂಬನಿರ್ದೇಶಕಗಳು a 
Right angled triangle Voಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣ ಆ 167 
Related angles ಸಂಬಂಧಿತ ಕೋನಗಳು ಕ 170 
Section formula ವಿಭಜನಾಸೂತ್ರ ಷೆ 58 
Straight line ಸರಳರೇಖೆ ಖಿ 69 
Slope ut pe 69 
Sexagesimal system ಷಷ್ಯ್ಯಂಶ ಪದ್ಧತಿ 142 
Sum and product ಗಟ ಮೊತ್ತ ಮತ್ತು ಗುಣಲಬ್ದ ಸೂತ್ರ ಗಳು 189 
Simple equations ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು ee 197 
Sine rule ಸೈನ್‌ನಿಯಮ Po 200 
Solution of triangles ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಬಿಡಿಸುವಿಕೆ — 207 
Space ಆಕಾಶ 7 11 
Triangles ತ್ರಿಭುಜಗಳು, ತ್ರಿಕೋಣಗಳು We 9 
— similar ಸಮರೂಪ ae M7 
Trigonometry ತ್ರಿಕೋಣವಿತಿ ಲ. 138 
Trigonometric ratios ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರಮಾಣಗಳು 148 
—Signs of ಚಿಹ್ನೆಗಳು tees 153 
—of some well-known angles 803 ಸುಪರಿಚಿತ ಕೋನಗಳು 157 
Tables ಟೇಬಲ್‌ಗಳು (ಕೋಷ್ಟಕಗಳು) a 169 
Vertex 3,07 “i 9 
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Page 
57 Eng. 


and Kan. 


57 Eng. 


57 Eng. 


57 Eng. 


73 Eng. 


and Kan. 


91 Eng. 


and Kan. 


91 Eng. 


and Kan. 


106 Eng. 


and Kan. 


PART II 


ERRATA 


Line For 
7 [4 

y —Yy,== DF 
y —Y,=—EF 

12 ee 
—— 

YY y’ 
14 PE Vr 

1-4-7 

Pbm. 2 (iii) (a, 0) 
Pbm. 6 is half its 
Pbm. 8 2) 
Pbm. 2 (ii) b 


WD P4512—GPB—10,000—16-9-196 


Read 


Y—y= DF 
y’ —y,=EF 


[4 
LL 
ad | 


r= y’ —~Y 
Y2—Y 


Fr 
(0, a) 


is twice its 


(5, 1) 
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